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SUR LES NORMALES AUX SURFACES DU SECOND ORDRE ;
Par M. LAGUERRE.

1. Etant donnés une surface du second ordre K ayant
pour ¢quation

et un point M ayant pour coordonnées o, 3,7, on sait
que l'on peut de ce point mener six normales a la sur-
face, les pieds de ces normales étant déterminés par les
équaltions

o2 bR? 2
(l) 7 = \z+ B o “ v
(a—pl*  (6—p)  (c—p)

Ces six points sont d’ailleurs déterminés par l'inter-
II.



{164 )

\

section de K avec la cubique gauche H, définie par les

équations
1 1 ey B 1 1 , Pz
<; b> WE T T T ([1+0>sz¢‘ "
/1 1) vz oz
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Cela posé, déterminons les quantités £, %, {, P, Q, R,
X, Y, Z et G, de telle sorte que I'on ait identique-
ment

| (gt

On aura, entre ces dix quantités, les neuf relations

‘2XE+§n+7C:——(G+a‘),
(3) (2Yn 4+ 98+ af =— (G + &),
2Z% + of + Ppn=— (G + ¢);
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R(Z a>—_ b + a ’

11\ (2Y—p)t | (2Z —<q)n
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Qy —Rp=—2aX+ (G +a)i,
(5) Ra— Py :’),bY—!—(G—I-—[))YI,
PR —Qu=2cZ —I—(G—I*—CTQ.

Comme nous disposons de dix quantités indéterminées
pour satisfaire 4 ces neuf relations, on pourra y satis-
faire d’'unc infinité de maniéres.

Considérons maintenant 'équation (2), elle exprime
évidemment que, des six pieds des normales que I'on
peut abaisser du point M, quatre sont situés sur la
sphere

24yt 22 —oXr—2Yy—2Zz+G=o

et les deux autres dans le plan

xg  am 4

_— 4t — —1 =0,

a b ¢
dont le pole, par rapport & la surface du second ordre K,
a pour coordonnées £, n, {; et, comme ces quantités
renferment un paramétre arbitraire, elles sont les coor-
données d’un point quelconque de la polaire, par rapport
a K, de la corde qui joint les pieds des deux derniéres
normales dont je viens de parler.

2. Désignons par S la sphére dont ’équation est
24 y*+2zi—2Xx—2Yy — 2Z: + G=o;

les coordonnées de son centre sont évidemment X, Y, Z
et G est la puissance de l'origine relativement a cette
sphére. Elle contient, comme je I'ai dit, quatre des pieds
des normales que I’on peut abaisser du point M. Soient
D la corde qui joint les pieds des deux autres normales
et A sa polaire réciproque par rapport a K. D’aprés une
dénomination généralement adoptée, A est un axe re-
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lativement & K et aux surfaces du second ordre, qui
forment avec elles un systéme homofocal; en d’autres
termes, les deux droites D et A sont perpendiculaires
entre elles.

De ce que jai dit plus haut il résulte que, si I'on con-
sidére ¢, v, { comme des coordonnées courantes, la
droite A est précisément déterminée par les équations
(3), ou encore, si 'on pose, pour abréger,

(6) 2X=a+ A, 2Y=08+B, 2Z=9+C,

par les suivantes :

/

(']} Aé4+a=Bn+b=C¢+ c=1,
avec la relation

(8) G+t La+90=—2

3. Tirons de (7) les valeurs de £, 7, ¢ et portons-les
dans (8), en égalant & zéro le terme constant et le coef-
ficient de 2, il viendra

(9) z+%_}~%+l;;(,
et

. za go Je
(10) (1_-A+B—+—C

Soient &, 3, z les coordonnées d’'un quelconque des

points ot D rencontre la surface du second ordre K, le

plan tangent en ce point contient A, et son équation est
£E 1% 28

b ¢

|
°

Remplagant, dans cette équation, £, 7, { par leurs
valeurs tirées de (7), il vient, en égalant i zéro, le terme
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constant et le coefficient de A
_— x y z

— — 4+ = =0
atsTect!

f12) + + o.

£ f 2

aa " BB ¢C
L’équation (12) est celle du plan diamétral countenant
la corde Dj le plan, déterminé par Véquation (11),
contient le point M en vertu de la relation (g); c'est
donc le plan qui passe par les deux normales dont les

pieds sont situés sur Dj je le désignerai par P.

4. En général, pour abréger le discours, étant donné

un plan quelconque ayant pour équation

Z —+ Z -+ E +1=o,

P q r
J appellerai centre de ce plan le point dont les coordon-
nées sont p, g, r et foyer de ce plan le point out s¢ cou-
pent les deux normales 8 K qui sont contenues dans ce
plan. On voit que le plan P, dont jai parlé plus haut, a
pour foyer le point M et pour centre le point m dont les
coordonnées sont A, B, C.

La notion de centre d’un plan se présente fréquem-
mentdans la théorie desnormales aux surfaces du second
ordre, et, a ce sujet, je rappellerai une élégante propo-
sition due a Joachimsthal :

Etant donnés, surune surface du second ordre, trois
points a, b, c, tels que les normales en ces points con-
courent en un méme point M, le péle du plan abc,
relativement & cette surface, est le centre, relativement
aux trots axes de la surface, du plan qui passe par les
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pieds des trois autres normales que lon peut encore
abaisser dupoint M (¥).

5. En adoptant les dénominations quni précédent, il
résulte immédiatement des équations (6) que le centre N
de la sphére S est le point milieu du segment Mm.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Le centre de la sphére qui contient les pieds de quatre
des normales que U'on peut abaisser, d’un point donné
M, sur une surface du second ordre K, est le milieu du
segment qui joint le point M au centre du plan qui
contient les deux autres normales.

6. Pour déterminer complétement la sphére S, dont
on peut construire le centre au moyen de la proposition
précédente, il suffit de connaitre la puissance G del’ori-
gine relativement & cette sphére, ou bien encore de con-
naitre la sphére I, dont I’équation est

2+ ) '+ 22+ G =o.

Cetle sphére X peut étre facilement déterminée en s’ap-
puyant sur la propriéié suivante :

Le point M et le péle du plan P, relativement a la
surface du second ordre K, sont deux points conjugués
relativement ¢ la sphére X, en d’autres termes le plan
polaire de chacun d’eux, relativement a X, contient
l’autre point.

Pour démontrer cette propriété, je remarque que le

(*) JoacmiMstiAL, De quibusdam cquationibus quartt et sexti gradus
quee in theoria linearum et superficierum secundi gradus occurrunt
(Journal de Crelle. t. LI, p. 192).
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pole du plan P, relativement a K, a pour coordonnées

a b c
~X§- _ﬁ; _63

le plan polaire de ce pole, rclativement a £, a pour
équation

et, en vertu de la relation (10), il contient évidemment
le point «, 3, y; ce qui démontre la proposition
énoncée.

7. La cubique gauche H rencontre la sphére S, d’abord
aux quatre points ou les normales concourent en M,
puis en deux autres points. Je dirai, pour abréger, que
la corde qui joint ces deux derniers points est la corde
supplémentaire de D.

L’examen de 'équation (2) montre immédiatement
que la corde supplémentaire est constamment comprise
dans le plan

zt +yn+ 36+ G=o,

ou £, v, { désignentles coordonnées d’un point quelcon-
que de A.

Remplacons, dans I’équation précédente, £, n, ¢ par
leurs valeurs tirées de (7), et égalons a zéro le terme
constant ainsi que le coefficient de 1; nous aurons les
équations suivantes, qui définissent la corde supplémen-
taire :

(13) “rLN L 6=
19 A -+ B —+ G o,
ct

/ x g z_

\l4 K+ B“"}“C—O.
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L’équation (14) montre que le plan diamétral passant

par la corde supplémentaire est paralléle au plan P.
D’ou la proposition suivante :

Les six pieds des normales, que Uon peut d’un
point M abaisser sur une surface du second ordre,
sont, ainsi que le point M et le centre O de la surface,
situés sur unce méme cubique gauche H.

8i, par le point O, on méne un plan paralléle au plan
qui contient M et les pieds de deux quelconques des
normales, ce plan coupe la cubique en deux autres
points. Ces deux points et les pieds des quatre autres
normales sont situés sur une méme sphere.

8. En désignant par £, v, { des constantes arbitraires,
le péle du plan

relativement a K, est le point (£, 7, ¢}, dont le plan po-
laire, relativement 4 £, a pour équation

2E+yn+ 3. +G=o,

1l résulte d’ailleurs de ce que j’ai dit plus haut que, sile
plan
zg UL 24

— +— —1=0
I b ¢ ’

tourne autour de la corde D, le plan
ri+rn+3+G=o0

tourne autour de la corde supplémentaire.
On peut donc énoncer la proposition suivante :

La droite A et la corde supplémentaire de D sont
polaires réciproques, relativement a la sphére Z.

»



(170)

9. Comme, dans la théorie des normales 4 une surface
du second ordre, on a souvent a considérer les centres
de divers plans (ces centres étant déterminés relative-
ment aux axes de la surface), il n’est pas inutile d’entrer
dans quelques détails relativement aux propriéiés de
ces points.

En premier lieu, soit, p désignant un paramétre va-
riable,

(a+pa')x+ (b+¢b )y + (e+pd)z+d+pd =0

I’équation d’un plan tournant d’une droite fixe.
Pour trouver le licu décrit par le centre de ce plan,
identifions son équation avec I'équation

x .y+z+ R
—_— 1 = - 1—0;
A B C
il viendra
d -+ pd d+pd § d—+od
A=C"0PC 0 g =0 ET ) o= 2R,
a—+-pa b+4+pb ¢c—+opr

d’ot l'on voit que le centre décrit une cubique gauche
passant par les sommets du tétraédre © formé par les
plans principaux et le plan a Pinfini.

D’ou les propositions suivantes :

Le lieu des centres des plans, qui passent par une
droite fixe, est une cubique gauche passant parles som-
mets du tétracdre O; et réciproquement:

87 une cubique gauche passe par les sommets du té-
tracdre O, les plans, dont ses divers points sont les
centres, passent par yne droite fixe.

En second lieu, considérons une droite quelconque
dont un des points soit déterminé par les équations

a—=-pa b+l i ¢+ pc’

o —}—p??’ ° T 1[—%—9:[’.

r— —
o +- prl”
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Le plan ayant pour centre ce point a pour équation

x . y 4 2 N 1
a+pa b+ b ¢—+oc d—+pd

:O’

et il est clair que, quand on fait varier p, il enveloppe
une cubique gauche ayant pour plans osculateurs les
plans qui forment les faces du tétraédre ©.

D’ou les propositions suivantes :

Les plans, qui ont pour centres les différents points
d’une droite, enveloppent une cubique gauche inscrite
dans le tétraédre © (*); et réciproquement:

8i une cubique gauche est inscrite dans le tétraédre ©,
le licu des centres de ses divers plans osculateurs est
une ligne droite.

Je m’appuierai maintenant sur le lemme qui suit :

Lemme. — Si les sommets des deux tétraédres sont
situés sur une méme cubique gauche, les huit faces de
ces tétratdres sont les plans osculateurs d’une autre
cubique gauche.

Réciproquement, si les huit faces de deux tétraédres
sont les plans osculateurs d’une méme cubique gauche,
leurs huit sommets sont situés sur une autre cubique
gauche.

11 suffit évidemment de démoutrer la premiére partie
de ce lemme, la seconde proposition étant corrélative
de la premiére.

Pour la démontrer, je remarque que la cubique, qui
contient les sommets des deux tétraédres, étant une
courbe unicursale, je puis supposer que les sommets du

(*) Yentends par cubique gauche inscrite dans un tétraé¢dre unc
cubique ayant pour plans osculateurs les faces de ce tétraédre.
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premier tétraédre soient déterminés par les racines d'une
équation du quatriéme degré f(x)=o, et les sommets
du second par les racines d’une équation de méme degré
F(T.‘) = 0.

Cela posé, on voit que les racines de I'équation
Flz)+3f{z)=o0,

ou A désigne un paraméire variable, déterminent sur la
cubique les sommets d’une suite de tétratdres, chaque
point de la courbe étant d’ailleurs le sommet d’un seul
de ces tétraédres; d’ou il résulte que les faces de tous
ces tétraédres enveloppent une cubique gauche, puisque,
par chaque point de la courbe donnée, on ne peut mener
que trois plans osculateurs 4 'enveloppe.

En particulier, les faces des deux tétraédres donnés
sont des plans osculateurs de cette cubique gauche; la
proposition est donc démontrée.

11. Considérons maintenant quatre plans dont les
centres soienten ligne droite: d’aprés ce que j’ai démontré
plus haut, les faces du tétraédre T, déterminé par ces
quatre plans, sont les plans osculateurs d’une cubique
gauche inscrite dans le tétraédre ©. Du lemme précédent
il résulte que les sommets des tétraédres T et © sont
situés sur une méme cubique gauche et, par suite, les
plans ayant pour centres les sommets du tétraédre T
passent par une méme droite.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Si les quatre faces d’un tétraédre ont leurs centres en
ligne droite, les plans qui ont pour centre les sommets
du tétraédre passent par une méme droite.

Et de méme :

Si les plans qui ont pour centres les sommets d’un

-
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tétraédre passent par une méme droite, les centres des
Jaces de ce tétraédre sont en ligne droite.

12. Si d’un point quelconque M de I’espace on méne
les six normales a la surface du second ordre K, on sait
que le point M et les six pieds des normales sont situés
sur une méme cubique gauche passant par les sommets
du tétraédre ©. Désignons par py, ps, ps, ..., ps les pieds
de ces normales.

Des considérations qui précédent il résulte immédia-
tement que:

Si Uon forme un tétraédre ayant pour sommets
quatre quelconques des sept poz'nts M, P1sPas - o5 Pos
les centres des faces de ce tétraédre sont en ligne
droite.

13. Considérons une droite quelconque E, normale
a une surface de second ordre, ayant pour axes les axes
de coordonnées Ox, Oy et Oz. Le lieu des centres des
plans qui passent par E est une cubique gauche L pas-
sant par les sommets du tétraédre ©. Soit M un point
quelconque pris sur cette normale; par ce point on peut
mener ala surface cing normales distinctes de E; solent
P1s Pas Pss Pu €U py leurs pieds. Désignons par Ny le
centre de la sphére qui passe par les quatre points p,,
P, pect py, de méme par N, le centre de la sphére qui
passe parles quatre points py, ps, py et py, .. . 5 désignons
enfin par my, m,, my, m, et my les centres des plans qui,
passant par E, conticnnent respectivement les points
P1s P2y Pss P €L Py

D’aprés ce que je viens de dire, les cinq points m sont
situés sur la cubique gauche L; d’ailleurs, comme je I’ai
montré précédemment (n° ), les points N sont respec-
tivement les milieux des segments M.
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D’ou 'on déduit immédiatement les propositions sui-
vantes : .

Si d’un point M on méne cing normales quelconques
a une surface du second ordre, ayant pour centre O,
les cing pieds de ces normales peuvent étre regardés
comme les sommets de cing tétraédres; les centres des
cing sphéres circonscrites & ces tétraédres sont situés
sur une cubique gauche, passant par le milieu du seg-
ment MO et par les points situés a l'infini sur les axes
de la surface.

Etant donnés une droite quelconque E et trois droites
rectangulaires Ox, Oy et Oz, imaginons toutes les
surfaces du second ordre ayant ces droites pour axes
et normales a E; si d’un point M, pris arbitrairement
sur E, on méne & I’une de ces surfaces quatre normales
distinctes de E, le lieu du centre de la sphére circon-
serite au tétraédre, formé par les pieds des normales,
est une cubique gauche passant par le milieu du seg-
ment MO, et par les trois points & U'infini sur les axes

Ox, Oy et Oz.

11 est & remarquer que, si le point M se déplace sur la
droite E, la cubique gauche conserve sa forme, chacun
de ces points décrivant un segment de droite paralléle
a E et égal & la moitié du segment, dont le point M s’est

déplacé.

14. Je ne développerai pas davantage les conséquences
qu'on peut déduire des propositions précédentes, et je
terminerai cette Note en établissant quelques formules
qui peuvent étre utiles dans les recherches sur les nor-
males aux surfaces du second ordre.

Soient ¢ et p” les deux racines de ’équation (1) qui
correspondent aux deux normales dont les pieds sont
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situés sur la droite D, et soit
[V — ( Y ot
Flp'=(p—p' )i —1"-
En désignant, pour un instant, par p 'unc quelconque
de ces racines, les coordonnées du pied correspondant

sont
ax he cy

11—{;’ /l-—-—F, ('—0‘

’équation du plan tangent en ce point

fa 6'8 - C'? - I.

a—p_’_b—wo c—o

Ce plan contient la dioite A: tirons de (7) les valeurs
de £, 7, { et portons ces valeurs dans I’équation précé-
dente. En égalant a zéro le coefficient de A, on obtiendra
la relation

o B8 7
Ala-—p) - Bib—p +C((‘-——p

= o0,

et cette relation devant é&ire satisfaite pour p=p' ct
p = p’, il vient, aprés quelques réductions faciles,

o 8 7
Flp'=p' = (6 +a+b+clp—abe (a B +rc)5
d’on
(1h) G=p +s"—a—b—c,
et

= a—¢)a—¢")

>R

R W
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" satisfait a 1'équation (1), on a identique-

Puisque 2
ment
aria—p'" bﬁ(b—(')

A Pla—g T (F— g FE =T

cptle—p'
(e—p')le—p")

=1;

d’ot1, en remplacant les dénominateurs par leurs valeurs
tirées de (16) et p' par p,

aA? bB?
j— 2 — . 2
(@ = )+ G foa—g (=)

(a—b)(c—a)
cC?

Fle=app—epleTe

—1=o.
Cette équation devant étre satisfaite pour p =1p' ct
p = 2", on en déduit cette nouvelle expression du poly-

néme F(p),

a(b—c?Aa—p)+b(c—a*B*(b—p)
- “+c{a—b)?B(c—p"—(a— b)*(b —-c)(c—a)?
v alb—c)!A-b(c—a)B'+cla—b)'C? ’

D’ou, en vertu des équations (16), les relations sui-
vantes qui déterminent les coordonnées «, 3, 7 du foyer

du plan:
x r z .
X-FE-I—E—FI—-O,
[« (c—a)(a—b0)[dB*+ cC'— (b —¢)?]
A a(b —c¢)PA+b(c—a)Bidcla—01)C
(19) B (a—b)(b—c)[ch-}—aAz—(('—a)z]
DA BT alb—c)Aix blc—alB +coa— b?)C
(

v b—c){c—a)[aA’+ bB*— (a — b)?]
C alb—c)A'+b(c—a)B +c(a— b)C
Ann. de Mathémat., 2¢ serie, t. XVIL, (Avril 1878.) 12

:
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et auxquelles on peut joindre la relation
l'a(a—--b—-c)(b—c)’Az—{—b(b—c-—n)(c—a)’B’]
L +cle—a—b)a—b)C? .
(18) G a(b—c)}A’+ b(c— a)’B'+c(la—b)C?




