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SUR LE BINOME DE NEWTON;
Par M. G. o LONGCHAMPS,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Poitiers.

L’objet de cette Note est une démonstration de la for-
mule du bindme, dans le cas d’un exposant entier. Cette
démounstration est directe (*), elle repose simplement
sur I'identité (¥*)

1.2...(y +1)

+2.3...(y +2) )__{z—i—l\z...(z——y)
............... s_ﬂ ¥+ 2 ’

+ (z—y)(lz—y+1)...2

identité facile & vérifier (
En développant les premiéres puissances de (x + a),

*¥¥ )

(*) Porez sur ce sujet: E. Ca1aLaN, Nouvelles Annales, p. 5y, 1871,
et Lavreyt, Algebre, 2° édition.

(**) Cette identité est un cas particulier de I'identité
z(x+1)(r+2) ... (x+Y)
(r41)(x+2) ... @4+r41) )} _ (z4+1)z.. 05— %) —(r47%) ... £ {x— 1),
............................ s yo—2

E—)s—y+1) ... (5—1) 35/

proposee par M. Haton. Voyez Nouvelles Annales, p. §76; 1872,

(***) Elleest, en effet, évidente pour z —y = 1, et 'on voit immédia-
tement que, si elle est vraie pour une certaine valeur de z—y, elle est
encore vraic pour la valeur'de z— ¥ supérieure d’'une unité.
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on apercoit une loi, loi facile 4 généraliser et en vertu
de laquelle on peut poser

(2 4+ @)= a"+ Ay az" + A @2

G+ Appaiamk 4 am

Il s’agit donc de déterminer les coefficients A,, |,
Apos o e

1. Multiplions les deux membres de I'égalité précé-
dente par x -+ a, nous aurons

(x4 a)" ' =2 - Ap, | ax™ 4 Ay | @™

+1 | —+ An,

Ak kv g,

-+ Am,é—l

D’autre part, ct d’aprés la notation que nous adoptons
b 9
on peut éerire
(24 @) = "™ b Apyi @™ = Ay @225
+ Am+l’k al'“rm-—/r—l-l . am,

Identifions ces deux résultats; on aura d’abord

Am+1,| =1+ Am,n
et Pa[‘ suite

B

ce s e et ae e e . ay

Ay =1+ Al,l'
Ajoutons et remarquons que A, ; = 1, on obtient

m—1
\ —
(Ii Am+|,| — 1

Cherchons A, ;. On a
Apiro = Ap,o + A,y
ou, puisque A, , = m, d’aprés I'égalité (1),

Am+',.’ — Am,: -+ m.
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par suite

Apr=Au_,+ {m—1 ),

Ajoutons et remarquons que A, , =1, on trouve

m(m—+1)

(2) AMH’RZT.

2. Les égalités (1) et (2) font pressentir la loi 4 la-
quelle obéissent les coefficients du développement de
(x + a)™. Nous admettrons dounc que

m(m—1)...(m—k~41

Am,k = ’

1.2...4

quelle que soit la valeur donnée a k, pourvu qu’elle soit
entiére et au plus égale a m, et nous allons démontrer que

(m—+tm...(m— k4 2)
1.2... &

( 3 ) Am+|,l— -

Egalons en effet les deux coefficients de a* x™~**+! dans

les deux développements de (.x + a )"t!, et nous aurons
b

Am+l,£ = Am,k -+ Am,k—u
par suite

A =Ap_i,1 - Au_i iy
Appi i = App =+ Apiy.
Ajoutons; remarquons que A; ;=1 d’aprés l'iden-
tité (3), et remplacons aussi
Abi—ts -y An_ii—y  Ani—
par leurs valeurs respectives lirées de cette identité trans-

formée par le changement de A en (kK —1), nous ob-
tenons

2.3.. k34 (A1)t (m—At2)..m

— —— -

1.2...(A+1)

Am+|,k:—‘: 1+
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ou enfin, et en nous servant de I'identité citée au début
de cette Note,
(m—4+Vm. . im—k+2"

Amaii = )
m4-1,k ].2.,.'\/.'—1)k

La loi des coefficients est donc généralisée, et la for-
mule du bindme érablie.



