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DEMONSTRATION ANALYTIQUE DE QUELQUES PROPRIETES
GENERALES DES SURFACES DU SECOND ORDRE ;

Par M. V. HIOUX,

Professcur au lycee de Rennes.

Le troisiéme paragraphe du Mémoire sur I'homogra-
phie (Apercu historigue) est intitulé ainsi :

Lieu géométrique du point de rencontre de trois plans
tangents @ une surface du second degre, assujettis &
certaine condition.

Nous démontrerons d’abord le théoréme suivant, qui
est le deuxiéme du paragraphe : .

Sil’on a dans I’espace une surface du second degré
ef une conique, et que, par trois droites prises dans le
plan de cetie courbe, de maniére que le péle de chacune
A’elles, par rapport a la courbe, soit le point de con-
cours des deux autres, on méne trois plans tangents &
la surface; leur point d’intersection aura pour lieu géo-
métrique une surface du second degré, passant par la
conique, et telle, que le cone qui lui serait circonscrit
swwvant celte courbe aurait pour sommet le péle du plan
de cette courbe, pris par rapport & la surface proposée.

Prenons pour surface du second ordre un ellipsoide
rapporté a trois diametres conjugués dont 'un Oz soit
conjugué du plan P de la conique C. L’ellipsoide a pour

équation

et la conique C sera représentée par les deux équations
P—z—d—o,

C=Azx'4+ 2Bzy+ Cy? -+ 2Dz + 2Ey +~1=—=0.
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Dans le plan P, considérons trois droites 7, I/, 1" définies
par les couples d’équations

; gz—d:o,
o lfm.r—}—lzy—}—p::o;
z2—d=0
(1) ’
m'x+n'y+p=o;
"\ }z—d=o,
)

m”x—f—ﬂ”]’—{*'[)”:o-

Enfin appelons M(«, 3, ) le point de rencontre de
trois plans tangents a l'ellipsoide passant par /, I et I”.
Un plan défini par le point M et la droite [ a pour

équation
LY

m(y—djx+n(y—dy—(ma+nf+p)s
+d(ma+nB)+ py=o.

Un plan tangent a I'ellipsoide au point &/, y’, z' a pour

équation |

U !

yoo 7 _
a—’.r—*—zg) —}—;-z——l_-o.

Pour que ces deux plans coincident, il faut que I'on ait

’ ! ’

T Y 2

a‘m(y-——-(l):b‘nw—-d\ lma—+ nf +p)
I .
[dima—+yB) +pv)’

et, comme le point x', 5, 2’ est dans le premier plan, on
a en outre

my—djz' +ny—djy — mx+nB+p)z
+ [d{mz -+ nB)+ py]=o.

I.’élimination de x’, y ' et 2’ entre ces quatre équations
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donne la condition de tangence, savoir

[a*(y — d )+ (2 — &) ] m?
+ [0y —d)+ (e —a?) B
+(e*— ) p* + 2{c* — d&*)aPmn
+oa(ct—dyjmp + 28/t —dylup=o0

On trouvera deux relations analogues en considérant
les deux plans tangents passant par /et . Ces trois re-
lations peuvent s’écrire

Lm? +Mn* +~Np* +-2Pmn  +2Qmp —+2Rnp =—o,
Lm'* + Mnr" - Np'* 4 2Pm'n' +2Qm'p’ +oRr'p' = o,
Lm” 4+ Mn"?+ Np”*+ 2Pm”"n” 4+ 2Qm"p” + 2Rn"p” = o.

Cela posé, puisque les trois droites 7, 7, I’ fornient un
triangle conjugué par rapport a la conique C, on a, pour
une infinité de systémes de valeurs de m, n, p, ...,
I'identité

plme +ny+p)

+p(me+ny +p P4+ (m" 0"y +p' )
=Ax*+ 2Bry 4+ Cy*+ 2Dxr + 2Ey +1,

qui conduit aux six relations suivantes :

pn? = pl " p”m" = A,
prt =4 p'n'? 4 p 0" =,
pp? =,

pmne—+ y'm'n' 4+ p"m"n” =B,

pmp = p'm'p" 4 p"m"p” =D,

prp +p'n'p' 4 p"n"p" = E.

Si Pon ajouteles trois équations précédentes, apres les .
avoir multipliées respectivement par g, ¢’ et p”, on
trouve I’équation

AL+ CM + N+ 2BP -+ 2DQ + 2ER —o.
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Cette équation est du second degré en a, 3, y, et repré-
sente, par conséquent, une surface du second ordre Z.
En remplacant o, 3, y parx,), z, et L, M, N, ...
par les quantités correspondantes, cette équation peut
s’écrire ainsi :
A c—d 2+ Cle?— d?y?
+ A@—+ Cb) z—d)
+c— 2+ 2B’ —ad?xy

+2Dxric> —dz) + 2Ey(c* — dz) = o.

La suiface X passe par la conique donnée C, car si dans
cette équation on fait z =¢, on a

(¢*—d (Az*+ 2Bay + Cy*+2Dr+2Ey +1)=o,

et si le facteur ¢ — d? est différent de zéro, on retrouve,
en annulant 'autie facteur, ’équation dans son plan de
la conique donnée.

Soit S (x =o0,y=o0, z= :—1> le pole du plan P par

rapport a Dellipsoide. On trouve aisément que le plan
polaite de S par 1apport & 2 a pour équation

\ -
ly(Aa2 —i—Cbz—x\%—d[Aa’-%Cb“ I (z—d'=o,

ou
z—d=o.

Donc le plan P a méme péle par rapporta Eet 4 Z, ce
qui revient a dire que le cone de sommet S est circonscrit
a Z suivant la conique donnée.

Les trois parties du théoréme sont ainsi démontrées.

Corollaire. — Supposons d = ¢, alors le plan donné
est tangent a 'ellipsoide proposé. L’équation de T de-
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vient
(z—c)[(Aa>+C8 +1) (2 +c] +2¢(Dr+Ey)]=o.

Le lieu se compose du plan P lui-méme et d'un
deuxiéme plan passant par le diamétre d’intersection des
deux plans

z24+c=o0, Dxr+Ey—=o.
On a donc ce théoréme :

Etant données une surface du second degré et une
conique située dans un plan tangenta la surface : si par
les trois cotés d’un triangle conjugué par rapport a la
conique on méne trois plans tangents a la surface, leur
point de rencontre décrit un plan.

Lxtension du théoréme précédent.

Appelons A la premiére surface donnée et concevons
que par la conique C on fasse passer une deuxiéme sur-
face B du second degré. Soit T le pole du plan fixe P pris
par rapport a B. Considérons un tétraédre de sommet T
conjugué par rapport a B, il sera coupé par le plan P
suivant trois droites 7, I/, [” qui ‘formeront un triangle
conjugué par rapport a la conique C d’intersection de la
surface B et du plan P. Si le tétraédre conjugué en ques-
tion tourne, en se modifiant, autour de son sommet T et
que par les trois cotés Z, 2, I" de sa base on méne trois
plans tangents & la premiére surface A, le point de ren-
contre de ces trois plans décrira une surface du second
ordre Z; on a donc le théoréme général du paragraphe
cité, que 'on peut énoncer ainsi :

Etant données deux surfaces du second ordre A etB,
st un tétraédre conjugué par rapport a B tourne en se
modifiant, autour d’un de ses sommets T, supposé fixe,
et st parles trois arétes de la base on meéne trois plans

20.
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tangents & la surface A, leur point de rencontre aura
pour lieu géométrigue une surface du second ordre .
Cette surface passera par la conique C d’intersection
de la surface B et duplan polaire de'T pris par rapport
a B, et en outre le plan de la conigue C aura méme
pole S par rapport & la surface T et a la premiére sur-
face donnée A.

Corollaire. — On voit que la surface X et la surface B
ont deux sections planes communes, ce qui signifie
qu’elles sont doublement tangentes. Si le sommet fixe T
du tétracdre considéré coincide avec le centre de la sur-
face B, le plan P est rejeté a 'infini; 'une des sections
planes communes a Bet 2 Z estdonc rejetée 41infini: ces
deux surfaces sont devenucs homothétiques. D’autre part,
les trois arétes du tétraédre issnes du sommet fixe T sont
devenues trois diamétres conjugués de B, et comme les
droites 7, I’ et I” sont a I'infini, on a ce théoréme :

Si lon méne a une surface du second ordre A trois
planstangents paralléles a trois plans diamétraux con-
jugués d’une autre surface du second ordre B, leur point
de renconire décrit une troisiéme surface du second
ordre X, homothétique a B.

Cette proposition, donnée sous forme de probléme an
concours général en 1860, peut se démontrer directement
comme il suit :

Prenouns pour premiére surface un cllipsoide rapporté -
A trois diamétres conjugués, et, puisqu’il n’y a lieu de
considérer que le parallélisme des plans, faisons coinci-
der les centres des deux surfaces. Elles auront pour équa-
tions
(A) £+»‘z—+2§—!:o,

a- b2

B) Aa’4+ A4 A2+ 92Byz + 2B >z +oB 2y —1=o0.



(309 )

Désignons maintenant par

K —=—m L—4+ny-+p s=o,
K=mzxz+nry+pz=—o,

K'=m"re+a"y +p's=o0

trois plans diamétraux de B, et soit M(«, {3, 7) le point
de rencontre des trois plans tangents & A menés paral-
Jélement aux premiers.
Un plan paralléle 4 K = o, mené par M, a pour équa-
tion
mr 4 ny +ps—{ma—+ np+py)=o.

En exprimant que ce plan et les deux autres analogues
sont tangents & la surface A, on a les trois équations de
condition

\a2- 2t m? - {bz_ ﬁ’)n’-—{— (Cz__,ya)pz

—2@ynp — 2aymp — 22Bmn —=o,
tat— ) m'r - (B — B2 n' o (P — )P

— 2Byn'p —oaym'p' —2afm’'n’ —=o,
((l’-—oc2)m”7+ ([,2 . ﬁt)nm_’_ (02—“/2\/])"2

— 28y p" — naym” p" — 2afm” n” = o.

D’autre part, puisque K, K’ et K” sont, par hvpothése,
trois plans diamétraux conjugués de B, on a 'identité

p K4 p/ K24 " K7 —1
= A2+ A'y*+ A2 +2Bys + 2B o2+ 2B xy —1,
d’ou I'on déduit les six rélations

‘Uﬂl’—{— :J'm'ﬂ_'“ yf’m”’: A, [/'”l) —“+ {I.I/?’ ,}!_i__ y.//”// I/: B,
g+ ILLr 't - f’-,, R — A’, pmp - ‘u.' /”I[)l__'l_ ".',” III”/)” — B/’

y_l): 4+ ‘u‘lplz -+ fl_l/pl/: — A”, pmn 4 y.'m’ll’—i— y.”l)l”ll”:: B”.

Ajoutons membie a membre les équations précédentes
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respectivement multipliées par p, u et p”, et nous obte-
nons

Aa*+ A" b2+ A"¢?

=Aa?+ A'§2+ A"y + 2BBy + 2B'ay +2B"«f.

Le lieu du point M est donc une surface du second
ordre homothétique a la surface B.

Cas de deux coniques. — Si I'on substitue aux sur-
faces A ct B deux coniques que nous désignerons aussi
par Aet B, on aura des théorémes analogues aux précé-
dents.

Supposons d’abord que les deux coniques aient leurs
plans paralléles et faisons ¢ = o dans 'équation Z, le
lieu sera représenté par I’équation
[Ad*2*+ Cd*y* + '+ 2Bdry + 2Ddxz + 2Edyz)

— (A@*+ Cb?) (2 —d)*=o.
L’expression entre crochets est le premier membre de
I'équation d'un cone passant par la conique B et dont le
sommet est au centre de la conique A. Le lieu est donc
une surface du second ordre inscrite dans ce cone suivant
la conique B.

Supposons maintenant que les deux coniques n’aient
pas leurs plans paralléles; prenons pour axe des )" une
droite menée par le centre de A parallélement a I'inter-
section des deux plans, pour axe des x la direction con-
juguée de cette droite dans le plan de A, et pour
axe des z la direction conjuguée de la méme droite dans
le plan de la conique B. Les deux coniques seront défi-
nies par les deux couples d’équations

’

z=o,

(A) x? y?
Z‘z—‘r—zz_—l.—.o,

B ‘Z—i-d:o,

I Ay'+Cz'— 2Dy +2Ez +~1=o0.
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En appliquant le méme procédé de calcul que pour
deux surfaces, les droites /, I, I s’appliquent a la co-
nique B : on trouve pour lieu une surface du second ordre
passant par B et inscrite suivant cette courbe dans un
cone ayant pour sommet un point S, péle de la droite
d’intersection des deux plansde A et de B, pris par rap-
port a A. On trouve, en effet, pour ’équation du lien
AP (z+d)+{a—d (Ay*+C2 +a’—2?

“+2(a*+dc) (Dy +Ez) =o.

Cette surface T passe par la conique Bj; le plan polaire

o

du point S <y =0,7=0, X =— —1\ » pris par rapport
[4
/
a X, a pour équation

k]
(x4 d) [Ab’a’——% (Ab’—x)]:o ou x—+ d=—o.

On a donc ce théoréme :

Etant données dans Vespace deux coniques quelcon-
ques A et B, etc.

Sil’on suppose d = — a, la surface T est un systeme
de deux plans dont I'un est celui de la conique B. Si I'on
suppose d = o, la conique B est une conique diamétrale
de Z, dont I’équation est alors

Ab—1 2+ a* Ay*+Cz’+ 2Dy + 2Bz + 11 = o.



