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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

PROBLEMES SUR L’ELLIPSE;
Par M. Epowarp LUCAS.

1. Sur la construction géométrigue des normales &
une conique.— Dans une Note ayant pour objel la solu-
tion du probléme d’abaisser une normale sur ellipse,
M. Painvin (*) se sert d'un théoréme extrait d'un Mé-
moire de M. Smith Sur quelques problémes cubiques et
quadratiques. L'emploi de ce théoréme me parait inu-
tile, et je pense que la solution suivante est plus simple
que Ja solution indiquée.

Soit P («, 8) le point d’oa 'on veut abaisser les nor-
males & I'ellipse; si du sommet A on abaisse des per-
pendiculaires sur les normales, elles rencontrent la
courbe en quatre points situés sur une circonférence,
et la construction de celle-ci résout immédiatement la
question proposée. On trouvera dans larticle cité la
construction de 1'axe radical de cette circonférence et
du cercle homographique, et ainsi ’on déterminera une
premiére droite contenant le centre. L’ordonnée Yo du
centre de cette circonférence a pour expression [voir la

(*) Nouvelles Annales, 2¢ série, t. IX, p. 348.
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formule (1), p. 351 de V'endroit cité ]

aal

Jo=2 pr ‘

Soit D le centre de courbure du sommet A; joignons
le point D a la projection du point P sur I'axe des y, et,
par la projection de ce point sur 'axe des x, menons
une paralléle qui rencontre 'axe des y en Q; I'ordonnée
cherchée y, sera le double de OQ.

2. Surla corde normale minima. —Pour déterminer
la position de la corde normale de longueur minima, on
peut employer la remarque suivante, et j’ignore, en
raison de sa simplicité, si cette remarque est nouvelle.
Supposons une ellipse dont les dimensions sont telles
yue la développée la rencontre en des pointsréels; on a
a>>b /2. Désignons par A 'undes points d’intersection,
par AB la tangente a la développée normale a T'ellipse
en B, par A’B’ une tangente voisine, par A’ le point de
contact avec la développée, extérieur a I'ellipse et surla
méme branche que A, par B' le pied de la normale, et par
CT'autre point d’intersection de A’B’ avec I'ellipse. On a

arcA’A + AB=—=A'C—+ CB/,
et, puisque ’on a
arcA"A>A'C,
il en résulte, car la démonstration s’applique encore si
A’ est intérieur a I'ellipse,
B'C>AB,
et ainsi AB est la corde normale minima.

Le raisonnement s’applique d’ailleurs 4 la recherche
de la longueur maxima ou minima de la normale 4 une
courbe donnée C comptée de son pied jusqu’a son point
d’intersection avec une courbe donnée C'. Les tangentes
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4 la développée de la courbe C en ses points d'intersec~
tion avec C' sont en général des normales maxima ou
minima. On ne peut rien conclure par ce qui précede,
lorsque la courbe C' coupe la développée de C & angle
droit. On doit encore tenir compte des affections sin-
guliéres que présentent ces trois courbes, et plus parti-
culiérement des points de rebroussement de la déve-
loppée.

3. Surle triangle inscrit et concentrique a lellipse.—
En désignant par «, 3, y les angles excentriques ou pa-
ramétres angulaires des sommets d’'un triangle inscrit a
Pellipse, les coordonnées du centre du cercle circonscrit
sont données par les équations (*)

ax o —+ -+
— =— - CO0S p005p+70057 a’
c? 2 2 2
by a4 .9+
—)':—sm ﬁsmﬁ_i_ysm'y “-
c? % 2 2

Si le triangle est concentrique a Vellipse, on a
-_— == —_— A IT=
T—f=§ 3
Cela posé, la formule
€0s?p cos? g cos* 7 -+ sin?psin?g sinr
I

1
:Z +3 [cos2(p—g) ~+-cos2(q— r)+cos2(r—p)]

-+ % [cos2(p—+q)+cos2 (g+r)+cos2(r+p)]

(*) Sawmon, Traité des sections coniques, p. 306 de la traduction
francaise. Nous ferons observer que cette dénomination d’angle excen-
trique est an moins bizarre. Cet angle porte, il est vrai, en Mécanique
céleste, le nom d’anomalie ercentrique, parce qu'il n’a point son som-
met au foyer de l'orbite elliptique d’une planéte, occupé par le centre
du Soleil ; mais cette dénomination n’a aucune raison d’étre en Géomeé-
trie.
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donne immédiatement

e \ 2
(u)+ (4_"z> -
c? c?

Le lieu du point d’intersection des hauteurs décrit un
lieu homothétique (c’est la question 1173). On peut
arriver plus simplement au résultat précédent; mais si
J’al opéré ainsi, c’est afin de donner une application de
la formule trigonométrique employée ci-dessus.

Remarque. — La question de la corde normale mi-
nimum a été traitée (2° série, t. VII, p. 523, année
1868). Elle se trouve aussi traitée de méme dans les
Problémes de M. Lonchampt.

DE LA TRISECTION DE I’ANGLE A L’AIDE DU COMPAS
SPHERIQUE

(voir »° série, t. IlI, p. 222):

Par M. Epowarn LUCAS.

Dans une letre de Descartes &4 Mersenne, en date du
8 octobre 1629, on trouve le passage suivant : « De di-
viser les cercles en 27 et 29, cela se peut mécanique-
ment, mais non point géométriquement; il est vrai qu’il
se peut en 27, par le moyen d'un cylindre, encore que
peu de gens en puissent trouver Je moyen, mais non pas
en 29, et, si 'on m’en veut envoyer la démonstration,
jose vous promettre de faire voir que cela n’est pas
exact. »

La construction des polygones réguliers de 3" cotés se
déduit du principe suivant, qui résout le probléme de la
trisection de I’angle en se servant de figures décrites a
I'aide d'un compas sur la surface d’un cylindre de révo-
lution. Soient, en effet, ABC la base d’un cylindre de
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rayon supposé égal 4 'unité, A I'origine des arcs, B et C
les extrémités de I'arc a donné et de I’arc supplémen-
taire. Du point B comme centre, on décrit sur la surface
du cylindre une courbe sphérique passant par le point
diamétralement opposé an point B; sur la génératrice
passant par le point C, on prend un pointD dont I'or-
donnée est égale au cosinus de I’arc donné, et de ce
point D, comme centre, on décrit sur la surface du
cylindre une seconde courbe sphérique passant par le
point diamétralement opposé au point C. Ces deux
courbes se coupenten quatre points, situés dans un plan,
dont les ordonnées sont égalesa 2 cosa et aux trois va-

a—+2kn .
—g et dont les projec-

tions sur la circonférence de base sont les extrémités

de quatre arcs respectivement égaux a 2T —a, et aux
a-+2kw

3

Telle est, je pense, l'interprétation que l'on doit
donner du passage de Descartes, rapporté plus haut. La
méthode employée permet aussi de construire les racines
des équations du troisiéme et du quatriéme degré.

Férification. — En prenant pour axe des z 1’axe du
cylindre, et pouraxe desx lerayon passant parle point A,
les sphéres décrites des points B et D ont pour équations

leurs de 'expression 2 cos

trois valeurs cherchées de I’expression

{x—rcosa)+(y—rsina)+z2= 4,
{z-+revs aP+(y—rsina)’+(z—rcos a)=/4 r*+rcos’a;

ces ¢quations sont simultanément vérifiées :
1° Pour

xr==rcosa, y-=—-—rsina, z=——2rcesa;
2° Pour
a+2km . a-+2kn at-2km
#=reos ———; y =rsin y 3==27rcos .

R T
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SUR LES LIGNES GEODESIQUES DES SURFACES
DU SECOND ORDRE ;

Par M. LAGUERRE.

(Extrait d’'une Lettre adressée a M. Ch. Brisse.)

En désignant, enun point d'une ellipse, par p le rayon
. d| Lo .
de courbure de cette ellipse, et par ze la dérivée de ce
3

rayon par rapport a ’arc, Maclaurin a montré comment
la valeur de cette dérivée pouvait se déduire de I'angle
que fait la normale a P’ellipse au point considéré avec le
diamétre qui passe en ce point. On peut, si I'on veut,
énoncer de la fagon suivante le théoréme de Maclaurin :

En un point M d’une ellipse, portons sur la tan-
’ 1 l

gente une longueur égale & — et sur la normale une
P

longueur égale a — -;—:% ;, la résultante de ces deux
longueurs, composées comme des forces, est perpen-
diculaire au diamétre OM.

Les lignes géodésiques des surfaces du second ordre
Jjouissent d'une propriété semblable :

8¢, en un point M d’une ligne géodésique tracée sur
une surface du second ordre, nous portons sur la tan-

\ . L1
gente MT a cette courbe une longueur égale & —» sur

.. , . 1 (lp 1
la normale principale une longueur égale a —- 34 ;]

et sur la normale au plan osculateur une longueur

, , 1 - . .
égale a = (r désignant le rayon de torsion au point con-
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sidéré), la résultante de ces trois longueurs composées
comme des forces est perpendiculaire au plan diamétral

conjugué de la direction MT.
Yai considéré ici, pour simplifier I'énoncé, les com-
1 1 1 ..
posantes —; —z - ~ et —; mais il est plus convenable,
p r

dans d’autres applications, de considérer les composantes
.
. I 1dp 1 Vo
proporllonnelles —r — 55 3 et - ces composantes
P3 3
conservant d’ailleurs les directions que j’ai indiquées.
Pour abréger, appelons, si vous voulez, pour un in-
stant, axe de courbure au point M la composante ainsi
définie ; on pourra énoncer la proposition suivante :
3 P

Si MT et M'T désignent deux droites quelconques
touchant une méme ligne géodésique tracée sur une sur-
face du second ordre aux points M et M, la projection
de U'axe de courbure en M sur la tangente en M' est
égale a la projectionde l'axe de courbure en M’ sur la
tangente en M.

Si MT et M'T’ étaient tangentes & deux lignes géodé-
siques différentes, tracées sur une méme surface du se-
cond ordre, le rapport des deux projections dont je viens
de parler demeurerait constantlorsque les droites se dé-
placeraient tangentiellement aux lignes géodésiques; a
quoi j'ajouterai que les projections sont encore égales si

les deux lignes géodésiques sont tangentes 3 une méme
ligne de courbure.
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SUR LES NOMBRES DE BERNOULLI;
Pax M. WORONTZOFF, & Minsk.

I.
Si I'on représente par C; le nombre des combinaisons
5
. . . x
de n objets k a k et par By le coefficient de ————
1.2.3...4

’ - x .
dans le développement de la fonction . suivant les

puissances croissantes de x, c’est-a-dire

,

o F
et — 1
dxt .z:uj

on a, d’aprés des formules bien connues,
k=n
1) | 2CGUVB) = (2 + 1)
k=o
— (— 1) B f(z+ +] =0,
Ax étant égal a 'unité.
Mais, en ayant égard a la xelatlon

h=n—x

Zc B‘,_<dﬂ\ ,

/ x=0
on trouve
(AEBZ)IZOZ Bi+ ('— l)kk.
Donc, en remplacant (A*B,),—, par sa valeur, dans la
formule (1), on obtient
‘ (—1)af(z+1)

k=n—1
P S Bl el (e =,

k=o



(13)

formule qui se transforme aisément en

hk=n—1
(3) nAf(a) + 3 B [f(zx)—Sf(x+n—k)]=0,
A=o0
ou
k=n—1
(4) naif(z) + Ec:m[m—k/(x) —flz+n— K] =o,
ou =
( h=n—ry
5 1 () — N OB f (=) S (2 +1)+. .
’ hee +fx4+n—1—k)]=o.

Appliquons ces formules 4 quelques cas particuliers :
1° Soit

Sa) =

.z'(.z——l)...(.w:-——n)'

On déduit de la formule (3), pour n impairet x = o,
k=n
n ~n+k
ch C,r Bk = 0.
k=o
2° En appliquant la formule (2) aux fonctions

2% et 2f —1,

on a, pour n impair et x =o,

A=n
ZCZB/, ok — o,
k=o
k=n
n
Z C, B;(2*+' —1) == B,,
k=o
ou
h=n— f
- ofH — g B
2 C,r BI:—H—'——: _n,
k ~41 n

k=ou
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et aussi

k=n

3G Bi (2 —1) =T,

k=o

pour n impair et x =—1.
3° Soit
S(x) =a7,

et posons, pour abréger,

h=n—1

2 CZ Bia—* —= 9la ).

k=o

De la formule (4) on déduit, pour x = o,

o(1) —g(0) =no"",

Si I'on ajoute toutes ces ¢galités, on obtient
i) g ,

h=n—1 a=a

" ko —1
2(‘/;B“’" >—2”(”“")" ’
k=0 =t

résultat bien connu.
4° Prenons

Comme

B‘\ Bn ! " (n - § n—\
<A 71:),:)——;:—-"—*—‘_ 1) (‘I—I+a 2‘5 ).,
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[ [(drestum
(%) _=

f
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la formule (4), pour x = o, donne

S=a—i

Aon—1
2 C:_l B; a*

5° Soit enfin

s=1

f(x)=sinbx.

2 s—t*=a(1— a""?)B,_..

Au moyen de la formule (5), on trouve, pour x =o,

()
S =

k=o

)(_,"B

=nsinfcos(n —1)8,

o sin? G sin(n — 2.4)8

n—1
E( . ) désignant le plus grand entier contenu dans

\

n—1

2%

1I.

Désignons par [s —h, s — 2h,. .., s — (m — )], la

somme des produits des nombres s — L, s—2h,...,

s — (m—1)h combinés k a k et posons, pour abréger,

Comme

on obtient

dnesx P7Ld

dxn

st
,.r:—:a_— m —~I2

n(n

o

k=m—x

)=

k—=o

n
—_ == 'U‘.\,,.
n

, ﬂ'n—lﬁsr”n-l
nis—(m— l‘r/t] .
’ ’ drt !
(]n (ST gyt —1
—(n—m—+1)- e
A
\ \
1) (n—m1]
1.2.3. co{m—1)
Us—hys—oh,... s — (m—1' ],]

?,

b
5 T=v

dr—Festy (

dxr=+ ’{,=“
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et, pour s = o,

arum _ g PR —1) . (n—m 1)
(Tw),m“(_') W R m—)

X[E (I, 2, 3""”n_l)k—E:LJ,
k:o

n—k

ou, sous la forme symbolique,

drum . g R —=1). s (r—m 1)
(7;'7),.0“(_ A 1.2.3...(m—1)

><,“bn—-m+l(,lﬂ)+[)(1’5-—}-2)-..(’[‘5'{‘”’_l) (‘)’

d’ou
k=n
Y. CiBiB s =— [(r—1)B,+ nB,_.],
k=o
k=n—1
N CiB[(n — 1 — #)Bai+ (n— K)Booii]
k=o
. n(n—1)(r—2) (B, B.— B._. \
—dB"——.ﬁﬁc—z <;+3n—-x+2n——2,,

D’un autre coté

A st u™ dm A—mgn
3 - ]lm " ’
dx =0 ds

ou As = h, et, par suite,

o dn A f () — f(e) 4 (:gg) df(z)

dx™ dx

1 <d‘u’"> d* f{x)

1.2 \ dx? dx*®

\

7*Y Dans le développement du second membre de cette formule, les
exposants de b doivent étre remplacés par des indices de méme valeur.
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Donc on a L "MH\\!‘\“‘

1 (m) L

1 [1,2,3,. , (m—1)], f(’””’) ) dam
At m—1

— (m—2)
-+ Z,_:;_‘ [!, 2, 3,..., (m I)]'x f f(x)dx”'"-!—..

(m—1)(m—2)

s fiz) =

(_ ‘)m——l (___ I)m—i
R h f(x)dx+1.2.3...(m-—[)
7) { P—
X[i 2 [t,2,3,..., m———l)] Bot Q Flz)
——(‘]—-lﬂ—l

+lz§E[I,2,3,...,(n1_1>]k_§gtr_'—k |4f (=)

m—r-l—-/ls dr

k=o
k=m—x
h? m+1—k ldzf( )
i Bl T oA=L ],
' k=0 ,

ou, sous la forme symbolique,

—m . et Il"—m/{(l —I) Ak—m ;i— l)
=2 F(F -+ 1) {m)

k=o

% %k—m+1(,l;5 +1)... (W +m— 1>D/t—mf(x),

formule générale de I'intégration successive. ’
Prenons la fonction

fle)y=(z+1,xz+2,..., T+p—1)
En remarquant que

Mz, 42,2 p—1),
=(p—1)(p—2)...(p— %)
X(x+kbk+1,x4+k4+2,. ., 24p—1)4,
Ann. de Mathémat., 2° série, t. XV. (Janvier 1876.) 2
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oun Ax =1, et

diz+1,z42,...;, 2 4+p—1),
dzt

=(p—n)(p—nr+1)...(p—n+k—1)
X2+ 1,2+ 2,000y T+ p—1)uciy

on tire de la formule précédente
k=n
2 T B (1, 2, 3.y (p—1)Juk

k==o0
=(B-+1,B+2,..., B+ p—1),

—n
=P [1,2,3,..., (p— 1)
e ,
Ec{"‘*‘“' (1,2 34e ey (p— 1)}k
k=0

s=m—1

Bm f—s
x 2 [1,2,3,..., (m—-l)_‘_“*"

m-k—s

=b(vb+1) (W 4+ 2)...(W+m—1)
(W41, B+ 2,0 b 4+ p— 1)
1.2.3...(m—1)

plp—+1)...(p+m—1)

X[—1, — 2,00y —(m—1), 1, 2, 35eees (P — 1) ]ntm

k=m—i

—_— 1.2.3...(m—k—1) ]
+ E (=) k(p——n-l)( —n—2)..(p—n—m—+k)

— (_ I}m—l

k=o
X [1,2,3,00 0y (m—1) k1,2, 3,000y (p— 1) Josm—i-
Remarque. — L’égalité (6) peut aussi s'obtenir au
moyen de la formule

AP""f(:z:) =

Y

= (p—1)...(p—m—+1)

hk=m—1

Y 2 (— ¥ z—hy..cyz— (m—1)k]i

X A= — (m — )R]k f [z — (m — 1)1,
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qui donne, pour p = o,

. - (__l)m—d
hY f(”)—;,m—'l,z.?»...(m-—l)

k=m—1

=< 2 (—xMa—ryoony 22— (m—1)h]i
k=o

> A—Ixm-—l—“f(x}.

THEOREMES NOUVEAUX SUR LA PARABOLE ET L’HYPERBOLE;
Par M. Epouaro LUCAS.

En prenant I’équation de la parabole rapportée a des
axes reclangulaires sous la forme

y = ax3,

'aire d’un triangle inscrit P, P, Py est, en désignant par
Xy, X4, X3 les abscisses des sommets, donnée par la for-
mule

o oz 1
—_1
PP.P=5 |z =z} 1|,
z, 3 1

et, d’aprés un théoréme connu,
PP, P=—{(z, — z;) (@s — =) (2, — x,).

Les coordonnées du pole Q, de la corde P, Py sont
respectivement (> + ;) et X, xs, et, par suite, Paire
du iriangle Q, Q,Qs, correspondant au triangle inscrit
P, P, P;, est donnée par I'expression

Ty~ X3 Xyxy 1
Q.Q,Qﬁ_—_—% T+ x xyx 1|,

Ty = Z, Xk, 1
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et 'on trouve aisément, en retranchant les deux der-
niéres lignes de la premiére,

Ql QzQ;z—‘;‘ P,P2P3.
On conclut de ce résultat le théoréme suivant :

Tatorkme I. — L’aire du triangle formé par trois
tangentes a la parabole est égale a la moitié, prise en
signe contraire, de Uaire du triangle formé par les
trois points de contact.

Désignons par R, le point de contact de la tangente
paralléle a P, Py : Pabscisse 2’ de ce point est égale a
4 (xy + a3), et, en remplacant x; par x} dans ’expression
de P, P, P;, on cn conclut la valeur de R, R, Ry, et par
suite le théoréme suivant :

Tatorime II. — L’aire du triangle formé par les
points de contact des tangentes parallcles aux cdtés
d’un triangle inscrit & la parabole est égale au hui-
tiéme, pris en signe contraire, de lUaire du triangle
inscrit.

Si, par le point P,, on méne une paralléle a P, Py, cette
droite rencontre la parabole en un point S, dont I'ab-
scisse xy esl égale a &, + x; — x,, et en remplacant, dans
Pexpression de P, P, Py, x; par 27, on en conclut I'aire
de S, 8,8;, et par suite le théoréme suivant :

Tatorkme III. — Si, par les sommets d’un triangle
inscrit & la parabole, on méne des paralléles aux cétés
opposés, ces droites rencontrent la parabole en trois
points formant un triangle dont I’ aire est égale & huit
fois l'aire, prise en signe contraire, du triangle in-
scrit.

Les coordonnées du podle de P; S, sont respectivement

Ty~ Zs
T= s =z (2, + 7y — z,)

]
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et ’aire du triangle formé par les trois poles a pour ex-
pression
T, &y x (2 xy— ) X
1| x> Z, (x5 + &y — 1) 1|,

T 4L Tz & — ) 1

et, en retranchant les deux derniéres lignes de la pre-
miére, on obtient :

Tatorime I1V. — 8i, par les sommets d’un triangle
inscrit a la parabole, on méne des paralléles aux cotés
opposés, les poles de ces droites forment un triangle
dont l'aire est égale a celle du triangle inscrit.

En désignant par T, et U, les points de contact des
tangentes paralléles a P, R, et R, S,, les triangles T, T, T},
U; U, U;, les triangles formés par les poles de P, Ry,
P, T,, P, U, R,S,,... et par les poles analogues, ainsi
que les triangles formés par les points de contact des tan-
gentes paralléles & ces diverses droites et aux droites
analogues, donnent lieu a un grand nombre de théo-
rémes semblables 4 ceux quenous avons indiqués, et dont
les démonstrations fournissent ainsi des exercices cu-
rieux et variés sur la théorie des déterminants.

Considérons maintenant deux triangles A, A, A; el
P, P, P; inscrits a la parabole, et désignons par a,, as,
az et 1y, X,, x5 les abscisses de ces points. Menons par
le point A, une paralléle a P, Py, et désignons par B, son
point d’intersection avec la parabole; I'abscisse de ce
point est égale a x, + xy, — a,, et laire du triangle
B,B,B; a pour expression
3y 2 — ay — x,) (@ - Xy — w, — 3 @, o, — s — x.).
Menons maintenant par le point P, une paralléle a A, A,
et désignons par C, son point d’intersection avec la para-
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bole; I'abscisse de ce point est égale a a, + a5 — x,, et
I’aire du triangle C, C, C; est égale a celle de B, B, Bs.

Désignons enfin par D, le point de contact de la tan-
gente paralléle & A, P,; I’abscisse de ce point est égale
a +(ay +x,), et, par suite, l'aire du triangle D, D, D,
est égale au huitiéme, pris en signe contraire, de l'aire
du triangle B, B, B; ; de 1a le théoréme suivant :

Tatorkme V. — 8i deux triangles sont inscrits & la
parabole, et si par les sommets de chacun d’eux on
méne des paralléles aux cotés correspondants du se-
cond, ces paralléles rencontrent la parabole en six
points formant deux triangles dont ’aire est la méme
et égale & huit fois laire, prise en signe contraire, du
triangle formé par les points de contact des tan-
gentes paralléles aux droites quijoignent les sommets
correspondants des deux triangles donnés.

Ce théoréme comprend un trés-grand nombre de cas
particuliers, lorsqu'un ou plusieurs des sommets de ces
triangles coincident; si A, A,, A; coincident, on a ainsi
le théoréme suivant:

Trtorkme VI. — Si, par un point de la parabole, on
méne des paralléles aux cotés d'un triangle inscrit, et st
parles sommets dece triangle onméne des paralléles ala
tangente au point donné, ces paralléles rencontrent la
parabole en six nouveaux points formant deux trian-
gles équivalents dont Uaire est égale a huit fois Uaire,
prise en signe contraire, du triangle formé par les
points de contact des tangentes paralléles aux droites
qui joignent le point donné aux sommets du triangle
donné.

Le théoréme précédent s’applique d’ailleurs facile-
ment 4 un polygone concave ou convexe, d’'un nombre
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quelconque de cdtés, et les aires des polygones formés
sont en raison constante avec le polygone donné.

On peut trouver encore des théorémes analogues sur
les poles des droites considérées dans les deux théorémes
précédents.

Considérons maintenant un quadrilatére inscrit
P, P, P, P,; nous avons, par définition (*),

P, P,P,P,—=P,P,P,+ PP, P,

et, en nous reportant a P'aire du triangle inscrit a la pa-
rabole,

PP, PP, = — !z, — x,) (2, — ) (2, + 23 — 22 — &)

si nous remplacons dans cette formule x; par § (x; +-Ziy4),
qui représente 1'abscisse du point de contact de la tan-
gente paralléle 4 P; Py, et si nous remarquons que le
dernier facteur s’annule, nous obtenons le théoréme
suivant, qui contient un certain nombre de corollaires
pour le trapéze et pour le triangle :

Tuatorkme VII. — Le quadrilatére formé par les
points de contact des tangentes paralléles aux cétés
d’un quadriatére inscrit & la parabole a une aire
nulle.

En calculant encore I'aire du quadrilatére formé par
les poles des cotés consécutifs du quadrilatére inscrit,
on obtient la moitié, prise en signe contraire, de I’aire de
ce quadrilatére, et, en appliquant ce résultat au théo-
réme précédent, que nous allons généraliser :

Trtorime VIII. — Le quadrilatére formé par les

tangentes paralléles aux cotés d’un quadrilatére inscrit
a une aire nulle.

(*) Poir mon Mémoire ayant pour titre : Nouveaur théorémes de Géo-

métrie supérieure (Extrait du Bulletin de la Société d’émulation de
I’ Allier. Moulius, 1875).
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Considérons enfin un polygonede r cdtés ABC...HKL,
inscrit a la parabole ; désignons par a, b, c,..., h, k, lles
poles de AB, BC,..., KL, LA, et admettons la formule

abe. .. hkl=— L ABC...HKL.

Ajoutons un sommet Mau polygone inscrit, et désignons
par I’ et m les poles de LM et MA; le triangle ALM
nous donne

I'm = — L ALM.

L’addition des seconds membres des deux égalités pré-
cédentes donne — + ABC...HKLM, et celle des deux pre-
miers nous donne I'aire du polygone abc...ikl'm, silon
remarque, en eflet, que les trois points k, /, ' sont en
ligne droite, ainsi que les points @, Z, m, comme péles
de droites concourantes. De la, la proposition sui-
vante :

Tutorkme IX. — L’aire du polygone formé par
n tangentes & la parabole est égale a la moitié de
Uaire, prise en signe contraire, du polygone qui réunit
les points de contact.

Ce théoréme comprend un grand nombre de cas parti-
culiers, en supposant un ou plusieurs c¢otés du polygone
infiniment petits. En supposant que le polygone inscrit
se compose d’un arc de parabole et de sa corde, on re-
trouve ainsi l'aire du segment.

Nous ajouterons, sans démonstration, les deux théo-
rémes suivants, susceptibles de généralisation, ainsi que
les précédents :

.

Tratortve X. — 8i U'on joint les milieux des cétés
d’un triangle inscrit a la parabole, et si I’on prend les
milicux des cordes interceptées dans la courbe, !'aire
formée par ces trois points est égalc & la moitié, prise
en signe contaire, de celle du triangle inscrit.
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Tutorime XI. — L’aire du triangle formé par les
poles des droites qui joignent les milieux des cotés d'un
triangle inscrit & la parabole est égale au quart de
celle du triangle inscrit.

Nous prendrons 'équation de hyperbole sous la forme
zy =1,

et nous supposerons les axes rectangulaires; mais les
formnules suivantes s’appliquent a une hyperbole quel-
conque, en multipliant chaque aire par le sinus de 'angle
des asymplotes.

L’aire d’un triangle inscrit P, P, P; a pour expression

I Xy — Xy Ty — T, T — Ty
P, P,P,— 5 .

£y Xy X'y

Les coordonnées du pole Q, de la corde Py P; sont don-
uées par les formules

2.7, 2, 2

- ’ — :
€ - 2, 7 Ty = Xy

et I’aire du triangle Q, Q, Q; correspondant au triangle
P, P, P; est donnée par 'expression

Ty ~— Ty Xy — Xy T — X
QIQ!QBZ_Z 2 3 %3 ' t 1'

Ly = Ty X3 -2, Ty + Xy

Si le centre de gravité du triangle inscrit est situé sur
i
I'une des asymptotes, on a, par exemple, pour I'axe

des y,

Zy 2y 4+ x5 0,

ct la comparaison des deux résultats obtenus ci-dessus
nous donne immédiatement le théoréme suivant :

Tatorkme XII. — 87 sur une hyperbole on prend trois
points formant un triangle dont le centre de gravité
st situ€ sur Uune des asymptotes, [’ aire du trian gle des
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tangentes menées par ces trois points est égale a quatre
fois Uaire du triangle inscrit.

Si le centre de gravité est situé sur la courbe, on a la
relation

1 I 8
(x.+x,+x3) (—— + — + —) =0,
Ty £ T3

ou, par une transformation facile,

Xy Xy Ty + 2, T, + 2y

—8,

£, x, Z,
ct la comparaison des deux résultats precédents nous
donne encore :

Trtorime XIII. — Sile centre de gravité d’un triangle
inscrit @ Uhyperbole est situé sur la courbe, [’aire du
triangle des tangentes aux sommets est égale, en signe
contraire, & la moitié de laire du triangle inscrit.

Si nous exprimons que la corde PP, est paralléle a la
corde P, P;, nous obtenons la condition xx; = x, x;, et,
pour le point de contact de la tangente PP paralléle a
Py Py, nous avons x == \/;;;c:, et ainsi il y a toujours
deux solutions réelles si x, et x; sont de méme signe,
c’est-a-dire si P, et Py appartiennent 4 la méme branche
d’hyperbole.

Si, dans I'expression de P, P, Py, nous remplacons x;,

Xy Ty Ty X, T

&4, Iy Tespectivement par y ——» ——> nous obte-
I Ty L3
nons
Xy + x5 X3 -+ X, T, 4 2,
. Pl P.2 93 2 3 3 i 1 1’
x, x, Z,

" et, par suite, les deux théorémes suivants :

Tutonime XIV. — §i le centre de gravité d’un
triangle inscrit a ' hyperbole est situé sur la courbe, et
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si l’on méne par les sommets de ce triangle des paral-
léles aux cétés opposes, ces paralléles rencontrent I'hy-
perbole en trois nouveaux points formant un triangle
dont Uaire est égale & huit fois Uaire, prise en signe
contraire, du triangle inscrit.

Treorime XV. — Si le centre de gravité d’un triangle
inscrit & Ihyperbole est situé sur 'une des asymptotes,
et si 'on méne par les sommets de ce triangle des pa-
ralléles aux c6tés opposés, ces paralléles rencontrent la
courbe en trois nouveaux points, formant un triangle
dont I’aire est égale & celle du triangle inscrit.

Considérons maintenant un quadrilatére inscrit
P, P, P, P,; laire de ce quadrilatére a pour expression,
en opérant comme dans le cas de la parabole,

Ha— ) o= =) (= 25)-

X, T, X, X4

Si nous remplacons dans cette formule x; par + /& Tiy1,
((ui représente I'abscisse du point de contact de la tan-
gente paralléele & P; P, en supposant tous les points
situés surla méme branched’hyperbole, et si nous remar-
quons que le dernier facteur du résultat précédent s’an-
nule, nous obtenons le théoréme suivant :

Tatoreme XVI. — Le quadrilatére formé dans une
méme branche d’hyperbole par les points de contact
des tangentes paralléles aux cétés d’un quadrilatére
inscrit dans cette branche a une aire nulle.

Ce théoréme, que nous avons déja rencontré dans la
parabole, est également vrai pour le cercle et, par suite,
pour Dellipse, en prenant tous les points de contact sur
la méme demi-circonférence, ainsi qu'on le démontre
immédiatement pour le cercle en faisant voir que les
deux triangles dont se compose le quadrilatére sont égaux.
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Les théorémes sur I'’hyperbole paraissent moins nom-
breux que les théorémes correspondants sur la parabole,
a cause de la condition imposée au centre de gravité
du triangle; mais, puisque 'une et I'autre des deux con-
ditions sont homogénes et symétriques, on peut rem-
placer x; par Kux;, quelle que soit la valeur de K, et en
particulier K = 2. On peut aussi augmenter le nombre
des résultats précédents a I'aide des remarques sui-
vantes.

Si, par un point x = @ de I'hyperbole, on méne des
paralléles aux cotés du triangle inscrit P, P, Py, ces pa-
ralléles rencontrent 'hyperbole en trois nouveaux points
ZoZy Ly, X T,

y ——» ——, et, si 'on porte ces
a a

valeurs dans les expressions de P, P, Py et de Q, Q. Qs,
on retrouve les aires des triangles avec des signes con-
traires. En portant ces valeurs dans la condition qui ex-
prime que le centre de gravité du triangle P, P; Py est
situé sur la courbe, on retrouve cette méme condition.
Enfin il est facile de voir que, si le centre de gravité du
triangle inscrit P, P, P; est situé sur I'une des asym-
ptotes, le centre de gravité du nouveau sera situé sur
I'autre. Donc :

ayant pour abscisses

Tatorime XVII. — 8¢, parun point d’une hyper-
bole, on méne des paralléles aux cétés d’un iriangle
inscrit, ces paralléles rencontrent I'hyperbole en trois
nouveaux points formant un triangle dont U'aire est
égale, en signe contraire, a Uaire du premier; il en est
de méme des triangles circonscrits correspondants.
Enfin, sile centre de gravité du premier triangle in-
scrit est situé sur la courbe ou sur Uune des asympltotes,
le centre de gravité du sccond sera situé sur la courbe
ou sur Uautre asy mptote.



(29)
Les deux premiéres parties de ce théoréme s’appli-
quent également a un polygone quelconque.
Nous énoncerons encore les propositions suivantes,
dont nous laissons au lecteur la vérification :

Tatoneme XVIIL. — L’aire du triangle obtenu en
prenant les milieux des cordes interceptées dans une
hyperbole passant par le centre du triangle inscrit, par
les droites qui joignent les milieux des cotés de ce
triangle, est égale & la moitié, prise en signe contraire,
de l'aire du triangle inscrit.

Tatorime XIX. — 8i, parles sommets d’un triangle
inscrit dans une hyperbole passant par le centre du
triangle, on méne des paralléles a la tangente passant
au centre du triangle, ces paralléles rencontrent I’ hy-
perbole en trois nouveaux points formant un triangle
dont Uaire est égale & moins vingt-sept fois l'aire du
triangle inscrit.

Tatorkme XX. — 8, par le centre d’un triangle in-
scrit dans une hyperbole passant en ce point, on méne
des paralléles aux cotés du triangle, ces paralléles ren-
contrent l'lyperboleen trois points formant un triangle
dont l'aire est égale & moins vingt-sept fois Uaire du
triangle inscrit.

Tutorime XXI. — Par le centre d’un triangle in-
scrit a une hyperbole passant en ce point, on méne des
paralléles aux cotés du triangle inscrit, et, par les points
d’intersection de ces paralléles avec 1 "hyperbole, on
méne des tangentes a la courbe, l'aire du triangle
Sformé par ces tangentes est égale, en signe contraire,
a Uaire du triangle inscrit.

Nous ferons remarquer que la plupart de ces théo-
remes sont susceptibles d’une grande généralisation, et
s'appliquent indistinctement i toutes les coniques, mais
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en tenant compte de la restriction indiquée au théo-
réme XVI pour le cas du cercle ; nous citerons notamment
acesujet les théorémes V et VI. On peut d’ailleurs arriver
plus rapidement a ces résultats et déduire les théorémes
de I’hyperbole de ceux qui concernent la parabole, et
réciproquement. Nous donmnerons enfin, dans un pro-
chain travail, les théorémes correspondants dans la Géo-
métrie A trois dimensions.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1070
( voir 2° série, t. XIIT, p, 143),
Par M. C. MOREAU,

Capitaine d’Artillerie, a Calais.

du _—
L’ équation — — \/1 + au?* + bu* définit une fonc-
q o Vi+a ut défi fonc

tion u, si ’on donne la condition u=o pour x=o.
C’est une fonction impaire de x, et, dans son déve-

loppement suivant les puissances de x, le coefficient de
el

1.2.3...(20+1) est de la forme

ar -+ A @b 4+ A at i b d @b -, ..

On a
3 3w+t __ 3 E ”
=T e
_ 57n+| — 5 3on+3 __ 33 9 3Jm+2 39
A= T e T8 T (“32_ + E) "

Tous ces nombres 1y, ks, X3,. . sont entiers. Démon-
trer les résultats précédents. (F. Dipon.)
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, . du »
De I'équation donnée on tire — = au + 2bu®, et l'on

reconnait facilement, par différentiations successives,
que les coefficients du développement

xd

a8
2.3 + (@ +128) 1.2.3.4.5 +ee

u—x —+a
1

ont la forme annoncée, et que tous les nombres 3,, 2,,
s, ... sont entiers. Pour chercher a déterminer ces

nombres, posons
W=ty + b+ 0, 0 a0+ .

I'é jon 28— bu® donnera
équation —— = au + 2bu® nous donne

du, ’ (d*u, 5
d? —Llllo) -+ ((—J—TT — au,
d?u, du, \
" <dx’ o au2> bt <d.z:’3 - aug) b
—o2b(uy +u b+ 07 P
—a2udb+6ulu,b?+6(ulu, + uu?)bi4. ..,

et il en résulte les relations suivantes :

d?u,
(1) dz = au,,
. d’u,
(2) T = au, + 2u?,
d*u
(3) (E;z:aug—i—ﬁuﬁu.,
d’u,
(4) = =at, +6(ulu, 4+ u, w?).

On pourrait intégrer ces équations, et, connaissant les
différentes fonctions u,, uy,..., la question serait réso-
lue; mais on peut procéder de la maniére suivante, en
déterminant seulement, dans chacune de ces fonctions,
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Piall

le coefficient de s que nous appellerons

1.2.3...(2rn+1)
dans tous les cas P,.
1° L’équation (1) donne

d"u, d’™'u,
(l.l,‘m+l =a (lx')ll—l 3
donc
P, = aPn—n

et, comme P, = 1, il s’ensuit
P = a".

2° On tire de méme de I'équation (2) la relation

P 4o dtn— )
n_ @ H -‘II—M_—— =0

Or, a cause des équations

du, \ 2 , d'uy
-deT =1+ au, et e = au,,

on peut poser

d*='(u?) du, du,
P — A, — Ir + Bu_yuj Zr_’

(5)

et, en différentiant deux fois de suite, il vient

A+t (”: )

d12:4+|

du.‘

du,
= (ahn -+ 2B,.) T +9aBuiu} T

dx
donc

Ap—=alA,.,+2B,., et B,=—=qgaB,_.
De plus

) ’I"o
dx “ dz

montre que
A,—=o0 e B,=3,
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(_{i,:(_ll;:;__) = A, .
d‘lJH-l =0

P,—aP,_, +2A,, avec P,=—o

et, comme

oun a

Si nous appelons respectivement ¢ (7), o:(t), 2s(2)
les fonctions génératrices deP,, A, et B,, les relations pré-
cédentes donnent les équations

(1— at)g (t)= 2ty (),
(1— at) g, (1) = 229,(2),
(1—gat)g,(t) =3,
d’ou l'on tire
3 2 21
22 I 16 2 s

?(0)= (1—at)*(1—9gal) ~a l——gat— (l——-at)‘+ 1—at

ct le coefficient de ¢* dans le développement de cette
fonction sera

3 3 21
P, = a"? [_1—6 9 — > (r 1)+ 'l'g:l

Jm+1__ 3 3
—_— g2 J— =\ n-—-2.
=4 ( 16 2 ”) ha

3° L’équation (2) équivaut a la suivante :

du, du, s du,
—— U — ) 20, —
X X

det drz | dx de

d*u, du, duy, d*u,
— = u
°d dx

(ui donne, par intégration directe,

du, du, u!

— — —au,u, + :
dx dx o P
on tire de la
sau du, " du, ” du, + , du,
—-— = — — _— 2au? —
oth o o gz = H dx’

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XV. (Janvier 1876.) 3
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qui servira i la réduction des dérivées successives de la
fonction u? u,.
Ici 'on peut poser

& (u? ) du, . du, du,
g = A g B o G 2
du Hu
+ Dy d—-‘ + B ug -

ct, en différentiant deux fois de suite, on trouve les re-
lations

A,—aA,_, +2B,.,, B,=9gaB,_, +12C,, +6D,,,
C,=2baC,_, +12E,_,, D,=aD,_,+ 6E,_,,
E,=9gaE, ;
on a d’ailleurs
P,—=aP,,+ 6A,_, avec P,=—o;

et, en prenant la premiére dérivée de u;u,, on obtient
les valeurs initiales

N .
Ay—o0, B,—=o0, Co=——, D,:Z, E, = 3.

I
a
Si maintenant on désigne respectivement par ¢ (z),

G (t),-++, ¢s(t) les fonctions génératrices des quantités
P,, A,, B,,..., E,, on arrive aux équations suivantes :

(1

—at)o(t)= 6tz
(1—at)9,(t) = 2t¢.(¢),

(
(
(1— gat)g.(t) =1289,(¢) + 62 q,(2),
(1 —25at) g, t__lzt%(t)—(—l,

(1—at)gi(t) = Otg(t) + %’
(1—gat)q.(1)=3,
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et, en les résolvant, on trouve enfin

4328 (7 —15at)
‘."(t): (l—at)3(1 — gat)z(l — a5ar)

5 45 9
o 256 64 32
~a | 17—2bat” 1—gat (1 —9gat)
799 93 9
256 16 + 4 .
+1—a?—(l-—at)’ (1—arp 1’
donc
— ph—4 n 45 n q 799
P.—=a [—5625 Bzg —-32(n+1)9 + 056
93 g (n+1)(n+2)
~—16(n—|-l)—i—4———~-——-—-2
— i 5"'*‘—5_'_3’“-3 gnz
= 256 6f "8

3m+2 3() . -
_(32 16) ]_A’a ‘

4° En appliquant la méme méthode a I’équation (4),
on arrive a la formule .
5184 1°(847 — 15533 at + [4845a*r — 3g375a%*)
(1— at) (1 —gat) (1— 25at)* (1 — fgat)

(e)=

ou, en décomposant en fractions simples,

7 125 15 5121
()= — [ fogb ro24 51>, 2048
AN 1—49t " 1 —25at (1—25acp 1—Qgat
909 27 36291
b ' 64 4ogb
(l—gazf—r (1—9at)  1—at
2175 927 27
128 64 el
G—ap " —arp u—at)‘]’

3.



(36)
et I'on tire de 1a

_ e 72n+1__ 7 52n+1_ 5 37»+4_ 35
,— roat—b—aqn—8§ L_
P 4 “ [ 4ogb +19 1024 +29 2048

J— _9__ né 4 (3“"*‘3 -+ 4_9§> n?

16 128 128

. 3=+ 363

Question 1152

( voir 2° série, t. XIII, p. 400),

Par M. MORET-BLANC.

Deux surfaces gauches S, et S, ont une génératrice
commune A. Déterminer leurs points de contact sur A.
S, restant fixe, on donne a S, un double mouvement
de translation parallélement & A et de rotation autour
de cette droite : quelle sera la position des points de
contact au bout d’un temps donné t?
(Ep. Dewuwr.)

1° Je prends.la droite A pour axe des z, les coordon-
nées étant rectangulaires.

Les équations des plans tangents aux surfaces S, et S,
en un point de la droite A seront

Yy —oadx,

Yy =ax

o et «, étant des fonctions déterminées de 'ordonnée z
du point du contact.

Soient
o = ? (Z)’
o, =19(2).

Pour les points de contact des deux surfaces situées sur
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¢(z) —¥(z)=o,

équation qui fera connaitre ces points.

2° Je suppose, pour fixer les idées, que les deux mou-
vements de translation et de rotation imprimés a la sur-
face S, soient des mouvements uniformes dont les vitesses
sont v et .

Soient z I’ordonnée d’un point de contact des surfaces
au bout du temps z. Ce point, considéré comme appar-
tenant a S,, avait, a l'origine du mouvement, pour or-
donnée z — v, et la trace du plan tangent en ce point
sur le plan xy faisait avec la trace du plan tangent com-
mun au bout du temps ¢ 'angle wz. On a donc

p(z) — Y(z—ot)
I+ ¢(2)Y(z— vt)

Telle est I'équation qui fera connaitre les ordonnées
des points de contact au bout du temps z.

A, on aura

lang wl—

Si les mouvements n'étaient pas uniformes, il faudrait,
dans 'équation précédente, remplacer vt et wt par les
expressions de la trauslation et de la rotation en fonction
du temps.

Question 1153

(voir 2° série, t. XIII, p. 448),

Par M. MORET-BLANC.

Un point pesant est placé au pole d’une spirale loga-
rithmique sans masse ayant avec une droite horizontale
assez d’adhcrence pour y rouler sans glissement sous
laction du poids de son péle. On demande d’étudier :
la loi du mouvement de la spirale en le décomposant
en translation avec le pole et rotation autour de ce pole;
Uenveloppe des diverses spires de la spirale, de sa dé-
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veloppée, de la développée de cette développée et gené-
ralement de la développée d’ordre n; la loi de succes-
ston avec le temps de leurs points de contact avec leurs
enveloppes, le lieu des centres de courbure de chacune
d’elles correspondant & tout instant sur ces développées
successives au point d’appui de la spirale roulante et
leur loi de succession avec le temps.
(Haron pE 1A GOUPILLIERE.)

Soient O la position initiale du péle, M le point ini-
tial de contact, MH l'horizontale sur laquelle roule la
spirale, OH perpendiculaire 4 OM et rencontrant ’hori-
zontale au point H, x I’angle de la spirale, dont 1'équa-
tion polaire est

r = ae",
OH étant I’axe polaire.

Mouvement de translation. — La normale a la tra-
jectoire du pole passant constamment par le point de
contact et faisant avec I’horizontale un angle constant g,
cette trajectoire est une droite perpendiculaire a OM:
c’est OH. Le mouvement du poéle est donc celui d’'un
point pesant sur un plan incliné : ¢’est un mouvement
uniformément accéléré, dont l'accélération est g cosp,
la vitesse est v = gt cosp., et le chemin parcouru est
x=}gt"cosp.

Mouvement de rotation autour du péle. — SoientM’
le point de la spirale qui, au bout du temps t, serale
point de contact de la spirale avec MH, r et 0 ses coor-
données, r, et 0, celles du point M. Au bout du temps ¢,
la spirale aura tourné de I'angle & = MOM' =8,—9;
mais on a

ro=ae™s, r=—ae",
d’ou I'on tire

o=y — 8 = 120,
m r
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Mais, O’ étant la position du pole au bout dn tempst,

r=0M=r,— 00 cotp=r,—mz;

donc
! l T 1 1____5___.¢.
= re—mx m 1, — +mgtcosp

La vitesse de rotation au bout du temps ¢ est

dw gt cosp
i - M ,
dt ry — + mgt* cos g

et ’accélération de rotation

d*o __ gcosp(r, + 3grcosp)
de T (r,— 4 mgticos p )

Enveloppes des spires de la spirale, de sa dévelop-
pée,etc.—On sait que, lorsqu’une courbe roule sur unc
autre, la normale commune 4 I'enveloppe et 4 ’envelop-
pée passe par le point de contact correspondant de la
courbe roulante et de la courbe fixe.

Je rappellerai, en outre, cette propriété de la spirale
logarithmique : si OM et ON sont deux rayons de la spi-
rale, et que, sur un troisiéme rayon OM' comme home
logue de OM, on constraise le triangle OM' N serishlable
au triangle OMN, le point N’ appartiendra b 1a mm

Cela posé, sur OM je construis un segment capable
de 'angle go® +- u; il appartient i 'la tirconférence dé-
crite sur le diamétre' MH ¢t rencontre la spirale en des
points N, P, Q,.... Les tangentes en ces points faisant
Pangle ¢ avec les rayons vecteurs sont perpendiculaires
aux droites MN, MP, MQ,..., et passent par consé-
quent par le point ﬁxe H. Les points M, N, P, Q,...
sont donc les points de contact des spires avec leurs

enveloppes, et ces enveloppes sont des lignes droites
passant par le point H.
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Le point de contact étant en M’, on obtiendra de méme
lesystéme de points M’, N/, P/, Q’,...,0’, homothétique
ausytéme M, N,P,Q,...,0, par rapport au centre H; donc
les mouvements des points de contact des spires avec
leurs enveloppes sont, comme celui du point O, des
mouvements uniformément accélérés, et leurs accéléra-
tions sont entre elles comme les distances simultanées
de ces points au point H, ou comme les sécantes des
angles que leurs trajectoires font avec OH.

On sait que la développée d’une spirale logarithmique
est une spirale qui vient coincider avec la premiéreen la

T l.m

faisant tourner autour du pdle d’'un angle a = ST
m

dans le sens négatif.

Cela posé, du point O comme centre avec le rayon OM,
décrivons une circonférence, et menons les rayons OM,,
OM,, OM;,..., faisant avec OM les angles , 2, 3o,....
Sur 'un quelconque de ces rayons OM,,, décrivons un seg-

’ ™ . .
ment capable de 'angle 5~ #» qui coupe la spirale aux

points n,, Puy Guy.... Si Pon fait tourner ce systéme autour
de O, de I'anglena, de maniére a ramener OM,, sur OM,
les points n,, p,, ¢n,... viendront se placer en N,, P,,
Qns. .. sur la circonférence de diamétre MH, et devien-
dront les points de contact de la n“m développée ayec
son enveloppe; les trajectoires de ces points seront des
lignes droites passant par H. Les systémes de points M,
N.,P,, Qy..., Oet M, N, P, Q,,,..., O’ correspondant
4 deux positions M, M’ du point de contact seront en-
core homothétiques par rapport au point H, et, par suite,
ces points décriront leurs trajectoires d’'un mouvement
uniformément acceléré et arriveront en méme temps au
point H.

Lieu des centres de courbure. — Le centre de cour-
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bure de la spirale relatif au point M esten C a la ren-
contre de la normale en M avec HO prolongée : celui de
la développée relatif au point C s’obtient en construisant
le triangle OCC, semblable 4 OMC; le centre de cour-
bure correspondant de la seconde développée, en con-
struisant OC, C, semblable & OMC, et ainsi de suite.

Les points C, Cy, C,,... sont donc situés sur une spi-
rale logarithmique égale 4 la premiére, de méme pole, les
rayons égaux des deux spirales faisant 'angle «. Au bout
du temps ¢, le systéme M, C, Cy, C,,..., O sera remplacé
par le systtme M/, C/, C, C,,..., O’ homothétique au
premier par rapport au centre H; il en résulte que les
centres de courbure considérés décrivent d’un mouve-
ment uniformément accéléré des trajectoires rectilignes
aboutissant au point H, en restant & chaque instant sur
une spirale logarithmique dont le mouvement est sem-
blable & celui de la premiére.

On a vu que les points de contact des spires de la spi-
rale, de sa développée, de la développée de cette déve-
loppce, et, en général, de la développée d’ordre n avec
leurs enveloppes sont, & chaque instant, sur une circon-
Jérence ayant pour diamétre la droite qui joint le point
de contact de la spirale roulante avec MH au point H.

Question 1158

( voir 2* série, t. XIV, p.g5)*

Par M. MORET-BLANC.

Etant donnéeune masse quelconque dont chaque mo-
lécule atuire suivant une loi qu’on suppose étre repré-
sentée par une simple fonction de la distance au point
atiré, on peut se proposer de trouver toutes les surfaces
Jouissant de cette propriété que les droites suivant les-
quelles sont dirigées les attractions de la masse sur tous
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les points matériels de l’'une quelconque d’entre elles
soient normales & une méme surface. Démontrer que,
pour chacune des surfaces cherchées, il existe une rela-
tion constante f(R,V) = o entre le potentiel de la
masse relatif & chaque point de cette surface et la gran-
deur R de Uattraction de la masse sur ce point. Sila
relation ne contient pas R, elle donne des surfaces de
niveau ; si elle ne contient pas 'V, elle donne ce qu’on
peut appeler des surfaces d’égale attraction.

(F. Dipon.)

Soient S une surface remplissant la condition de
I’énoncé; S, I'une des surfaces auxquelles les directions
de Tattraction sur chaque point de S sont normales;
M (x, y, z) un point quelconque de 8; M, (xy, yy, z,)
le point ou la direction de I’attraction sur M rencontre
S, ;5 MM, =/, valeur positive ou négative suivant que M,
est la direction de 'attraction ou sur son prolongement ;

v

av . d av
= — —_ — =—1 -
X= ¥ e Z = —- les composantes de R paral
léles A trois axes de coordonnées rectangulaires.
Les cosinus des angles de la direction de R avec les

X Y Z N
axes sonl s o5 oo Ceux de la tangente en M, a une

, dr, dy, dz, .
courbe tracée sur S, sont — » —, —. Pour que la di-
! ds, ’ ds, ’ ds, P q

rection de R soit normale a S,, il faut que 'on ait

Xdr, 4+ Ydy, + Zdz, —= o.
Or

iy
I
8
+

~

-

& 0R

I I

Ol <
ot
=N T P

~
.-
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d’cu
. X X
dr, :_—d.z:—{-r{-d1+ Idl—{,

Y Y
— — ld —

Z zZ
. — l ld2-.
d.,__(lz+Rdl+ R

Ajoutaut ces équations multipliées respectivement par

Y Z
il e ayant égard  la relation

R°R’R
)@@=
d’ou
X X Y Y Z Z
+ —d——o,
R R R R R R
il vient
X Y Z
— — — d. dl;
o Rdx—l—Rdr—l—R z 4
d’ou
g Xdz+Ydy+7ds 4V
- R ~ R

La condition nécessaire et suffisante pour que d/ soit
une différentielle exacte est qu'il existe entre R et V unc

relation
S(R,V)=o,

en vertu de laquelle R sera une fonctionde V,R=1+(V),

et I’on aura
dv
l=— | 2 +c.
f?(‘)

f(P\,V):O,

L’équation

ou R et Vsontdes fonctionsde x, y, z, définit une sur-
face S, lieu des points M, telle que les directions des
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attractions de la masse attirante sur chaque point de
cette surface serontnormales 4 une méme surfaceS,. Pour
chaque surface S, il existe une infinité de surfaces S,, se
déduisant toutes de I'une d’elles, en portant sur les nor-
males, a partir de la surface, une longueur constante.

Si f(R,V) ne contient pas R, on en tire, pour V, des
valeurs constantes; dV=Xdx+Ydy+Zdz=o, et R
est normale 4 S, qui est une surface de niveau / = const.

Si f(R,V) ne contient pas V, on en tire pour R des
valeurs constantes. Les surfaces S sont des surfaces d’é-
gale attraction. On a alors

l=C— X .
R

Question 1175

( voir 2* série, t. XIV, p. 288);

Pax M. MORET-BLANC.

Résoudre en nombres entiers et positifs l'équation

=y + 1.

Cette ¢quation est évidemment satisfaite par y =o,
quel que soit .

Pour obtenir des solutions en nombres finis, re-
marquons d'abord que x et y doivent étre peu différents
'un de Tautre, et que leur différence doit étre un
nombre impair.

1° Supposons d’abord x>y, et soit x =y + n.
On devra avoir

(r = ry—yr+i=1,

ou, en divisant par 7,
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Or (1 +;>f est < e" < 3": donc il ne peut surpasser 3".
Sil’on faity =1, ona

n—1, x=—2.

n\? 1
1+—) —2t= —.
2 22

Cette équation est satisfaite par n=r1, dou x=3.
Pour n =3, le premier membre devient négatif, et a
fortiori pour n >3.

On a ainsi les deux solutions

Pour y= 2,

y=i1, x—2,

Yy =2, .2::3,
ctiln’y en a pas d’autres avec x> y.
2° Soit y>> x; posons y =x —+ n,
= — (x + n)* =1,

et, en divisant par x*,

n\* 1
" — I+ =) = —
x x*

x, d’aprés la discussion précédente, ne saurait éire in-

férieur a 3; or, pour x =3, le premier membre de-
. n\? .

vient 3" — <1+ §> » valeur qui, pour n=1, surpasse

déja le second membre, et a fortiori pour n>1, car le

terme positif croit avec n plus rapidement que le terme

négatif. D’ailleurs, pour x>3,

e (1+ §>’>4n— e — 3>,
. 1
tandis que st <r.

Il n’y a donc pas de solution pour y > =, et les seules
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solutions en nombres entiers positifs sont
y=o0, =z arbitraire,
y=1, x=—/2,

ry=2, z=3.

Question 1180

(volr 2° sérle, t. XIV, p. 250);
Par M. MORET-BLANC.

Une pile de boulets & base carrée ne contient un
nombre de boulets égal au carré d’un nombre entier
que lorsqu’elle en contient 24 sur le coté de la base.

(E. Lvcas.)
Il faut que T'on ait
n(r+1)(2r+1)
G =

m7

ou
n(n—+1)(2n—+1)=6m.

Les trois facteurs n, n+1, 27 +1 étant premiers
entre eux, il faut que celui qui est pair soit le sextuple
d’un carré, les deux autres élant des carrés impairs, ou
bien que le nombre pair soit le double d’un carré, les
deux nombres impairs étant 'un un carré, I'autre le triple
d’un carré.

1° Soit n pair: il faut aussi qu’il soit divisible par 3,
sans quoi I'un des deux autres facteurs serait de la forme
3k + 2, incompatible avec celle d’un carré ou d'un
triple carré. On aura donc

n==06¢*, n4+1=p, 2n4+1=r3
ou
)= 6(/’:1,

r—r12¢*=r1.

Les solutions entiéres de ces deux équations s’obtien-
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nent, comme on sait, en développant /6 et \/12 en frac-
tions continues et prenant les termes des réduites cor-
respondant aux quotients complets dont le dénominateur
est égal 2 1. Ce sont, dans les deux cas, les réduites de
rang impair : on obtient ainsi les séries de valeurs

p=1, 5, 49, 485, 4801, 47525,...,
g =o, 2, 20, 198, 1960, 19f02,...,
r=t, 7, 97, 1351, 18217,...,
¢=o0, 2, 28, 390, 9432,....

g devant avoir la méme valeur dans les deux équations,
et ne pouvant étre zéro, on n’a pas d’autre solution com-
mune que
q=2, p=5, r=7,
d’ou
n=24 et m*=4.25.49= fqgoo.

2° Soit n impair : 7 + 1 sera pair etde forme 35+ 2,
sans quoi 'un des nombres n, 21 +1 serait de cette
forme, incompatible avec celle d’un carré ou d’un triple
carré; on aura alors

n=p n+1=2q% 2n+1=237,
d’ou
pr—2q'=—1,
pr—6r—=—a,
en posant 2p = p'.
Les solutions de ces équations sont données par lcs ré~
duites de rang pair dans le développement de /2 et \/6

en fractions continues. On obtient ainsi les séries de
valeurs

p=1, 7, 41, 239, 1393, 8119,...,

g=1, 5, 29, 169, ¢85, 5741,...,
p =12p=2, 22, 218, 1158, 12362,
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d’on
=1, 11, 109, 579, 6181,...,

~

=1, 9, 89, 881, 8j21,....
l.a seule valeur communede p est p =1:
p=1, g=1, r=1, dou rn=1

Donc, en écartant le cas d’un seul boulet, le nombre des
boulets de la pile ne sera un carré que lorsqu’elle en aura
24 sur le coté de la base.

CORRESPONDANCE.

Extrait d’une lettre de M. E. Rouché. — « Dans le
numéro des Annales, qui est relatif au mois de no-
vembre, mais qui n'a pare quhier 6 décembre, je
trouve un article sur la discussion des équations du pre-
micr degré. Je m’empresse de reconnaitre que M. Fon-
tené, dont japprouve particuliérement le mérite, ne
pouvait, quand il vous a remis son travail, avoir eu con-
naissance de celui que j’ai communiqué a I’Académie
sur le méme sujet ; mais je tiens a constater que ma Note,
ayant paru dans les Comptes rendus du 29 novembre,
a é1é publiée avant I'article cité. C’est pourquoi je vous
pric d’insérer ces quelques lignes dans votre prochain
numéro. »

Note de la Rédaction. — La réclamation de M. Rouché est
parfaitement fondée. A I’égard de M. Fontené, nous dirons que
son article nous a été remis au mois de septembre dernier,
que nous l'avons fait composer immédiatement, et que c’est &
notre grand regret qu’il n’a pas paru plus tét. Le travail de
M. Rouché et celui de M. Fontené sont donc bien indépen-
dants I'un de 'autre.
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SUR LA METHODE DE MONGE POUR I’INTEGRATION DES
EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES PARTIELLES DU
SECOND ORDRE;

Par M. LAGUERRE.

La méthode donnée par Monge pour intégrer les
équations linéaires aux différences partielles du second
ordre a é1é complétement élucidée, d’abord par les tra-
vaux d’Ampére et ensuite par ceux de Boole et de Bour;
il me semble néanmoins qu'on peut la présenter avec
plus de netteté et de briéveté qu’on ne le fait d’ordi-
naire.

I.
Sur la représentation de la forme
W=Hr+2Ks+ Lt — M+ N(rr — s}

par le déterminant

T

o 1 s t oM
ATy
a b ¢ d OI/GPEI‘J[J._
xa B 9 0 ‘ILRSH,

1. Soit W =Hr+ 2Ks + Lt — M+ N(rt — s?), ou
ry s, t représentent des variables quelconques; je vais
d’abord montrer que I'on peut toujours représenter la
forme W par le déterminant

1 o r s
0 T L) t
a b ¢ d
o £ v 9

Ann. de Mathémat., af série, t. XV. (Février 1876.)

-~
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et étudier les propriétés de ces diverses représentations.
En développant ce déterminant, on voit qu’il est de la
forme indiquée, et, en identifiant les coefficients des
quantités r, s, t,..., on aura, pour déterminer les in-
connues a, b, ¢, d, «, 3, 7, 9, les cinq équations

(1) M-—=dy—cd,

(2) N—=aP — ba,

3) Loy cf,

" M- da—ad,
5 2K =dp — b3 +ay — ca.

On a maintenant, d’aprés un théoréme connu (¥),
» dap
(by —cB)lad — da) + (ca—ay)(bd —dB;
+ (ap —ba){cd —dy;, = o,
ou encore, cn vertu des relations précédentes,
{ca —ay)(bd — dB) =HL -+ MN;

par suite, si Pon fait, pour abréger, G ==K*—HL — MN,

hy K+ VG ==dp—bd
et
5y K — \/6: ay —ca.

2. Des équations (1), (2), (3), (4), (5) et (5)" il est
facile de déduire un systéme de valeurs des indéterminées
a, b,c,d,....

Remarquons d’abord que, parmi les déterminants mi-
neurs a3 — ba, ay — ca,... qui entrent dans ces équa-
tions, il s’en trouve au moins un qui n’est pas nul,
autrement la forme W s'annulerait identiquement. Sup-

(*) C'est le théoréme de Fontaine; voir Théorie des déterminants, par
Baltzer, p. 26.
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posons, par exemple, que af — ba soitdifférent de zéro:
je mettrai les équations précédentes sous la forme

M=dy—cd, N:aﬁ——-[)a
et

« a_d —c¢ H K— G

l*\

> = —
B 67 =3 v K6 L ‘

La premiére de ces équations étant une conséquence des
autres peut étre négligée; donnons maintenant a a, b,
o et 3 quatre valeurs arbitraires satisfaisant a la relation
5 —ba=N, la derniére relation donnera

d —c 1 H K — \/—6 b —a
N

j— 7

—d N"gR+ye L T —B a

?
(ui déterminera les autres indéterminées d, ¢, 0 et 7.

3. On voit, par ce qui précéde, que I’on peut toujours
représenter W par un déterminant de la forme indiquée.
et, si G n’est pas nul, comme on peut prendre pour /G
deux valeurs, il en résulte que toutes ces représentations
se distribueront en deux groupes, le premier groupe
comprenant les représentations appartenant a la valeur
-+ /G du radical et que je désignerai sous le nom de re-
présentations de premiére espéce, le second groupe com-
prenant les représentations appartenant a la valeur

(*) Y’indique ici, d’une fagon abrégée, que le systéme linéaire du second
membre s’obtient en composant les deux systémes linéaires du premier
membre dans V'ovdre dans lequel ils sont placés. Cette seule relation
tient done lien des relations (3), (4), (5) et (5)"; on en conclut en
particulier que le déterminant du systéme linéaire du second membre
est ¢gal au produit des déterminants des systémes du premier membre;
en d’autres termes, que dy — c¢d = M. Cette relation, qui est une consé-
quence Jes autres, peut donc étre mise de coté.

Foir, a ce sujet, mon Mémoire Sur le calcul des systemes linéaircs
‘Journal de I’ Ecole Polytechnique, XLII¢ Cahier),

4.
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/’_\‘. . . 3 . ;L
—\/G; jeles appellerai représentations de seconde es
pece.

Si G était égal a zéro, il est clair qu’il n’y aurait
qu’une seule espéce de représentations de W.
Pour abréger, sil’'on a
I o r s
O 1 s t

a b ¢ d

« B 9 @6
. . . c , .
je dirai que . | est une représentation de la
g
i

forme W.

4. Tarvonime L. — Soient deux représentations de la

. a b ¢ d a b ¢ d ..
Jorme W, et ., . |»quisoient
a By « B9

de systemes différents ; on a les quatre relations

.\gnc' +bd' —ca' —db' == 0, ay' 4+ b3 —ca'—dBf'=o,
J

2c'+Bd —qa'— b =0, oy’ -+ B — yu' — 0P’ = o.

St G == 0o, les mémes relations ont lieu relativement a
deux représentations quelconques de W.

Démonstration. — Supposons G différent de zéro et
. , . a b ¢ d
soient deux représentations de W, 5 .| et
7 9

a bl .. . .y
Cy g ow | qui soient respectivement de premiére
i+ 7

ct de seconde espéce; d’aprés ce que j'ai démontré ci-
dessus (2), on aura

. _ =
(ZX t‘ c _ H— K—yG
3 —d v K+yG L
et
2 a . 174 —c'_ H K—!—V/E
= ’

’ >\ / ! -
oo =3 K— /G L



ou encore
d -8 __d p H K— VG

el par suite

g bx—3 v —_¢ 7 xa’ b

« a__ d —c__d —&_ o @

Supposons, pour un instant, que
M—=dy—cd=dvg —d

soit différent de zéro; multiplions les deux membres de

7/

’
Yy, a7 N . v
’égalité, & gauche par le systéme o

et & droite par le
systéme g > ilviendra, aprés avoir divisé par M,

c

7
d d

Y& o« a o f
¢ d'>\ﬁ b o b’x ’

relation qui, développée, donne précisément les quatre
relations qu’il s’agissait de démontrer.

La démonstration précédente suppose M différent de
zéro; mais, par un raisonnement connu, on montrera
facilement que la proposition subsiste méme quand
M est nul.

Il est clair que, si G = o, la proposition est vraie rela-
tivement a deux représentations quelconques de W.

IL

Intégration de U'équation aux différences partielles
du second ordre W = o.

5. Supposons maintenant que 7, s, t soient les déri-
vées partielles du second ordre d’une fonction incon-
nue z par rapport aux variables x ety, les coeflicients
de W étant d’ailleurs des fonctions quelconques de x,
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¥, 2. ct des dérivées du premier ordre p et g, et soit a
intégrer I'équation (7) W = o.
Pour rester d’abord dans le cas le plus général, en
supposant G différent de zéro, imaginons que nous ayons
trouvé deux représentations de W par le déterminant

a b ¢ d
«a B v 9
) - . a b
¢t de systémes différents; soient W = 8 s
h '/_

a b o Jd
a’ pl 7/ r)\l

Cela posé, on aura les propositions suivantes :

ces deux représentations.

Tatonimr Il — 8t u == f(v) est une intégrale pre-
micre de l'équation (7) renfermant une fonction arbi-
traire f, chacune des fonctions u et v est une selution
du systéme d’équations simultanées du prenuer ordre

‘a<@>+b<ﬂ>+ fiﬁ)—i—él----—- o
, dx dy dp dg ~ 7
Ty Jde do\ | do . de

[+ {8) 2 (8] w5

ou de ce second .s"ystéme d’équations

—+ b iw) ad e i{(:‘ - d — o =0,
dy ap g

o [ dw s (lw\ 4 r_f? Y @ o
dz dyv/ dp dq

]

<
(
On a posé, pour abréger.,

(do\  dw dw
(_ dz ) " dz v dz

[ do\ e dw
\v) =%~
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Démonstration. — Prenons successivement les déri-
vées, par rapport & x et par rapport a y, de l»quatmn

u=f(v), il viendra

du + du_._sdu__ , dv N dv dv
T r% i (v) o r@+s(—l—q-

(/du>+ du — /(o) [(do>+ dv+tdu]

— 5§ — 5 — — |
\dy dp dy dp dgq

et, puisque u :f(v) est une intégrale premiére de I'équa-
tion W = o, cette derniére doit provenir de I’élimina-

tion de f'(v) entre les deux équations précédentes. On
aura donc (du moins a un facteur constant prés)

| du du+sdu dv do N dv
aw) T ay @) T g gy

du\ du  du d¢->+ o dv ’
ke @ i s 20
dy dp dgq dy dp dq

d’otr, par une transformation facile,

et

1 (] r s I
o o s t
W | e _de (de) (o)
dp dyq dx dy
dv dv (du) <ﬁ>
dp dgq dx dy

ct par suite
du du du du
T dp T dq \dz) \dy

dv dv ( dv dv
| dp  dg \dx dy

est une représentation de W. En vertu du théorémeI, on
voit donc que chacune des fonctions u et v satisfera an
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systéme d’équations (8) ou au systéme (7), suivant que
cette représentation sera de deuxiéme ou de premiére
espéce.

Tutorkme IIl. — Réciproquement, st u et v sont des
solutions du systéme d’équations (8) ou du systéme
(9), u=f(v), oit f désigne une fonction arbitraire,
est une intégrale premiére de Uéquation (7).

Démonstration. — Soit, par exemple, » une solution
quelconque des équations (8)

dw b de | dw+ddm_<o
Na) T°\&) Ty

do , dw dw+8dw_ .
3 th +f '(-/; +/dp ([q——O,

on a en outre les deux relations suivantes, qui ont évi-
demment lieu pour une fonction quelconque de x et

et

dty, " dw dw dw
(@)« G+ ae=o
dw dw dw
(7/;) Tt

Enwe les équations précédentes, éliminons <Z—E>a
dw dw do . .
<(77—>’ e et 2’ il vient
i1 0 r s

V] 1 s

a b ¢ d

« B oy @
ou encore W == o, d’'ou il résulte que » = o est une in-
tégrale de I'équation (7). Si u et v sont deux valeurs
particuli¢res de w, les équations (8) étant linéaires,
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u — f'(v) satisfait également a ces équations, quelle que
soit la fonction f; la proposition est donc démontrée.

Trtorime 1V. — En désignant par u et v deux solu-
tions communes au systéme d’équations (8), et par u’ et
v deux solutions communes au systéme (g), si des équa-
tions u— f(v) = o et ' — ¢(V') = o on tire les valeurs
de p et q en fonction de x,y et z, ces valeurs substi-
tuées dans pdx + qdy rendent cette expression une
différentielle exacte, en sorte que, pour achever l'inté-
gration, il suffit d’intégrer l’équation

dz — pdx + qdy.

Démonstration. — D’aprés ce que j’ai dit plus haut,

) (%)
) (&)

du du
dp dq
dv do

(
T dp  dg (
(
(%)

&
AN

SBGE
=

et

du’ du’ du' du

T dp dg \dz ) <7>
dv' dv' av’
P %) < >

sont deux représentations de W appartenant a des sys-
témes différents.
En vertu du théoréme I, on a donc la relation

du (du' du [du du’ (du du' [du —0
p\az) Tqg\ay) " p \dz) " dg \ay) T ®
qui est la condition d’intégrabilité. Comme d’ailleurs on
peut remplacer dans cette relation u par une solution

quelconque du systéme (8), et &’ par une solution quel-
conque du systéme (9), la proposition est démontrée.
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6. Le cas ou G = o donne lieu aux mémes proposi-

tions, sauf qu'il suffit de considérer une seule représen-
tation de W.

DEMONSTRATION NOUVELLE DU THEOREME DE CORIOLIS ;
Par M. FeLix LUCAS.

Soit AB la trajectoire effective d'un point m d’une
figure invariable animée de deux mouvements superpo-
sés (I'un relatif, autre &’ entrainement), et M la posi-
tion que ce point occupe a I'instant z.

Si le mouvement d’entrainement venait i s’arréter.
m n'obéirait plus qu’au mouvement relatif; il posséde-
rait alors une vitesse MV que nous supposerons connue,
¢t une accélération MW qu'il s’agit de déterminer.

A cet effet, remarquons d’abord que, pendant I'élé-
ment de temps dt, le segment MV éprouve deux accrois-
sements géométriques simultanés, savoir : 1° I’accroisse-
ment VV, = MW >~ dt, occasionné par 'accélération
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apparente dans le mouvement relatif, et 2° 'accroisse-
ment VV, occasionné par la vitesse angulaire d’entraine-
ment MQ; ce second accroissement, évidemment dirigé
suivant 1'axe du moment de M relativement a V, a
pour valeur wysinadt, en désignant par w la vitesse
angulaire d’entrainement M Q, par v la vitesse relative
MYV, et par « I’angle VM Q. Les deux mouvements élé-
mentaires du point V se composent en un seul VV’, qui
représente ’accroissement total du segment MV. Il saffit
de tracer la droite MV’ pour obtenir en grandeur, direc-
tion et sens, la vitesse relative du mobile M a l'instant
t + dt. On a par conséquent

(1) MV — MV = MW.d¢ +~\_7V,;
d’ou

—_——
o e _ 2
(2) MW::M‘/__MX_V_f-

dt dt

Cela posé, soit MC la trajectoirc d’'un mobile fictif p.
qui, occupant a I'instant ¢ la position M, obéirait seule-
ment au mouvement d’entrainement. Au bout de 1'élé-
ment de temps dt, les deux mobiles m et u viendront res-
pectivement occuper les positions N et R; la droite RN
sera paralléele a MV et égale a MV.dt; nous aurons par
conséquent

13

Soit de méme, pour linstant ¢ + dt, ND la trajectoire
d’un nouveau mobile fictif v qui, partant de N, obéirait
seulement au mouvement d’entrainement. Au bout de
I'élément de temps dt, les mobiles m et v viendront res-
pectivement occuper les positions P et S; la droite SP
sera paralléle a MV’ et égale a MV'.dt; nous aurens par



conséquent
(4 MV = — —
Retranchant I'équation (3) de I'équation (4 ), on trouve

NP . < 1o
s vitesse de m & 'instant ¢ -+ dt,

— =i’ vitessede m a I'instant ¢;

NS . e
2’ vitesse de v a 'instant ¢ + d¢,

MR . -
\ — 7 Vitesse depal'instant .

La vitesse du mobile v a l'instant ¢+ dt peut étre
considéréec comme la résultante de deux autres, savoir :
1°la vitessc contemporaine du mobile p (placé en M), et
2° la vitesse infinitésimale du point N due a la vitesse
angulaire d’entrainement RQ'. En négligeant les infini-
ment petits du second ordre, cette seconde composante
est représentée par le segment VV,= wysinadt. On a
par conséquent
. -+ accélération totale du point m,

My’ ;_B_l_‘z —- ¢ — accélération d’cntrainement du point g,
‘ .

(6)

L’équation (2) devient

{ - accélération totale,

— ‘ — accélération d’entrainement,
MW - )

La troisiéme composante, égale en valeur absolue a
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2wv sina, n'est autre chose que I'axe du moment de MQ
relativement & V multiplié par 2 et changé de sens ; on
lui donne le nom d’accélération centrifuge composée.
En derniére analyse : L'accélération apparente d’un
point dans le mouvement relatif est la résultante :
1° de Uaccélération absolue de ce point; 2° de son ac-
célération d’entrainement; 3° de [’accélération cen-

trifuge composée 2wy sina. -

REMARQUE SUR LA NOTE DE M. FLOQUET
RELATIVE A L’INTEGRATION DE L’EQUATION D’EULER (*);
Par M. ESCARY,

Professeur au lycée de Chateauroux.

On sait qu’au point de vue analytique les surfaces du
’ ’ b
second ordre sont des surfaces réglées; car, d'une ma-
niére générale, assujettir une surface de degré m a con-
tenir une droite indéterminée, c’est assujettir la droite a
avoirm-1 points sur la surface: c’est donc imposer aux
coefficients des équations de la surface et de la droite
m -1 conditions. Or la droite la plus générale de I'es-
’ . ’ o . L]

pace dépend de quatre indéterminées; donc exiger qu'une
surface de degré m contienne une droite donnée, c’est
lui imposer m — 3 conditions. D’aprés cela, nous voyons
que, demander 4 une surface du troisiéme degré de con-
tenir une droite donnée, c’est ne 'assujettir a aucune
condition, et que par suite les surfaces du troisiéme
degré renferment une droite réelle ou imaginaire. Quant
aux surfaces du second ordre, on voit qu’il suffirait de
leur imposer une condition de moius, et que, par con-

{*) Nouvelles Annales, 2¢ série, t. X1V, p. 120.
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séquent, elles contiennent une droite réelle cu imagi-
naire d’une infinité de maniéres, ce qui veut dire qu’elles
peuvent étre engendrées par une ligne droite.

Cela étant rappelé, la méthode que M. Floquet vient
de donner pour intégrer I'équation d’Euler, au moyen
des lignes de courbure de I’hyperboloide 4 une nappe et
a axes inégaux, fait immédiatement songer & la possi-
bilité d’atteindre le méme résultat au moyen des lignes
de courbure des deux autres surfaces du second ordre, a
centre ct a axes inégaux. Clest effectivement ce qui
arrive; car, supposant @ >-b ~>c et prenant

< ..
— . —cosu -~isin u,
23 C

—

7 . .
t~sinuw — icosu,
-

/‘
1=
!

: = cosv — isine,

|2

b

2R
Sl

sine -+ icos ¢

aln

pour les deux systémes de génératrices rectilignes de
I'hyperboloide a deux nappes, et

— " —icosu -i-sinu,
a c
A
— =1 Slnu — cosu,
b ¢
xrooz .
—.2=1{cosv——sing,
« c
<
¥ z .
— =~ { SIND ¢ - COSP
b ¢

pour celles de Vellipsoide, un calcul identique a celui
de M. Floquet conduit au méme résultat. Il n’y a que
cette seule différence, a savoir: le carré du module A*
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2

”
ayant pour valeur ——— , dans le cas des deux hyperbo-
+ ¢

loides, est égal 3 a ]ors de Pellipsoide.

On sait que lcs surfaces du second ordre concentri-
ques et homofocales jouissent de la propriété remar-
quable de se couper orthogonalement et suivant leurs
lignes de courbure. On sait aussi que Lamé est arrivé a
édifier une théorie compléte des fonctions elliptiques au
moyen de la considération simultanée de ces mémes sur-
faces; que la variable indépendante introduite par I'il-
lustre géométre, en vue d’assurer a I’équation aux diffé-
rences particlles qu’il veut intégrer les simplifications
analytiques ultérieures qui font le succés de sa méthode,
et qu’il appelle le paramétre thermométrigue de la fa-
mille de surfaces, ne met nullement en évidence, dans
la solution du probléme, I'influence probable des lignes
de courbure déterminées, pour chaque valeur du para-
meétre, par les trois surfaces simultanées. Le procédé de
M. Floquet, au contraire, en conduisant, par la consi-
dération des lignes de courbure de chaque surface prisc
séparément, a I'intégrale algébrique d’Euler, qui est la
formule fondamentale de la théorie des fonctions ellip-
tiques, a l’avantage de signaler cette influence et de faire
acquérir par ld une importance pratique nouvelle au
beau théoréme de Charles Dupin.

QUESTION DE LICENCE; FACULTE DE PARIS (1872);
Par M. MORET-BLANC.

Etant donnés un céne circulaire droit dont ’axe cst
vertical et dirigé de haut en bas, et une poulie lomo-
géne de masse et de rayon connus, située dans un plan
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méridien du cone et tournant autour d’un axe perpen-
diculaire & ce plan, un fil flexible et inextensible est
enroulé sur la poulie; un des brins du fil passe dans
une ouverture infiniment petite, pratiquée au sommel
ducéne, et @ son extrémité est attaché un point pesant
de masse m assujetti & glisser sans frottement sur la
surface du céne; I’autre brin descend librement suivant
la verticale et porte & son extrémité un point pesant de
masse m/. Trouver le mouvement de ce systéme, en sup-
posant que la wvitesse initiale du point m soit horizon-
tale et celle du point m' nulle. On néglige le poids

/luﬁl.

Je suppose que I'on puisse négliger tout enroulement
et tout frottement du fil 4 'ouverture.

Soient « 'angle que 1’axe du cone fait avec les géné-
ratrices, a la vitesse initiale du point m, p et p la masse
ct le rayon de la poulie, et, par suite,  pp® son moment
@’inertie par rapport 4 son axe, w sa vitesse angulaire
de rotation au bout du temps ¢.

Etudions d’abord le mouvement de la poulie. Il faut,
conformément au principe de d’Alembert, exprimer
qu’a chaque instant les forces perdues se font équilibre,
ou bien que les forces appliquées font équilibre aux
forces effectives prises en sens contraire; c’est-a-dire
qu'il faut que la somme des moments de ces forces par
rapport a 'axe soit nulle, ce qui donne I’équation

dw
(mcose —m')gp — (m + m' +— %y)pz—(F: o,

d’out

dw {mcosa — m’)

e m+m g

Le mouvement est donc uniformément accéléré, ct
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I'accélération du point m est

dew (mcosa—m'g ,
- el 1
=g

Pdt T TmAm i

Le point m est soumis a ’action d’une force mg' di-
rigée suivant la génératrice du cdne, positive ou néga-
tive suivant qu’elle tend a augmenter ou a diminuer sa
distance au sommet du céne, et & une force normale
qui le maintient sur la surface conique; ces deux forces
¢tant perpendiculaires a la composante horizontale de la
vitesse, dirigée suivant la tangente au paralléle, cette
composante reste constante et égale i a.

Cela posé, soient O le sommet du cone, A la position
initiale du point m, et M sa position au bout du temps ¢.
Je déterminerai cette position au moyen de deux coor-
données : la distance OM = r du mobile au sommet du
cone, et 'angle 6 que, dans le développement de la sur-
face conique surle plan tangent en A, la génératrice OM
fait avec OA. 76 est la longueur de l'arc de paralléle
conipris entre le mobile et la génératrice OA.

1° Soit g’>>o0;0n a

(1 re=ry+ gt
el

adt adt

df == —— = ——
re, 88
d’ou
L ¢ wadt 2.0t '-g’"\
2) 0= — s = —arc tang |\ ¢ —— ]
o Totz8t g 27,

Si 'on élimine ¢ entre les équations (1) et (2), on ob-
tiendra 1’équation polaire de la transformée de la trajec-
toire dans le développement de la surface conique sur le

A nn. de Mathémat., 2¢ série, t. XV, (Février 1876.) 5
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plan tangent en A. De I’équation (2) on tire

— —
= \/—2-—';-‘-‘ tang <9 V{—;—’—o>;
g 2a*

cette valeur reportée dans I’équation (1) donne

'r r
r==r| 1+ tang’| 0 é’_;’ P
2a? g'r
cos? 9\/
2a?

Cette équation peut aussi étre regardée comme celle
de la trajectoire conique; car, pour chaque valeur de 0,
elle donne 7, c’est-a-dire le paralléle du point correspon-
dant, et 79 qui détermine la position de ce point sur le
paralléle.

La formule (2) montre que 6 reste toujours inférieur

oy ® . [2a*
ala limite -  / —.
2V ¢g'r,
2° Soit g'< 0, posons g = — g”; on aura
(1) r=r,— 38",
adt adt
8- =
r ro— 8"t

o 2r, P
! o a? ~g7 -+
(2’) 0= - 1 —_—
o 7
S T \/2,-0 ;
gu

Si, entre les équations (1’) et (2'), on élimine ¢, on
aura, dans le méme systéme de coordonnées que précé-
4 demment, I'équation de la trajectoire.
De (2') on tire
/8" ra

6,/8-10
2
2r, [ ¢ Voar
= ~;;/—- ———————U_I”. 9
g 0 &7
e V

R |
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et, en substituant dans (1),

i 2

0 -
e V 20t 1
r-—=r I— e —
’ o\/r_' ’
I A

Le mobile m arriverait au sommet du céne au bout du
temps £ = \/—g_'T » aprés une infinité de révolutions, si le

fil, en s’enroulant autour de l'ouverture, ne créait un
frottement qui arréterait bientot le mouvement de la
poulie. Les formules précédentes ne sont donc applica-
bles que pendant un temps assez court.

3°Si g’= o, on aura

roz0,

le mobile m décrira le paralléle du cone passant par sa
position initiale. -

QUESTION DE LICENCE (NOVEMBRE 1874);

Par M. MORET-BLANC.

Etant donné le paraboloide elliptique

évaluer Uaire de la partie de cette surface qui se pro-
jette sur le plan des xy & Uintérieur de Uellipse

L’aire d’une surface est donnée en général par 'intégrale

A= JdoNTT g
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prise entre les limites convenables, dw désignant la pro-
jection sur le plan des xy de I'élément de surface.
Pans le cas actuel, on a

dz x

el, par suile,

VR

Ce facteur est constant pour tous les points qui satisfont

R .. x? 2 y Cqe

ala condition =, 4+ i = coust., ¢ est-a-dire pour tous les
«-

points qui se projettent sur une ellipse homothétique et

concentrique a Pellipse donnée.

Si donc on divise celle-ci en dléments par des ellipses
homothétiques et concentriques infiniment voisines,
Iaive d'un de ces éléments compris entre deux ellipses
consdcutives

a:'.' ;y: .1:2 2
e oe mre et e - ‘?;
at b a, b®

= u 4 du
aura pour mesure wab du, ct I'élément de surface du
paraboloide dont il est la projection sera

mabduyi -+ u.

L’aire demandée aura donc pour valeur
1 e , -
Az . mab [ duyi-c w=2(oy2 —1) mab.
<« O

Note. — La méme question a ¢te resolue par;M, W.-H. Wisselink,
professeur it I'Ecole pour Pinstruction moyenne, ﬂeerenveen (Pays-Bas).
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QUESTION DE LICENCE (NOVEMBRE 1874);
Pan M. MORET-BLANC.

Un mobile m attiré vers un point O par une force
fonction de la distance se meut de maniére qu'il se
trouve sur une spirale logarithmique ayant O pour péle
et tournant autour de ce poiut avec une vitesse angu-
laire constante donnée ; quelle est la loi de la force at-
tractive? Déterminer la nature la plus générale de la
trajectoire qu'un mobile peut décrire sous l'influenc:
d’ure pareille force.

Soit r = ae™ V'équation de la spirale supposée fixe,
® sa vitesse angulaire de rotation ; la position du mobile
au bout du temps t devra satisfaire a I’équation
(1) r==aemb+on
avec la condition

(2) r2dl = cdt,

donnée par le principe des aires, » étant positif ou né-
gatif suivant que le mobile s’éloigne ou s’approche du
pole.

L’accélération suivantle rayon vecteur est égale a I'ex-
cés de la force centrifuge sur attraction rapportée
I'unité de masse; cette attraction est donc exprimée par

Or

dir ¢\ dr ) e L m'e?
T = me-—- — ) —— = mr| e — — s (N AR
de? ri



(70)
par suite,

1-t-m?)e?
F= (——)—— — miwr.
o
Si 'on fait passer I’axe polaire par la position du mo-
bile a I'époque t = o, a sera la valeur initiale de r, et la
composante perpendiculaire au rayon vecteur de la vi-

tesse initiale sera
<d9 ¢
al— ) ==
dt /, a

ce qui permet de déterminer ¢, connaissant cette compo-
sante, et réciproquement

.. . N . d. ..
Si le mobile s’éloigne du pole, 7:— reste positif, ct le
[4

mouvement continue indéfiniment dans le méme sens.
Si le mobile s’approche du pole, » est négatif,

dr c '
—=m| - — wr)‘,
dt r

le mobile continuera a s’approcher du péle tant que I'on
a ¢ dr drr
—_— 0 —
dt ? de

L’attraction ¢t la foree centrifuge se faisant alors
¢équilibre, le mobile restera a la méme distance du péle,

. /e /e
aura r -\ / —- Pourrz== \/ . = 0.
w

w

autour duquel il tournera avec la vitesse w; mais cette
espéce d’'équilibre sera instable, car une 1égére impulsion
tendant a éloigner le mobile du poéle ferait rentrer dans
le premier cas.
Réciproquement, ¢tant donnée la 1S attraction
(1 =t-m? ¢

Fo= o ' — mietr,
rJ

cherchons la trajectoire.
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On a les deux formules, établies par Newton,

. 2

d-
— =z 1.
re P r

La premiére donne

P 1 PR 1 9
vi= 02+ (1 4+ m?)¢? = + mreirt— [(1—'}—m’)cz —; + mretn,
r -

4N

La seconde donne ensuite

d — .

r , 1 me? (- m) & m’m'r2

ey —_—— re-— 1 m*) —

di r ct 2 ez °

ou en posant, pour abréger,
me® | :
(1--m?) = + ——ri— -2 = am*k,

I o

ou

].
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¢t, en intégrant,

oy (o)
o — - (,.:mmG’

1, étant la valeur de u pour 6 == o.
Posons encore

1:-—-A+\/u—-—£ (/x-{— ):_-21:,

on aura

/
w— k —- (u?— 4 ) k- ?—7 — gt
V

cl, par suite,

)
G2 T,

U — . T

0 — k — \/(u’—— A (lZ_f. _w_:) g ¢ (,;’”'0;
c” 2a

d’ot, en ajoutant ces deux équations et divisant par 2.

w?

ka2
(,
- ]‘_*. aei“'"°+ . e_T_'zmb.
4(1
L’équation de la trajectoire la plus générale que lc

mobile puisse décrire sous 'influence de la force donnée
sera donc

1

— =k + Ae™ 4 Be—,

e

Les constantes &, A, B sont déterminées par les con-
. ditions initiales du mouvement, savoir : la distance ini-
tiale du mobile au pole, la grandeur et la direction de la

vilessc initiale.
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QUESTION DE LICENCE (AOUT 1874);
Par M. MORET-BLANC.

On fait tourner une parabole autour de la tangente
au sommet; déterminer, sur la surface de révolution
ainst engendrée, une ligne telle que, en chacun de ses
points, la section normale de la surface qui passe par
la tangente & la courbe ait un rayon de courbure infini.

Solution analytique.
2’ = 2ax

élant 'équation de la parabole génératrice, celle de Ia
surface de révolution sera
z2i— 4(1’(:.7-" “+ yin.
Si l'on pose, pour abréger,
dz dz d?z d*z d*z

= _— == —_— =T, =S, — =t
P dy (AR " dxdy y dy* ’

dz

I'expression générale du rayon de courbure d'une section
normale est, comme on sait,

_ VA A A
= - - —
7c¢0s?a - 25 cosa cosfB +- £ cos’f

ou z et 3 sont les angles que la tangente a la section fait
avec les axes Ox et Oy, de sorte que, dl étant la diflé-
rentielle de I’arc,

dy

dl’

dx
oSt — — COSp =
COsx 2 9 ﬁ

Pour que le rayon de courbure soit infini, il faut qu’on
ait
rdz* -+ 2sdxdy -+ tdy*-- o,
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ou, en remplacant r, s, ¢ par leurs valeurs tirées de
I'équation de la courbe, savoir

fat(oyi— 27 12a'zy fat(2xa* — y*)
T ey §o= — ————— — - ———
2’ 7’ 2’

(1) (22— y¥)dy*— 6zydedy + (2y*— x*) dx* == 0.
Telle est I’équation différentielle de la projection sur le
plan xOy de la courbe cherchée. Cette équation peut

s'écrire
2(xdy — vdx) = (zdx + ydy)

dou
xde +4-ydy = Z=\2(xdy — ydx,
zdr+ydy = owdy — ydx
Ty TN e

et, cn intégrant,
s
(4

e y
i g2 arctang =
v g x

ou, en posant Ji*;_y’ == r, arctang A g,
* x

. \ -y
2’] o cei\’“’,

N

¢ élant une constante, qu’on déterminera par la condi-
tion de faire passer la courbe par un point pris a volonté.

La projection de la courbe passant par un point donné
de la surface se compose donc de deux spirales logarith-
miques égales, tournées en sens contraire, dont I'angle
avec le rayon vecteur a pour tangente L.

V2

On arrive plus rapidement a ce résultat en supposant
que Yon ait amené par une rotation le point considéré
de la surface dans le plan de zx. On a alors, dans I'équa-

tion (1.
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ce qui indique que la tangente a la projection de la
courbe fait avec le rayon vecteur un angle constant, dont

la tangente est égale a == —I:
V2

Dans l'équation (2), on peut regarder ¢ comme une
constante arbitraire, ou bien lui donner une valeur fixe,
et faire tourner la courbe autour du point O. Ainsi toutes
les courbes satisfaisant a la condition énoncée peuvent
étre considérées comme les intersections de la surface de
révolution par un méme cylindre a base de spirale loga-
rithmique, qu’on ferait tourner autour de I'axe Oz, On
peut remarquer que ce cylindre est indépendant du pa-
ramétre de la parabole.

Solution géomctrique.

La tangente a la section normale, dont le rayon de
courbure est infini, est dirigée suivant une asymptote de
I'hyperbole indicatrice.

Soient M un point de la surface par lequel doit passer
la courbe, C et D les points ou la normale en M ren-
contre I’axe de la surface et la directrice de la parabole
méridienne passant par M; les rayons de courbure des
sections normales principales, passant respectivement par
les tangentes au paralléle et a la méridienne sont égaux
4 MC et 2 2MD. Les axes de I'indicatrice dirigés suivant
ces tangentes sont proportionnels aux racines carrées
de ces rayons ou de leurs projections sur le plan d’un
paralléle, ’est-a-dire a7 et 2 y2r 4 p. Si I'on projette
I'indicatrice sur le plan Oy, I'axe dirigé suivant la
tangente au paralléle conserve sa longueur; celui qui
est dirigé suivant la tangente a la parabole est réduit
daus le rapport de la sous-tangente a la tangente a cette



courbe, c'est-a-dire de .

or - VZ’
T n Vars
Or
oy —
V/?'" -y T_!::r:_—: =\/2r;
vVa2r +p

la tangente de¢ Pangle que I'asymptote de la projection
fait avec le rayon vecteur est donc
vro ¥
Var o
La projection de la courbe tracée sur la surface se com-
pose donc de deux spirales logarithmiques, dont Pangle

de la tangente avec le rayon vectcur a pour tangente
1

= Il y a deux spirales, parce qu’il y a deux asym-
V2

l)lOleS.

Vote. — La méme question a été résolue par MM. W.-H. Wissclink
et Gambey.

QUESTION DE LICENCE (NOVEMBRE 1874);
Par M. MORET-BLANC.

Integrer le systéme
dx (l')‘

“([; - lf/(f) —_}’?’(t) 20, _(E -+ .L'?' v_t) —+- _}’./bl L) = 0.

Si l'on ajoute ces équations, multiplides respective-

ment par x ct ), puis par —y et - x, on obtient le
systéme équivalent

dr dy ) e

-7’;”— —+- ‘YJ[_ -+ (J'—~- Vi)t = o,
) de N S PR

£ »d~——vl—1~t~ (&= ") ity == 0,



o
xdx - ydy
oy T f(fdt=o,
rdy — ydxr .
I "e)dt ==
Tyt =+ ¢'{¢) o,

qui s'intégre immédiatement et donne
Vot - 32— ce0,
I == mng[c’ — ?(l‘)J.
x

Si I'on remplace  par z, ces deux intégrales repré-
sentent : la premiére, une famille de surfaces de révolu-
tion autour de I'axe O z, ayant les rayons des paralléles
correspondants proportionnels; la seconde, une famille
de conoides ayant pour axe I'axe O z et pour plan direc-
teur le plan £ Oy . Tous ces conoides s’obtiennent en fai-
sant tourner 'un d’eux d'un angle arbitraire autour
de Oz,

Le systéme des deux équations représente la courbe
d’intersection de I'une quelconque des surfaces de révo-
lution par I'un des conoides.

Note. — La méme question a ¢té résolue par MM. W.-H. Wisselink et
Gambey.

QUESTION DE LICENCE (AOUT 1874);
Par M. MORET-BLANC.

Mouvement d’un point pesant assujetli a rester sur
la surface d’un cylindre droit & axe vertical, et attiré
vers un point fixe par une force proportionnelle & la
distance ; pression sur le cylindre.
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Soient C le centre d’attraction, p? I’attraction a 'unité
de distance, et ale rayon du cylindre.

Je prends I'axe du cylindre pour axe des z, le plan
horizontal passant par C pour plan des xy, et le pro-
longement de CO pour axe des x ou pour axe polaire.

Soient M la position du mobile, m sa projection sur
le plan des xy, et 6 angle que le rayon mO fait avec
Paxe polaire.

Etude du mouvement vertical.—La composante ver-
ticale de la force accélératrice est p*z -+ g, et 'équation
du mouvement vertical est

d*z

dr*

d*z ) g o
ap TP )T

— 2
(w4 g)

ou

dont P'intégrale est

|7

2 -+ = = Asin pt + Bcos pt.

b

®

Soient z, et v, les valeurs initiales de z et de la vi-
tesse verticale. On aura

d’on

v
z == —sinpt + (z.,+ g)cos;ut—— g,
© u? u?

’

0 == 0 COSpl— p (z., -+ g-l> sin pt.
P-
On voit que le mouvement vertical est périodique; la
. ros 27
durée de la période est — -
P.

La vitesse deviendra nulle et changera de signe aux
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époques déterminées par 'équation

Yy

()
123

——

sin pt == .

\/(;:—!—IH (z.,—a— guj’.>-
I
*p (zn+ ;;>
_—-—.————;»—‘ 2.
\/vf,—i—pﬁ <zo+9—2>
I,L

Ces valeurs reportées dans I'expression de z donneront
les hauteurs maxima et minima

/o \2 2 o
z = v/ (‘_n) +<Zo+ 90—2) _25'
* I *

Si la vitesse initiale est nulle, ces hautleurs se rédui-

tang pt —

d’ou

CcoS ut —

sent a
==z,

Etwude du mouvement de la projection horizontale
du mobile. — Soit CO = d la distance du centre d’at-
traction au centre du cercle : les composantes tangen-
ticlle et normale de I'attraction horizontale sont respec-
tivement

pldsin et p?(a + dcosb).
On a donc

d?s
— u’dsin 0;
T sin 0;

d’ou, en multipliant par 2ds = 2ad6 et intégrant,
ds® 2 2 2
=0 h? + 2p*ad(cos 0, — cosb),
o === \Jhl + 2p?ad (cos 8, — cos 6),

h, étant la vitesse horizontale initiale.
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On voit que, pour les mémes valeurs de 6, v reprendra,
sauf le signe, les mémes valeurs; le mouvement sera
donc périodique.

Il'y a plusieurs cas a considérer :

i

1° cos b - -
2 y‘tul

T
/ .

La vitesse conservera loujours le méme signe, et le

mobile tournera indéfiniment autour du cylindre.
l?
o0 Cos Gy + —— ' = g,
2 urad

La vitesse deviendra nulle pour 6 = 2%, ct, l'attrac-
tion horizontale étant alors normale a la surface, le
mobile projection s’arrétera, c’est-a-dire que le mouve-
ment vertical se fera sur la méme génératrice.

30 cos Gy +4- — — < 1.

En désignant par 8, le plus petit angle positif ayant

2
0

o urad

hour cosinus cos Gy — , la vitesse s’annulera et
I

changera de signe pour 0 =10, et==27-—0,; le mou-
vement du point m sera un mouvement oscillatoire.
D’ailleurs, 0, étant <6, 6 arrivera d’abord a la valeur
27 —0,, puis reviendra a la valeur 6, et ainsi de suite
ind¢finiment.

La pression contre le eylindre est égale a 'exceés de la
composante normale sur la force centrifuge

0?
P:r-.y’(a—;—dcosej———,
a

ou

/I'.'

[

P y.:[ll ~-d {3 cos0 — 2c0s9,) | --

a
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Ona
db

v=a - === \hl+ 2p?ad (cosB, — cos0),

d’ou
adb

dt = .
£ Vh? <+ 2p2ad(cosh,— cos §)

Pour connaitre & chaqueinstant la position du point m
sur la circonférence, il faudrait trouver I'intégrale du
second membre; cette intégrale dépend des fonctions
clliptiques et ne peut é&tre obtenue sous forme finie;
mais la formule qui donne ¢ permet de calculer les va-
leurs de v correspondant & des valeurs données de 6. Si
donc ondivise I'arc décrit en intervalles assez petits pour
que la vitesse puisse &étre considérée comme variant
d’'une maniére uniforme, on pourra supposer que
chacun d’cux est décrit avec une vitesse moyenne entre
la vitesse initiale et la vitesse finale correspondant a cet
intervalle, etI'on aura le temps employé a le décrire en
divisant I’espace par cette vitesse moyenne.

On pourra ainsi former un tableau contenant des va-
leurs correspondantes de 6 et det aussi rapprochées
qu'on voudra; d’ou, par interpolation ou bien en con-
struisant une courbe ayant pour coordonnées les va-
leurs correspondantes de 8 et de ¢, on déduira la valeur
de 6 correspondant & une valeur quelconque de et réci-
proquement.

Ann. de Mathémat., 2% sévie, t. XV. (Février 1876.) 6
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QUESTIONS NOUVELLES D'ARITHMETIQUE SUPERIEURE
Prorostrs pan M. Epouarp LUCAS.

1. Déterminer le dernier chiffre du r*" terme dec la
série de Lamé donnée par la loi de récurrence

Upyo == Upy, —+ Uy,
ct les conditions initiales uy=—o0, uy=1.

9. Tormuler les restes obtenus dans la recherche du
plus grand commun diviseur de deux termes donnés de
la série u, ct u, en fonction des rangs p et q.

3. Traiter les mémes questions pour la séric

o, 1, 2, 5, 12, ...,
donnée par la loi de récurrence
Uy == 22Uy, —+ Uy,

ctplus généralement pour les séries récurrentes du pre-
mier genre données par la loi

Uppy == Qg+ buy,

dans laquelle @ et b désignent des nombres premiers
cntre eux.

4. Trouver Pexpression générale du terme de la séric
en supposant u = o, u; =1, quelles que soient les va-
leursde aet b.

v - . ,
5. Si p désigne un nombre premier, et u, Uexpres-
ston
(a+yo )" — (a—vb )™

Ty

o, =z

Vo
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démontrer que u,,, est divisible par p, si b désigne un
non-résidu quadratique de p; et que u,_, est divisible
par p, en exceptant les valeurs de a pour lesquelles
a*— b est divisible par p, si b désigne un résidu qua-
dratique de p.

La premiére partie de ce théoréme est due a Gauss.

6. Résoudre complétement I'équation

x3+y3=9z3

cn nombres entiers. Euler et Legendre n’ont pas donné
toutes les solutions, et généralement celles pour les-
quelles z est pair; ainsi, par exemple,

=919, y=——271, z=438.
7. Résoudre complétement I'équation
x3+y3: 7 23

en nombres entiers. Fermat, qui avait particuli¢rement
étudié cette équation, n’a pas donné les solutions pour
lesquelles z est pair; ainsi

z=n3, y=—19, 3=238,

ce (ui semble indiquer qu’il n’était point en possession
de la méthode générale.

8. Résoudre complétement I'équation
X (1) 4.+ (e +r—1)P=y

pour les valeurs de n égales a 2, 11, 23, 24.

9. Démontrer, sans sc servir de la Table des nombres
premiers, que 2*! — 1 est un nombre premier.

6.
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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE
(ANNEE 1875).
DEUXIEME SESSION.

Compositions du 27 et du 28 aoit 1875.

Plysique et Chimie.

I

Le piston d’une pompe aspirante étant au plus bas de
sa course ct le tuyau d’aspiration plein d’air sous la pres-
sion atmosphérique mesurée par une colonne de mercure
de o™,76, on souléve le piston de o™,34. La longucur
du tuyan d’aspiration depuis le fond de la pompe jus-
(u'au niveau de I’cau étant de 6 métres, on demande de
calculer la hauteur a laquelle parviendra I'eau dans ce
tuyau.

Rayon du tuyau d’aspiration. . .... r=— o,o1
»  ducorpsde pompe........ = 0,04
Densit¢ du mercure............. D =13,592
1I.

Préparation des composés oxygénés de I’azote.
On calculera les densités theéoriques du protoxyde et du
bioxyde d’azote.

Densité de 'azote. . ........... 0,972
» deloxygéne......... . 1,106
Epure.

On donne dans le plan horizontal de projection un
cercle A de 8 centimétres de rayon, et un cercle B de
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4 centimétres de rayon, tangent intérieurement au pre-
mier, en un point tel que la tangente 6 en ce point soit
perpendiculaire a la ligne de terre.

On demande : 1° de trouver 'intersection du tore en-
gendré par la rotation du cercle B autour de la tan-
gente 6 et du cylindre dont le cercle A estla section
droite ; 2° de représenter le tore supposé plein et existant
seul en supprimant la partie comprise dans le cylindre.

On tracera a ’encre rouge les constructions faites pour
trouver un point quelconque de I'intersection du tore et
du cylindre et la tangente en ce point; on expliquera
briévement ces constructions dans une légende placée sur
la feuille méme.

Géométrie analytique.

On donne une circonférence et un point fixe P sur un
de ses diamétres AB; par le point P, on méne a cette cir-
conférence la sécante PCD qui la rencontre en C et en D,
ct, par les quatre points A, B, C, D, on fait passer une
hyperbole équilatére :

1° Trouver I'équation de cette hyperbole;

2° Trouver le lieu du centre de cette hyperbole, quand
la sécante PCD tourne autour du point Pj

3¢ Trouver, dans les mémes conditions, le licu des
points de contact des tangentes menées a cette hyperbole
perpendiculairement a AB;

4° Indiquer, d’aprés ce qui précéde, la construction
géométrique des asymptotes d’une quelconque des hyper-
boles considérées, et appliquer cette construction au cas
ott la sécante PCD passe par 'une des extrémités du dia-
meltre perpendiculaire 4 AB.
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Trigonométrie.
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