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DE QUELQUES NOUVELLES FORMULES DE SOMMATION;
Par M. Epouarp LUCAS.

1. Considérons la série de x quantités
Wiy Uy Ugyeney Upye ooy Uy

¢t formons une table de multiplication en écrivant suc-
cessivement les uns au-dessous des autres les produits
des termes de la série par ceux de la série

Pis V25 Yseeeny €pyeeny Pz

la somme des termes de la table sera égale au produit des
sommes des deux séries que nous désignerons par U,
et V,, ainsi qu’on le voit en faisant I'addition par lignes
ou par colonnes.

D’autre part, en prenant seulement les p premiers
termes de la table qui se trouvent dans la p“™ ligne et
les p—1 premiers de la p®" colonne, on a, pour ex-
pression de leur somme,

W Vp 4 0p Up—1tp0p,
et, par suite, en faisant la somme de ces expressions de

p=14ap=ux, on ala formule

p=x

p=ux
(v) U-‘V*—Z("Pvﬂ "’“"IIUI')_*_Z‘"I' v, = 0.

p=1 p=
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En supposant, par exemple,

on en déduit

p=x

af x
—_— —_— 2] — x+1
Zp(/)+l)[l+(a ')p]_.z'-i—ln ’

p=1

et, en effectuantle quotient de 1+ (a—1)p*parp (p+1),
on a aussi

p=x

I — —1)? 41
ELaP:a_ “a .

plp+1) T4

En particulier, pour 2 = 2 et 2a =1, on a les for-

1 2 s P 2

2327347 R2 MR PR ey i
i_l_+_4_1 5 LI o ok N N
1.22 232 3423 Top(pa)2r (p+1)2

2. Cousidérons une troisiéme série de quantités

Wiy Wiy Wiyo ooy W

pye v o Kry

et placons les unes au-dessus des autres les tables obte-
nues en multipliant tous les termes de la premiére table
successivement par tous les termes de la troisiéme série.
Nous formerons ainsi un cube, sorte de Table de mul-
tiplication a trois entrées, et le compartiment ayant pour
coordonnées p, ¢, r contiendra le produit u, v, w,.

Cela posé, considérons successivement les cubes ayant,
a partir de lorigine 1, 2, 3,..., p unités de coté, el
cherchons la somme des termes qu'il faut ajouter au
(p —1)#" cube pour obtenir le p®. Elle a pour ex-
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pression
(pVp 4+ 0pUp — tp0,) (W —ar, )+ wp, U,V

et, puisque la somme des termes de toute la table est égale
au produit des sommes des trois séries, on a

/ p=x p=x p==x
U,V. W, _2 u,V, W, _2 0y W, U, _Z wp U, V,
p=t p=t p=1
p=x p=x p==x
(2) +2up vp \’V,,—!—Z(:p wp U,,—!—pru, vV,
p=1 p=1 p=t
pe
——-2 ILP(pWP: 0.
p:l

Dans le cas ou les trois séries sont identiques, on a

p:r p:.r p:t
3 2 2 3
U ——3EIIPU +3Eu U,,-—Eu —o.
z P v P
p:l

p=1 p=1

On a, de méme, par une voie analogue, la formule gé-

nérale
I):,l p:»l ]1:.1‘
n n—it 2 ‘ll'—'.’ n —_—
(3) Ur_”'ZuPUp +n,ZuPLP +...+(——l)"2up__\),
p=1 p=1 p=t

dans laquelle ny, n,, n,,... représentent les coefficients
dela puissance n du binéme.

Si 'on fait, dans cette formule, #, =1, on obtient, en
désignant par S,, la somme des m**"** puissances des x
premiers nombres,

Z— Sy + 3 Sp_y —...E=S,.

3. Considérons les trois développements de

r + l)m’ (-2? 4+ ])u‘:_*__ (I-— l)m, ('1.+ I)""‘ (..r__ l)m’
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remplacons-y successivement x par 1, 2, 3,..., x, ct
ajoutons dans chaque cas les x égalités obtenues, nous
trouvons les formules

(z4+1)"—1=m Sp_,+ My Sp_y ...+ 1, S, + Sy,
(4) ¢ (24 1)"— 2™ —1== 2(my Sp—s = M4 Sy +-..),
', (z+1)"+ 2" —1=2(m,Sp— + My Sp_, +...),

qui permettent de calculer S,, lorsque 1'on connait S,,_y,
Si—as S_gye e

La premiére de ces formules nous montre, a I'aide des
valeurs de S, et de S,, que S, est toujours divisible par
le produit x(x +1). En retranchant 2x du premier
membre de la seconde des formules (4), et 25, du se-
cond membre, on voit que le premier membre

flz)=(x+1)— 2%~ 20 —1

s'annule pour x = — I, si m est pair et égal & 223 donc
S.; est divisible par S,. De méme, en faisant passer dans
le premier membre de la méme formule le terme en S,
dans le cas de m impair et égal a 27 + 1, on obtient

o(x) = (& + 1)+ — ¥+ — (2 1) (2 +1) —1,

et, puisque la dérivée de cette expression s’annule aussi
pour x = o0 et x = — 1, on en conclut que S,;, est di-
visible par S} ou Sy. On déduit de ce gqui précéde le théo-
réme suivant :

Trtorime. — La somme des m*" puissances des
x premiers nombres entiers est divisible par la somme
des carrés ou des cubes des m premiers nombres, suivant
que m est pair ou impair (*).

(*) Ce theoréme, que nous completerons plus loin, sc trouve ¢nonce
par M. Prouhet dans la Note VI du Cours d’Anralyse de Sturm, t. I1.

p. 379. T oir aussi le Traité de Calcul diférentiel de M. Bertrand, t. I,
p. 3d2.
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4 On a pour expression générale de 5,

(21_‘_‘)5“ — phtigy l;“ x1'+[21+IJ:B1‘l""+

_ (__ 1)'[2: + I],,- B, 27—+ —
—(—11)[20e +1]uB, 7,

21+ 2

(204 9)8 =22+ = g+ 204 2], B+, .

—(— x)’[zz + 2], Bzt —, .

—(—1)|2: +2],, B, x,

et ’on a aussi
dS;44

ds,,
dr = (20 +1)8,, —— =218, —(—1)B.

dz

Les facteurs numériques B, sont connus sous le nom
de nombres de Bernoulli. Au lieu de les déterminer,
ainsi qu’on le fait habituellement, a I'aide des dévelop-
pements en séries, on peut opérer comme il suit. En re-
marquant que S, =1 pour x =1 et que S,, s’annule

pour x = — <, on obtient les t10is formules suivante :
[t—41=[20+1] B)—[2¢+1),B,+. .—(—1)[2:4+1].B,
s t=[2r+>],B,—[2:+4+2];B. 4 . —(——r)’[zz—i—"],.B,,

©) ;
? 2t =[20+41], B, —[2¢+1,,2'B,+.

—(—1)Tos+1],2"B,.

La substitution de x = 2 dans les valeursde S,, et S,
donne de méme
21+1  21—3

i T 7

B B
:[9z+1],§'—~[91+|]‘;f -+

— () Tert 1ot

2t

21+ 2 20— 2
2 + 4

B, B
=[20+2] = —[2r+2l 5 +
B,

2:(

— 1){or4 2],
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Et d'ailleurs, toutes ces formules se démontrent aisé-
ment par induction, en faisant voir : 1° que si, pour unc
valeur déterminée de x, elles sont vraies pour les sommes
Sy Sty - ., elles sont vérifiées pour S, ; 2° que si, pour
toute valeur déterminée de m, elles sont vraies pour
toutes les valeurs 1, 2, 3,..., x dex, elles sont encore
vérifiées pour cette derniére valeur de x augmentée de
P'unité.

5. En posant, dans la formule (1),

Up=p", ¢p=p"

nous obtenons la formule suivante, dans laquelle il est
important de tenir compte de la parité ou de I'imparité
de met de n,

1 1 m - n
‘ S,S, = < -+ ) Sm—f—u«H -+ —2— B, Spu—i
<

m - x n—41

(7)

my - n my, 4+ n
( : - _L‘—é Bé Sm+n——5 -+ LR}

- "T—" Bz Sm+n—3 -+ b

¢ty pour m =un,

m — 1

S;l p— Szm+| -+ [”’ + l]z B Son—,
- [”’ -+ '}( B.S:u_s + [”1 -+ l]h‘ B, Som—s 4+ .+ )
qui donne, comme cas particuliers (*),
S1=S,,
§1=28, + 18,
$1=18, + 18,

S§=%59+%S7_‘_‘5559

e ese s e s ettty

(*) Voir Nouvelles Annales, 2¢ seric, t. IX, p. 49.
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et inversement

2§, = 28;,

28, = 38! — §I,

28, = {87 — 384+ §7,

28, = 581 — 1]+ 18] — 411,
etil serait facile de trouver la loi générale des coefficients.

L’équation (7) fait voir : 1° en supposant m et n de

méme parité, que S,,,, est algébriquementdivisible par S2,
et que le quotient est une fonction entiére de S;; 2° en
supposant m et n de parité différente, que S,; est algé-
briquement divisible par S,, et que le quotient est encore
une fonction entiére de S;. Ces propriétés permettent de
calculer facilement les sommes S. En désignant par ¢,
et par ¢,, les quotients de S, par 8%, et de S,; par §,,
et faisant successivement n = 1 et n = 2 dans cette foi -
mule, nous obtenons, en posant y = 28, = x(x + 1),

(£ 1)y Gouar = (i 4 2) Grps +[28 + 2], B, g2
—[2i 4+ 2} Bigqa—i+. . . — (—1)*[2{ + 2], B,
11 = 2t+5
2 3
—[2i+2)Bigu +...—(—1)[o¢— 2],B,

Ve +[2f -+ ?],B. G ut2

Ces deux formules donnent successivement, pour i =1,
2, 3, 4. .., les équations suivantes:

q3 =1,

s =3y — 4,

@ =3 =3y + 5

g =3y —3r+tr — 3

o 4 6.3 19,2 10 5
Gu=3)"'— 33>+ 7Y 5
82,3 236 138

Gu=3r — 3y 1Ny —
Gu=1r = 3+ Fr = B+ Ry — joy + 35,
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et
39: =3,
59t =3r—1,
7qs =3y*— 3y +1,
99 =3y'— 62+ "y — 3,
11q,,=3y'—10y*+ 17— 15 y + 5,
13gn =3yt — 15y + f1y — 7+ Ty — 8,

Les coefficients des diverses puissances de y sont al-
ternativement positifs et négatifs, comme cela résulte de
la loi de sommation. On peut trouver aussi la loi des
coefficients, en remarquant que pour y == 20nagq=1.
On observera que ¢,, est divisible par y —1.

A l'aide des formules (2) et (3), on peut encore ex-
primer S,, S, 8, et S;, en fonction linéaire des sommes S,
et généraliser ces résultats. On retrouverait ainsi, comme
cas particuliers, les formules

4S3= 3S,+S,,

1282 =165, — 5S; + S,,

............ ey
qui seraient les deux premiéres d’une série de formules
analogues qui ont été indiquées par M. Ed. Amigues (*).



