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PERMUTATIONS RECTILIGNES DE 24 LETTRES EGALES DEUX
A DEUX, U TROIS LETTRES CONSECUTIVES SONT TOUJOURS
DISTINCTES

(voir méme tome, p. 299);

Par M. VACHETTE,

Conseiller municipal, a Mouy (Oise).

VII. Abaissement d’ordre du nombre N, (r, u, o),
quand u r’est pas nul.

' . 1 )

L’espéce N, (r, u, o) conuentz—’;N,,(r, u, o) tour-
nantes; si I'on commence une tournante par un des u
. " .
intervalles S,, on comptera - N, (r, u, o) permutations.

q

Autour d'un S,, abab, que I'on enléve, il peut se pro-
duire : o

1° Un S, ou un assemblage équivalent de quatre.
lettres

Sfefe Seabab fe
Feof par les formes Jeabab of ;

I'assemblage feef équivaut a unS,, caril n’existe plus
de lettres parzi—ll_es a e et fdans le reste de la permuta-
tion;
2° Un §,
ecabab fe
efe par les formes réciproques rf_(;Z;b e
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3° Un assemblage irrégulier de trois lettres

vef ) - . ¢ abab ef
s par les formes réciproques ofabab e;

See

4° Aucun intervalle nouveau.

Dans le deuxieme et le troisiéme cas, la lettre f ne fait
plus partie d’aucun autre intervalle; car elle appartien-
drait 4 un §; n’ayant point son complémentaire, ce qui
est contraire a ’hypothése v = o.

Pour le premier, le deuxiéme et le quatriéme cas,
on enléve S, et V'on abaisse ainsi 4 l'ordre ¢ — 2 le
nombre de permutations relatives a a et b, ainsi compté,
devra étre multiplié par ¢(g —1); caril ya g(¢g—1)
maniéres de faire un S,avec deux des q lettres distinctes.

Dans le premier cas, on obtient 'espece N,_,(r, u, 0);
un S, est remplacé par un autre. Chacune des tournantes
de cette espéce, commencée par un des u intervalles S,,
fournit 2u permutations a4 l'espéce cherchée, si l'on
place abab au milieu de cet S, dont on alterne ou non

les deux derniéres lettres. La part sera

2U

—_—N,_, »0).
g—) (ryz,0)

Dans le deuxiéme cas, on obtient N, _;(7, u — 1, 1). Le
nombre desS, adiminuéde 1, et ’on a obtenu un nouvel
S, sans son complémentaire. Chacune de ces tournantes,
commencée par cet Sg, fournit deux permutations & I'es-
péce cherchée; car on peut placer abab de deux maniéres
dans cet S,. La part sera S

o
2. ,

rowsliade Ny.'ryu—1,1).

4¢ "/

Dans le quatriéme cas, on obtient N,_, (7, u—1, 0);
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le nombre des S, a diminué de 1. Il reste
29 — 4 — 4r—3(e—1)

lettres, ou isolées, ou initiales d’un des intervalles. Cha-
cune des tournantes commencée par une de ces lettres
fournit2g — 4r — 3 u — 1 permutations a 'espéce cher-
chée, en plagant ab ab devant cette lettre. La part sera

2g—hr—3n—1

N_/) u—1 0)
- D > *
2!\’/'—2)

La somme de ces trois parts, multipliée par ¢ (g —1),
sera

glg —1 , /
—_— N, 2N, _ —
2(7_2}[211 g—a{rsu,0) 42Ny (ru—1,1)

+{2qg—4r—3u— )Ny ,(ryu—1,o0)].

Dans le troisi¢éme cas, celui des figures réciproques
eabab ef, feababe, on enléve e ababe, et 'on abaisse
a l'ordre g—3 ; le nombre des permutations relatives aux
trois lettres @, b, e, ainsi compté, devra étre multiplié

par ¢(q—1)(g— 2), carily a ¢(q —1)(¢—2) maniéres

de former une séquence e ubab e avec trois des ¢ lettres

distinctes. Or on obtient ainsi, dans I'ordre ¢ — 3, des
espéces composées, quant aux intervalles, de la méme
maniére que les permutations d’ordre ¢ — 2, fournies par
une des deux figures du premier cas et par celles du
deuxiéme et du quatriéme cas. La part sera donc, en
changeant ¢ en ¢ — 1 dans la somme précédente, multi-
pliée par g(g —1)(g — 2) au lieu de ¢(g — 1), et en
divisant par 2 le premier terme de la parenthése, car,
eabab eplacé au milieud’un S,, fg fg, ne devra donner

22.
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-que la seule figure fgeababefg, et jamais la figure
gfeababefg,

Z_(:I_z—(_q‘):(q_a):'l_) [#Ng_s(ryu,0) + 2Ny s (r, 0 —1,1)
+(29—4r—3u—3)Ny_y(r, u—1,0)].

Si I’on ajoute les deux sommes, on obtient

1/
2—qN,(r, u,0);

divisant tout par ¢(¢g —1), on a la formule (r, u, o)

/2
=y )
Y
= 3g=32) %) [2uNg_s(rsu,0) + 2Ngo(r, e —1,1)
+(29—4r—3u—1)N,_,(r,u—1,0)]
qg—2
-+ 29 =3 3)[ uNg_s(ry &, 0) + 2Ny_(ryu—1,1)

+ (29 — 4r—3u— 3)N,,(0,z—1,0)]

VIII. Cas particuliers de la formule précédente.
Sil’on y fait » = o, on obtient la formule (o, 4, o)

14

TRV

I
= PRy [2u4N; (0, 4,0) + 2N, (0, u —1,1)

2(¢q
+ (29 —3u—1)Ngu(0,u—1,0]]
—2
-+ 2_‘\(];]——‘—__3) [2qu—3(O, u, 0) -+ 2Nq_3(o, u—1,1)

+ (29 — 32— 3)Ny_;(0,u —1,0)]

Elle en comprend deux autres, pour u =1 et u = 2,
relatives a deux des espéces que forment C, ,; ce sont



( 341)

les formules (o, 1, 0) et (0, 2,0)
I

———— N,(0, 1,0
ag(g—1) 1O

=Cga+ ;1—'_:_"; [Ng—(0,1,0) + Nys(0,0,1)]

—2
+(q—2)Cps o+ ;(I(q—__—g) [Ng—s(0,1,0)+ 2Ny _s(0,0, 1)},

I

DR

1
= p—y [2Nq_,(o, 2,0) + Ny—a(0, 1, 1)

-+ ..q;—7 Ng—:(O, T, 0)]

-+ Z—:——?’ [ g—2(0,2,0) +Ny_s(0, 1, 1)

2 —
+ 72 9N,,__;,(o,x,o)]-

fRemarques. — 1° La formule (o, 1,0) ne peut s’ap-
pliquer qu’a partir de ¢ = 6.

On trouve directement (1V), N, (o, 1,0) = 2.

Il n’y ani Ny (o, 1,0), ni Ny(o, 1, 0); car dansle pre-
mier cas abab euntraine abab cc, et dans le deuxiéme cas
ababcdcd.

Pour Ny (0, 1, 0), il ne faut prendre dans la formule
que le premier terme

5o 4 Ni(0,1,0) =GC;,,=P;, dod N(o0,1,0)=10P;

les autres termes de la formule n’existent point, i ex-
ception du terme N, (0, 1, 0) qui ne peut rien fournir;
car si I'on place e abab e au milieu de cdcd, on obtient

cde ababecd ou e abab e cdcd de espéce Ny(o, 2, o).

Ce résultat se vérifie dxrcclemem, on a la seule variété
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asymétrique abab cdecde ; donc
N:(o,1,0) =1.2.5P;.

2° La formule (o, 2, 0) ne peut aussi s’appliquer qu’a
partir de ¢ = 6. 1l ne peut y avoir de permutations de
cetle espéce qu’a partir de ¢ = 4.

Pour g = 4,1a formule contientle scul terme N, (0,1,0).
Or avec efef on peut placer abab de deux maniéres,
soit avant un e, soit avant un f, pour obtenir deux S,,
tandis qu’en général on ne le place que d’une seule; en
outre, la tournante N, (o, 1, 0) est incompléte et ne con-
tient que deux permutations au lieu de quatre; il faut
donc multiplier par 4 le résuliat que donne la formule;
or elle donne %N, (0, 2, 0) =1N, (0, 1,0) =1}, et’on
prendra N, (o, 2, 0) = 48.2 = 4P, trouvé directement
(IV).

Pour g =5, laformule contientleseul terme N, (0, 1,0).
Or avec efef on peut placer c abab ¢ de deux maniéres
au lieu d'une, et 'autre raison subsiste encore : il faut
multiplier par 4 ; or la formule donne

e Ns(0,2,0) ={N;(0,1,0) =1,

etl’'on prendra N; (0, 2, 0) = 100.6 = 5P;. On le vérifie
directement ; il n’y a qu'une seule variéié, symétrique de
fraction +, abab e cdcd e donc

Ny(0,2,0)=1.2.5P,.1=5P,.
Pour ¢ = 6, on obtient

1
mN‘(O’ 2,0)=12=.2N;/0,2,0) = 2P,,
Jon
Ni(0, 2, 0) =12P,.
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On le vérifie, il ne peut exister que les deux variétés sui-
vantes, symétriques de fraction %,
of | eded
of

abab

of
Je

et
NJ(0,2,0)=2.2.6P;.L=12P,.

IX. Abaissement d’ordre du nombre N,(r, o, 0,);
cas particulier.

. . 1
L’espéce N, (r, 0, 0) contient Py N, (r, 0, 0) tournantes,
et si I’on commence une des tournantes par un des 27in-
r .
tervalles S;, on comptera 7 N,(r, 0, 0) permutations.

Si I'on enléve les extrémes d’un des S, les deux a de
aba, autour de b, il peut se former un S,, un Sy, ou rien:

bebe abacbe

ar les formes réciproques — —3
cheb P proq che aba

dbd par la forme daba d (et dans ce cas il existe un S,
complémentaire de dbd, cbe par exemple).

On multipliera par ¢ le nombre de permutations ainsi
compté relativement a a.

S’il se forme un S,, on al’espéce N, _y (r—1,1,0);le
nombre des couples de S; complémentaires a diminué
de 1, et il s’est formé un S,. Chacune de ces tournantes,
commencée par S,, donne deux permutations a I'espéce
cherchée si I'on entoure de deux a 'une des extrémes de
S,. La part sera

2
— N (r—
Q(Q_I)Lq (r—1,1,0) ou

— Ny (r—ru,1,0).

t

S’il se f S Pespéce N sle S
il se forme un S;, on a Pespéce N,_;(r,0,0);31eS;

enlevé cst remplacé par un autre de méme médiane.
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Chacune de ces tournantes, commencée par un des 27 in-
tervalles Sy, fournit 2 permutations a 'espéce cherchée;
on entoure de deuxa 'une des médianes de ces S;. La part

sera
2r r
——— Ny_(r,0,0) ou — —N, (7,0,0);
g—1\" Oy g—i\T1 0, 0)5
2(¢g —1) g—1
sinon, on a l'espéce N,_,(r—1, o, 1); le nombre des
couples de 259 a diminué de 1, et il s'est formé un S,
distinct. Chaque tournante, commencée par le S, dis-
tinct, fournit une permutation a I’espéce cherchée; on
entoure de deux a la lettre & isolée, semblable a la mé-
diane du S; distinct. La part sera
1 N ( )
— N, (r—1,0,1).
2(g—1; T
SiT'on ajoute les trois parts, et qu’on muliiplie par ¢,
q—1

9

,on a la

on obtient ;rl— N,(r, o, 0); muliipliant par
formule (r, o, 0)

rig —1
J.f’:],‘ 1) N,(r,0,0) =N,_ {r—1,1,0)
+rNy(ry0,0) + { N, (r—1,0,1).

Cette formule, pour r = 1, comprend la formule
. \ b 1 .
(1,0, 0), relative a 'unc des especes qui forment C,

g —1
qz

Ny(1,0,0)=N,_,(0,1,0)
~+ Ng—i(1,0,0) +1Ng_(0, 0, 1).

Elle ne peut s’appliquer 4 ¢ = 3, on a trouvé directe-
ment (1V)
Ny (1,0, 0)=3P;=18.

Or elle donnerait

iN;(5,0,0)=N;(0,1,0)=2, d'ot N,(0,1,0)==9;
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c’est que la tournantede N, (o, 1, 0), ab ab estincompléte
4 deux permutations au lieu de quatre; le résultat de la
formule doit étre multiplié par a.
Pour ¢ = 4, en trouve
<N, (1,0,0) =N;(1,0,0) =3P,
d’ou
N,(1,0,0)=4P, (IV).
X. Calcul direct de N,,(o, o, v), Ns.(0, u, 0) et
Ny, (7, 04 0).
1° Une permutation de I'espéce N, (0, 0, v) peut avoir,
relativement 4 la médiane & de I'un des v intervalles S;,
les quatre formes suivantes :
aba fede bd efe,
ba fedc bd efe a,
af cde bd efe ab
bd cfe aba fcde,

sclon que lintervalle ada est initial, ou coupé aux

extrémes, ou que la deuxiéme lettre & (semblable a la
médiane) commence la permutation. Si 'on suppose
chaque S, condensé en sa médiane, on obtient une B, s,
(voir le premier article, I), car la lettre isolée b, séparée
de la médiane b par deux lettres au moins dans la per-
mutation primitive, en est séparée par une lettre au
moins dans la permutation résultante.

Chacune de ces B, , contient v des 2v lettres distinctes
d’une N,, ; pour reproduire les N,,, il faut entourer 1’'une
des deux lettres d’un des v couples de lettres d’uneB, ,
avec un des ¢ autres couples qui ont été éliminés; on peut
le faire de deux maniéres pour chacun des v — 1 couples
de la B, , qui n’a point sa lettre en téte de la permutation
et de quatre maniéres pour 'autre couple, eu égard aux
quatre formes cxaminées plus haut; ainsi, avec 'unde
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arrangements d’espéce A,,, des v couples qui ferment,
on obtient, pour une des B, ,, 2'*' permutations; pour
tous les arrangements, on en a 2°**A,, ,, et pour toutes
les B, s, on a la formule (2v)

. Np(0, 0, 0) == 2"+ Ay, B, o0
Siyv=a,

Ni(0, 0, 2)=2%A,,,B,, = 2*.4.3.2= 8P,

comme on 'a vérifié (IV).
Siv= 3,
N;(0,0,3) =2%A,3B,,=2.6.5.4.4P, = 64 P,.

2° Soit, pour u =5, une des tournantes del’espéce

N,, (o, u, 0)

? (3 ry o . LI
Il n’y a que cette variété, symétrique de fraction = donc
I
Nou (0,1, 0) = = 4uPs,, etVon a la formule (2u)
u
Now(0, 2, 0) = 4Py,

et,siu=23,
N;(0, 3,0) = 4P;;

3° Soit, pour r = 3, une des tournantes de 'espéce

N;, (7, 0, 0)

Si I'on condense chaque S; en une de ses lettres extrémes,
on obtient :

acdfgi,
unedes permutations de I'espéce As, 5., ou I'un des arran-
gements de 37 lettres distinctes, prises 274 2r.

Pour revenir des A,, ,. aux Ny, il faut doubler cha-
cune des arlettresdistinctes d'une A,, o, et intercaler une
des r autres lettres distinctes entre chacun des binaires
ainsi formés. Ces r lettres, rangées dans un des ordres
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possibles, forment une permutation d’espéce P, : la pre-
miére lettre de cette P, occupant la premiére place va-
cante dans la permutation Ay, ,, binarisée, sa semblable
occupe une des 27 — 1 autres places; la deuxiéme lettre
occupant la premiére place laissée vacante, sa semblable
occupe une des 2r — 3 autres places; la troisiéne lettre
occupant la premiére place laissée vacante, sa semblable
occupe une des 27 — 5 autres places, et ainsi de suite : la
derniére lettre distincte et sa semblable occupent les deux
seules places restées vacantes. Pour chacune des As, s,
on obtient
1.3.5...(2r—1)P Ay sy =1.3.5. .. (27 —1)Py;

mais, comme le premier intervalle qui commence la per-
mutation peut la commencer par I'une de ses trois lettres,
il faut multiplier par 3 le nombre précédent, et 'on a la
formule (37)
Ny (r,0,0)=3.1.3.5...(2r—1)Py,
Pourr=1.......... N;(1,0,0) =3P, (IV),

Pourr—=2.......... Ni(2, 0, 0) =gP,.
XI. Calculs depuis ¢ =5 jusqu'a g = 7.

1° Décomposition des B; 5, on a trouvé By , = 293 P;.

Formule.

Coa e i i C,,,— 068D,
(0y0,1) i N;(o, 0, 1) =100
(0909 2) et it it iieeann. N,(o0, 0,2) = 60
(o, 1,0) (voir VIII)............. Ni(0, 1,0) = 10
(T8 T35 § IS veviens. Nyfo,1,1)= 20
(0,2,0) (voir VIII). ..o oo, Ni(0,2,0)= 5
(1,0,0) v evvvnninn, e e Ni(1,0,0)= 10
(ryo,¢) pourr=1,0=1etg=>5... Ny(1,0,1)= 10
(ryu,0) pourr=1,u-=1¢ctg=>5... N(1,1,0)= 10

On verifie. ... ... 293 P
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2° Décomposition des B 2 ; on a trouvé B; s = 3326 P;.
Formule.

Cpaeereninannnnnn, e ieieeeaas Ce,s= 837 P,
(0,0, 1)0cvn v, e N¢(0,0, 1)=1200
(0,0,2)e vt N,;(o,o 2)= 624
(200)ceeiiniiii e Ng(o,0,3)= 64
(G790 P e Ne(o, 1,0) = 120
(0, Iy I) oo Ny(o, 1, 1)= 168
(o, u,v) pouru=—1,v=a2etg=06. Nyfo,1,2)= 48
(052,0) et iiiiii i, Ni(o,2,0)= 12
(0yuy0) pouru—=—2,r=1etg ="06.. Ny(0,2,1)= 12
(28) e i i e e Ne(0,3,0)= 4
(1505 0) 0 vttt ie s ieeeennns Ne(1,0,0)= 84
(ry0,¢) pourr=ru, ('—“‘Ietq“‘(). Ny(1,0, 1)= 108
(ryu,0) pourr=r1,u=1etq=06... Ng(1,1,0)= 36
(Br) e e N¢(2,0,0)= g
On vérifie. .. ... . 3326P,

3°Décomposition des B; 35 onatrouvé B, 3= 44189 P-.
Formule.

Cpaveerer teneeiiennnninns e C,,,=11863 P,
ST TS O N,(0,0,1)=16198
(0,052)es i e N,(0,0,2)= 8176
(000,3)eecvivineienn. e N;(0,0,3)= 1400
(05150) e v v N;(0,1,0)= 1386
T T3 § N;(0,1,1)== 1764
(0, u,v) pouru =1,v=2etqg=7... Ny(o,1,2)= 672
{0,2,0). .. il et N;(0,2,0)= ¢8
(0,u,0) pouru=-2,v=1etg=71... N;(0,2,1)= 126
(o,u,0) pouru=—=3 etg=7........ N;(0,3,0)= 14
(15050) ¢ cviieiiin it N;(1,0,0)= 938
(r,0,0) pourr=1,¢v=t1etg=7... N;(1,0,1)= 1050
(r,0,0) pourr—r1etv=—2......... N,(1,0,2)= 168
(ryu,0) pourr=r1,u —1etg=r1... Ny(1,1,0)= 168
(ryu,¢) pourr=1,u=1,0=r1etg=7. N;(1,1,1)= 84
(ryu,0) pourr=1,u =2t qg=71... Ni(1,2,0)= 21
(ry0,0) pourr=—2c¢tg=17........ N;(2,0,0)= 63

On vérifie .... 44189P,



