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SOLUTION D'UNE QUESTION DU CONCOURS D’AGREGATION
DE 1872;

Paz M. A. TOURRETTES.

Déterminer une courbe plane, telle que I'ordonnée y
du centre de gravité d’un arc quelconque s, a partir
d’une origine fixe, soit une fonction donnée de la lon-
gueur de Uarc, la densité p en chaque point étant elle-
méme une fonction donnée de l’arc.

Effectuer les calculs et discuter la courbe, en suppo-
sant p=1+s%, y==s*. On pourra examiner, en posant
p=ks", y = hs*, a quelle condition doivent satisfaire
les nombres m et p, pour que l'intégration puisse étre
effectuée.
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Soit y, 'ordonnée du centre de gravité d’un arc de
courbe s = OM, compté i partir de I’'origine des coor-
données, que je suppose sur la courbe.
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Seyds
T T

posons

et il viendra
.y)ff(s)ds:fjf(s)ds

Différentiant les deux membres de 1’équation, il vient

F'(s)ds [ f(s)ds + F(s) f(s)ds = y f(s)ds,
d'ou
Fls) [ fis)ds
. T= T

Telle est I'équation générale des courbes demandées, en
fonction de y et de la longueur de I'arc.
Pour avoir cette équation entre x et y, je pose

+ Fys).

y=sls), dod dy=g'(s)ds,
et, par suite,
(2) z +o=[dsyi—[y's);
en éliminant s entre I'éguation (1) et (2), on aura I'équa-

tion en x et y.
Passons au cas particulier ou

F(s)=s, f(s)=+s

L’équation (1) donne
2s [ Lsds

1§

— 6
_y:%s’, ou bien d.t__\/l Y 4

-+ 52,

y=

et




( 101)
c’est I'équation d’une cycloide, dont le diamétre du cercle
générateur est + et dont I’axe est 'axe des y.

Prenons maintenant le cas ou F(s) = As*, f(s) =ks™.
Substituant dans I'équation (1), il vient
_ phst—t [ ksnds
- ksm

= £ hst
r (_m+1+l)s'

Telle est ’équation entre 'ordonnée et la longueur de
Parc.

Cherchons I'équation différentielle en x et y. On tire
de I'équation précédente

~+ hst,

ou

I
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r ( m =1 >s’

et, en différentiant les deux membres,

1

T -x Ifu—m1\F
— it dy —mh* | H— | ds.
Y ( m+1 > ’

Posons

W (p+m+:>#:)"
m —+-1

dx* ., .
et remplagons ds par sa valeur dy \/1 + 2 il vient,

aprés avoir supprimé dy, qui donne une paralléle a I'axe
des x, laquelle ne répond pas, évidemment, a la ques-

tion,
-ﬁ"‘_x\/ -
d'ou

(3) dx:;[;y (7*")—12] dy :

c'est 'équation diftérentielle cherchée.
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Le second membre est une différentielle binéme ; appli-
quons les caractéres d’intégrabilité. Le premier caractére

donne
1

)

qui doit étre entier ; le deuxiéme caractére donne
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qui doit aussi étre un nombre entier. On voit que m n’y
entre pas. Posons, n étant un entier,

R
2 1—p

= n,
d’ou

(4) p=

n
1
;—i—n

Donnant a n toutes les valeurs entiéres, positives ou né-
gatives, on aura pour p des valeurs qui répondent a des
cas d’'intégrabilité.

La deuxiéme formule donnerait

(8) p=r— -

2n

Si nous faisons, dans I’équation (4), » =—1, on a
¢ =2, cest le cas considéré en premier lieu. Pour
n =1, u=21, et alors I’équation (3) devient
. 1
dr = <2 y— )’) :d]‘
X \4 ?
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la constante étant déterminée par la condition que,
pour y=3i}, x=o.
La formule (5), pour n =1, donne

ol
e

}L ==
par suite

=—(4y » ’df

dont 'intégrale est

[ ¢
.t::é [_7' v4y2—1’— > L (2y -+ \/4)*’— )3)] -+ const.

On détermine la constante par la condition que, pour

2
x =0,y = _; on trouve

2
const, = 2‘ L -)1
2



