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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS
D’ADMISSION A I’ECOLE NORMALE EN 1873.

Etant donnés une ellipse A et un point P dans son
plan, de ce point P on méne des normales a lellipse A
et U'on considére la conique B qui passe par le point P
et les pieds des quatre normales :



( 89 ) .
19 Trouver les coordonnées des centres de cette co-
nique B et celles de ses foyers ;
2° Trouver le lieu C du centre et le lieu D des foyers
de la’conique B, lorsque l'ellipse A warie de maniére
que ses foyers restent fixes ;
3° Trouver le lieu des points d’intersection du lieu D
et de la droite OP, lorsque le point P décrit un cercle

de rayon donné R*, et ayant pour centre le centre O de
Uellipse A.

1° Soit
xl y?

celles du point P. On sait que la conique B a pour équa-
tion
cxy + b*pr —a*ay =o,

et que, I'équation générale d’une conique étant

S(x,y) =Az*+ 2Bzy + Cy*+ 2Dxr +2Ey +F=o,
les coordonnées du centre satisfont aux équations
(1) e =0, 3f)=o,
et celles des foyers aux suivantes :
(2) FL )= S, P=(A—=CQ)f,

(/7)) ) =BL
En appliquantles formules (1), on trouve, pour déter-

miner le centre,

¢y + b*g—=o0, c’xr—ala=o,



.
d’ou lon tire

En appliquant les formules (2), on trouve, pour déter-
miner les foyers,
(e’y + b*B)*— (c*x — a*z)* = o,
(y + b*B) (¢*x — a’x) = ac*(clxy + b*Bx — a’ay),
ou
(y + b*B)— (c*x —a*a)*= o,
(®y + b*B) (¢*z — a’a) + 2a*b*af = o.
Ces équations se décomposent en les deux systémes
sulvants :
(ty + b*B) 4+ (c'z — a*z) = o,
(ety + b*B) (¢’x — a*a) + 2a*b*af =o,
el
(¢y + UB) — (*x — a’a) =0,
(¢ty + b'B) (*xr —a’a) + 2a*b*af —o.

On tire du premier

a*a + ab 2B — b —ab V2ap

By= e 1=
c ¢

z __@a—aby/2af _ — b 4ab \/;ﬁ‘

2 — L" b —_— 2 2

et du second

a*a +aby— 248 — b?B + ab \/—2af

Ly = e Sy = 5 ’
P c

a*a — ab \/-—-2:1[5 -—b’ﬁ-—— ab \/——20@

Ly ———————————— = .

c? c?

2° Pour avoir le lieu C du centre, on élimine a* et 5?
entre les équations

ey + b'p=o0, ctz—a*z=—o0, a*= b2+ c*;



(gr)

il vient
J
équation d’une droite facile & construire.

Pour avoir le lieu D des foyers, on élimine a* et 4%
entre les équations

=1,

x
=+
@

(¢'y + b*B)+(c*z — a*a) =0,
(ty 4+ 6%8) (¢*x — a’x) + 2a*b*af =0, a'=b*+c*;

il vient

(i) i) =)

En éliminant de méme a* et 5* entre les équations
(ey + b*B) — (*x — a*x)= o,
(ey + 8°8) (c*x — a’a)+ 2a?b%ef =0, a*= b+,

il viendrait

=5 (=)= £

équations de coniques faciles a construire.
3° Pour obtenir le dernier lieu, il faut éliminer « et 3
entre les équations

x Y
;=E, o’ + B2 =R,

(£ ()= (g

On tire des deux premiéres
Rz Ry
Q== ————— ﬁ = =————)
=+ Jar+ y? =+ i+ y?
et, en portant dans la derniére, il vient

2(2’+y?) 2R (22 + ') V2*+ y? + Rlzy =o.



(93)

Passons aux coordonnées polaires, on a

4p'== 4Re + R¥sin2w = o,
ou
(2p = R)* = R?(sinw — cosw)?,

ce qui donne les courbes

2p =R (1 + sinw — cosw),

(3)

2p =R (1 — sinw + cosw).

En éliminant « et 3 entre les équations

on trouverait, d’une maniére analogue,

2(22 4y 2R(2® + ) Wa + ' — Rizy = o,
et, en passant aux coordonnées polaires,

2p === R (1 + sinw + cosw),

(4) 2p === R(1— sinw — cosw).

Prenons pour axes les bissectrices des angles des axes
actuels, ce qui revient a changer o en%—}—w, les équa-
tions (3) et (4) deviennent

2p===R (1= /2sinw), 2p===R(12=/2cos0),
etil est aisé d’y reconnaitre quatre lixﬁagons de Pascal.

Ca. B.

Note. — Solution analogue par M. Moret-Blanc.
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