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PERMUTATIONS RECTILIGNES DE 24 LETTRES EGALES DEUX
A DEUX, QUAND DEUX LETTRES CONSECUTIVES SONT TOU-
JOURS DISTINCTES ;

Par M. VACHETTE, & Mouy (Oise).

1. — Préliminaires.

Le nombre total des permutations de 2 ¢ lettres, égales
Py
(P27

Soit B, s le nombre cherchié; les permutations recti-
lignes de cette espéce, désignée par la méme notation
B, s, seront telles que la derniére et la premiére lettre y
seront distinctes.

deux a deux, est T,, =

Les autres espéces, contenant un ou plusieurs binaires
aa, bb,.. ., ou groupes de deux lettres consécutives pa-
reilles, seront désignées par la notation M, (r), s’appli-
quant a la fois a I'espéce et au nombre, r étant le nombre
des binaires. B, pourrait s'écrire M, (0); r variant de
zéro 4 ¢ inclusivement, on a les diverses espéces ici con-
sidérées.

Le nombre ¢ des lettres distinctes est 'ordre de 1es-
péce. On abaisse l’ordre quand le calcul du nombre des
permutations d’une espéce désignée d’un certain ordre
s’obtient par le calcul d'un ou de plusieurs nombres de
permutations d’espéces désignées , mais d'un ordre
moindre. '

On nomme tournante une figure circulaire qui ren-
ferme plusieurs permutations rectilignes différentes, mais
ou l'ordre des lettres consécutives reste le méme. Ainsi
la méme figure circulaire renferme toutes les permuta-
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tions différentes qu’on obtient avec

abbcadd ece,

en changeant de lettre initiale. La tournante est com-
pléte, si elle donne lieu 4 2¢ permutations distinetes;
les espéces M, (r), quand r n’est pas nul, n’offrent que
des tournantes complétes, car il ya au moins deux lettres
consécutives pareilles, ce qui ne permet point aux
lettres d'y occuper deux i deux des positions symé-
triques. Dans U'espéce B, ,, il y a des tournantes incom-
plétes : ainsi
abedeabede,

ot les letires occupent deux & deux des positions symé-
triques, est une tournante incompléte ne contenant que
¢ permutations distinctes.

Le nombre des tournantes complétes de I'espéece M, ()

1
est — M_(r).
M, ()
Le nombre des tournantes de 'espéce B, , est

B2t Py,

29
car P, est le nombre des tournantes incomplétes, a
g permutationsdistinctes, de sortequ’en ajoutant P, aB, ,
on détruit I'effet des tournantes incomplétes dans la sup-
putation de ce nombre.

L’espéce M; (1) est une exception; elle ne présente
qu'une permutation et qu'une tournante aa.

Les variétés d’'une méme espéce d’ordre g dépendent
des ¢ systémes de places occupées par les g systémes de
deux lettres pareilles. En général, une variété comprend
P, tournantes, puisqu’on peut y placer les g lettres dis-
tinctes, dans les ¢ systémes de places, d’'un nombre de
maniéres égal & P, ; mais, dans certaines variétés, une
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permutation peut se diviser en x parties, qui ne changent
pas les g systémes de places, si la permutation com-
mence i 'upe quelconque des x parties; ainsi

aacd bbed
en donne un exemple; les deux parties étant aacd et
bb cd, le nombre des tournantes d’une pareille variéié
1 . .
est — P_; x est un nombre entier plus petit que our
z 1 plus peut que g, p

toutes les espéces M, (r), car chaque partie x doit con-
tenir au moins deux lettres; il est donc diviseur de P, et

1 .
-~ P, est entier.
x
Les variétés a P, tournantes sont asymétriques ; les va-
. . .1
riétés a — P, tournantes sont symétriques de fraction — - -
x 1 x
Si, dans une espéce M, (), on trouve n variétés asymé-
. ' <2z . . I "
triques et 7’ variétés symétriques de fraction —, n” dc
x
.1
fraction —,..., on aura
r

. p l-_”: n” \
r—==2 n-t+—a—+...]
g\ 7% x z" )

Une formule de vérification sera

q
Ti=Bra+ 3 M, (7).

1

II. — Exemples de calcul direct.
-
1° L’espéce M, (¢) n’a qu’une variété symétrique de
. I . . . .
fraction ;7 Puisque les ¢ binaires sont consécutifs,

aabbceeddee;
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donc

‘2‘3& 1=M,(q),
djou .
(9) M,(g)=2P,.

2° Chaque variété de I'espéce M, (¢ — 1) contient
g — 1 binaires, et deux lettres pareilles isolées f, f; il y
a pour ces deux lettres, entre deux binaires consécutifs,
g — 1 places disponibles. Toutes les variétés sont asy-
métriques, si ¢ est pair; en effet, il y a un nombre im-
pair de binaires, et la permutation ne peut se diviser
en parties symétriques, comprenant chacune le méme
nombre de binaires. Pour une place occupée par 'une
des lettres f, la seconde peut en occuper g — 2, ce qui
q—2

2

donne systémes de places, puisque chacun des sys-

s . —2 L
témes est répété deux fois; on a donc 7 - variétés, et

il en résulte
M, (g —1)= g—;:—z 29 P,
d’on
(g—1) My(¢g —1)=¢q(q—2)P,.
Cette formule convient encore au cas ou ¢ est impair.
Sur les ¢ — 2 systémes de places occupées par les lettres

f> ¢ — 3 répondent a des variétés asymétriques et sont
répétés deux fois, ce qui donne, pour le nombre A, des

permutations correspondant a ces 1 variétés,
. »
—3
2q P, =A,

ou
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Le dernier systtme de places répond & une variété
symétrique de fraction 1,

" aafbbecddfecgs,

et I'on a, pour le nombre A, correspondant a cette va-
riété,
A, =29 P,
d’ou
A, —=¢q Pq;
alors

M, (g —1)=¢(¢q—3)P,+gP,=q(g—2)P,

Remarque. — Pour g =1, la formule (¢) est en dé-

faut, car
M, (1)=1.

1. — Abaissement d’ordre de B, .-

es permutations de 'espéce T,,_,) servent a former
Les p tations de I'espéce Ty(,_y) t af

les T;,, en introduisant un nouveau couple de deux
lettres pareilles % dans chacune des T ,_;,. Si 'on sup-
pose les places numérotées depuis 1 jusqu’a 2¢, 'une des
lettres & ayant un de ces numéros, ’autre aura un des

. 3 d 2q (29 —1)
2¢ — I numéros restants, ce qui donne —————— sys-
2

témes de places, puisqu'on peut commencer chaque sys-

téme par I'un ou I’autre de ses deux numéros : ainsi

29(2g—1) Pys _ Py |
2 (B (B

Ce moyen sert a former les B 4; mais a cette forma-
tion ne peuvent concourir que les B,_, 5, les M,_, (1) et
les M,_, (2), parce que I'introduction des deux % ne peut
détruire que deux binaires.
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Une B,_, ; offre 2¢ numéros a chacune des lettres 4;
siI'on en donne un i la premiére, la seconde, ne pouvant
avoir un numéro immédiatement voisin, nen prendra

) —ﬁ—Q systémes de pl:aces. La

que 29 — 3, d’ou
part fournie par les B,,_,,, sera
q(29 — 3)By_,a.

Pour une tournante de I'espéce M,_, (1), on ferme le
binaire avecla premiére %, et]'autre peut occuper 2g—3
places;onobtientainsi 2¢g — 3 tournantesde’espéce cher-

_1 (1) de Pespéce gé-

M,_ (1) : pour avoir la part

chée; commeil y en a LI |

2 (g —1)
29 —3
2(g—1)
fournie en permutations, on multiplie par 24, ce qui
donne

neratrlce, on eén a -

q9 \Zq _ 3) Mq— (‘).

q—1

Pour une tournante d’espéce M,_, (2), il n’y a qu’une
maniére de fermer les binaires; la part en tournantes

I .
est 57 =) M,_, (2), et en permutations
1
— M, .
g—1 1 (2)
On ajoute les trois parts, on multiplie par Z—;-l, et

I'on a la formule

—1
LB == 1) (20 —3) B

+ (29 — 3) Mg (1) -+ Mg, (2).
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IV. — Décomposition des ‘T,,, pourq = 2etq=3.

1° On trouve directement

. | abab
Bia=2 { ba ba
M,(1)=o0
M,(2)=4 aa bb tournante compléte,
1.2.3.4

6 = Taxz = "—22

Dans M, (2), il n’y a qu’une seule variété
aa bb
symétrique de fraction ;; elle donne donc, en permuta-
tions, le nombre 2¢ P, ;==2.2.2. {==4, pour ¢ =2.
2° On irouve
B,,— 24 = 4P, par la formule B,,,,
iR, =2.3B,.+ My(2)=12+ 4==16,
M, (2) =18 =3P, par la formule (¢ — 1),
M,(3) =12 =2P; par la formule (q).

1.2.3.4.5.6

Comme T, = —=

=15Ps, on doit obtenir
M; (1) = 6P; : il n'y a qu'une variété asymétrique

aa be be,
d’ou, en permutations,

M; (1) =6P;.1 = 6P,.
V. — Formule du nombre M,(r), casder=.1 et der== 2.

. . 1 .

1° L’espéce M, (r) contient — M, (r) tournantes; si
29

I'on commence chaque permutation par un des r bi-

. c r .
naires, ‘on évaluera 27 M, (r) permutations.
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Si I'on enléve ce binaire initial, les lettres qui I'en-
tourent sont ou non les mémes, et les deux figures

aabeedccdb, aabeebdccd

donnent deux figures correspondantes, permutations
d’ordre g —1,

beedccdb, beebdced,

appartenant aux espéces respectives
My (r)y, Mg (r—1).

Lasomme des nombres de permutations ainsi comptées,
étant relative 4 une seule des ¢ lettres distinctes (la lettre
a quon en a enlevée), devra étre multipliée par ¢. Or,
dans I’espéce M,_, (r), on ne compte que r des 2 (9 —1)
permutations d’une tournante, celles qui commencent

M,_;(r); dans

. . r
par lasecondelettre d’un binaire, PP
Pespéce M,_, (» — 1), on n’en compte que 29 —r —1,
les 2(¢ —r) qui commencent par une des 2 (¢ —r)
lettres isolées, et les r— 1 qui commencent par l'initiale

M, (r—1). On

. . 29g —r—1
d’un des r — 1 binaires, =2 — "
2(¢—1)
multiplie par ¢ la somme des deux parts, et I'on a la for-
mule, apreés les réductions,

(r) S0, )= (2 — r— 1) Mgms (7 = ) M ()

2° Si l'on y fait r=1 et r = 2, on a les deux for-
mules suivantes, préparées pour le calcul de B, , :

qg—1
(1) 7

M, (1) =2(g — 1) Bg_,s + My (1),

(2) 2,(.?6;;9 M, (2) = (29 — 3) Mo_y (1) - 2 M,_¢ ().
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Pour ¢ = 3, on vérifie M (1) = 6Py ; en effet

gM,(r):4B,,,:8, d'od M, (1) = 36.

VI. — Probléme nouveau résolu # U’aide de la formule
M, (r).

« Trouver le nombre B,,.,, des permutations recti-
lignes de 2¢4’ + r lettres, dont 24’ sont deux & deux pa-
reilles, les r autres étant distinctes entre elles et dis-
tinctes des premiéres, quand deux lettres consécutives ne
sont jamais les mémes. »

Une tournante d’espéce M, (r),

iaa efge hh gi bb fdd cc,

devient une tournante d’espéce B,(,_,., = B,,, pour
q, =q— ry
iaefgehgib fdc,

si l'on y suppose tout binaire aa condensé en une seule
lettre a. Or

29’ +r

29 — 7
kSRR ¥ =T
2(¢'+r)

29

Byr = (7 Myr (7)3
car, sur les 2¢ permutations de 1’ancienne tournante, il
y en a r, celles out un binaire occupe les places extrémes,
quinedonnentrien de plus, pour les permutations bonnes
de la nouvelle espéce, que les 7 permutations ot ce méme
binaire est en téte.

Ces B, sont des tournantes complétes; il ne peut
exister entre les lettres la symétrie qui rend tournantes

incomplétes certaines permutations de I’espéce B, ;.
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VIL. — Applications numériques.

En appliquant les formules, on trouve :

1.2.3.4.5.6.9.8

10395 P,

1° Décompositiondes T, . = o =105P,
B“Q = 3 X P4
M, (1)= 4oP,
M4 (2) = 24 P‘
M,(3)= 8P,
M (4)= 2P,
105 P¢
o N . 6.7.8.9.10 .
2° Décomposition des Ty, ;= P; o =945 Py
Bs’g fomny 293P5
M, (1) = 360P,
M; (2) = 205P,
M;(3) = 7o0P;
M, (4) = 15P,
Ms (5) = 2 P5
945P;
3° Décomposition des
Tas = Taxcs I_Iél—‘) = 945 P..11.6 :lO395Pn :
B, = 3326P,
M;(1)= 3948P,
M;(2) = 21goP,
M;(3)= 740P;
M:(4) = 165P,
M.(5)= 24P,
M, (6) = 2P,
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4° Décomposition des

13.14

sz-) = T2><8

=10395P;.13.7 =135135P; :

B,.= 44189P,
M, (1)= 51170P;
M, (2) = 27888P,
M,(3)= 9380P,
M, (§)= =2135P,

M, (5 )= 336P,
(6) = 35p,
M, ()= 2P,

135135P,



