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THÉORÈMES;
PAR M. L. SANCERY, à Nice.

On sait (voir Nouvelles Annales, 2 e série, t. I,
p. 19, ligne 3) que les bissectrices des angles opposésd'un
quadrilatère complet ABCDEF, tant intérieurs qu'exté-
rieurs, mais pris simultanément : i° de même espèce,
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2° d'espèces différentes, sont les sommets de deux qua-
drilatères complets PQRSTV, HIKLGJ. Cela étant, on
propose de démontrer les théorèmes qui suivent :

I. — Sur chacun des côtés de Vun quelconque des
quadrilatères ABCD, PQRS, HIKL se croisent, et par
quatre groupes différents, deux côtés des deux autres
quadrilatères.

II. — Sur chacune des diagonales de Vun quel-
conque des quadrilatères ABCDEF, PQRSTV, HIKLGJ
se croisent, et par deux groupes différents, deux dia-
gonales appartenant aux deux autres. La diagonale du
premier quadrilatè reest ainsi divisée harmonique ment :
elle l'est aussi parles diagonales restantes des deux autres.
On peut encore dire, si Ton préfère : Buit diagonales
des quadrilatères ABCDEF, PQRSTV, HIKLGJ déter-
minent sur la neuvième une involution de six points,
dans laquelle les extrémités de cette dernière diagonale
sont les points doubles.

III. — Les triangles diagonaux des trois quadrila-
tères sont semblables et homologiques entre eux. Ils
ont pour centre d'homologie le point de rencontre des
hauteurs du triangle diagonal relatif au quadrilatère
donné ABCDEF.

IV. — Les cercles circonscrits aux triangles diago-
naux des quadrilatères dérivés passent par le point
de rencontre des hauteurs du triangle diagonal du pre-
mier quadrilatère.

V. — Les cercles circonscrits aux quadrilatères for-
més par les couples des diagonales des quadrilatères
ABCDEF, PQRSTV d'une part, et ABCDEF, HIKLGJ
de Vautre, qui comprennent des angles égaux entre
eux, forment deux séries de cercles orthogonaux ayant
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pour axes radicaux les droites qui passent par les mi-
lieux des diagonales des deux quadrilatères PQRSTV,
HIKLGJ.

VI. — Le quadrilatère proposé ABCD étant inscrip-
tïble, le quadrilatère PQRS, dont les sommets sont les
points de rencontre des bissectrices des angles opposés
intérieurs ou extérieurs, est également inscriptible.

Les diagonales intérieures de Vun des deux quadrila-
tères ABCD, PQRS sont parallèles aux diagonales de
Vautre, et la troisième diagonale de Vun passe par les
milieux des diagonales de Vautre.

VIL — Le quadrilatère proposé ABCD étant inscrip-
tible et A'B'C'D^A'TOD'' étant les quadrilatères
inscriptïbles obtenus en menant: i° les bissectrices des
quatre angles du quadrilatère ABCD \ 2° les bissectrices
des suppléments de ces angles, le diamètre du cercle O',
circonscrit à A'B'C'D', est égal à la somme des rayons
des cercles A', C', moins la somme des rayons des cercles
B', D', tangents à trois des côtés du quadrilatère
ABCD. (Le point A'est supposé l'intersection des bissec-
trices des angles aigus A et B, A étant plus petit que B.)

Le diamètre du cercle O" circonscrit à A"B"C"D"
est égal à la somme des rayons des quatre cercles A'7,
B", C", D / ; tangents à trois des côtés du quadrilatère.

On a les mêmes relations pour les cercles O^ O2 cir-
conscrits aux quadrilatères At Bt C± D t , A2 B2C2 D8, obte-
nus en menant les bissectrices de deux angles opposés
et les bissectrices des suppléments des deux autres angles.

VIII. — Le centre O du cercle circonscrit à ABCD est
le milieu des distances O'O", C^O*.


