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NOTE RELATIVE AU RAYON DE LA SPHERE
CIRCONSCRITE AU TETRAEDRE, EN VALEUR DES ARETES

( voir 2° série, t. XII, p. 370);

Par M. G. DOSTOR,

Docteur és sciences.

“1. L’expression, sous forme de déterminant, du rayon
de la sphére circonscrite au tétra¢dre, en fonction des six
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arétes de ce tétraédre, peut s’obtenir immédiatement au

moyen de I'équation (I) de la page 371. En effet, cette
équation
4R* a b ¢
a 1 cosy cosp
b cosv 1 cos)
¢ cosp  cOS) 1

donne d’abord

I Ccosy cosp

a b c

1 cosy Cos
4R? | cosy 1 cosk |==— Fl—o.
cosu cosh 1 cosv 1 cos)

f&

S o~ ] ©

cosp cosh 1

$i nous multiplions par les quantités respectives a,
b, ¢ d’abord les trois derniéres colonnes, puis les trois
derniéres lignes du second membre, et que nous remar-
quions que le facteur de 4R*, multiplié par a*4*c* ou
a*b?ct Al est égal a 36 V?, nous voyons que

o a? b2 e
2 2
AV R = — a a ab cosv cacosp. )
,| & abcosy b becosh
¢t cacosp.  beceosk c?

Dans ce déterminant, retranchons la premiére colonne
de chacune des trois suivantes, multiplions ensuite les
trois derniéres lignes par — 2 et divisons la premiére
colonne résultante par — 2, il nous vient

o a? b? c?

a? o 2a*—2abcosy 2a*— 2cacos
576 VIR* = — E

b? 2b>—2abcosy o 92— 2bccos)

¢ 2c*—a2cacosp.  2¢*— 2.bccos) o

Ajoutons actuellement la premiére ligne a chacune des
trois suivantes, et retranchons de méme la premiére co-
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lonne des trois suivantes, nous trouvons que

o a? b2 c?
576 V' R'—— o ° a’+b'—2abcosy c*+a'—2cacosp |
b* a*+b*—oabcosy o b+ c*—2abcos)

| € ¢*+-a*—2cacosp b*+c'—abceos) o

Dans ce déterminant, il nous suffira de remplacer
les éléments b* + c* — abc cosd, ¢* + a* — 2ca cosp,
a®+ b* — 2ab cosv par les carrés des arétes latérales
a', b', ¢', pour avoir I’équation demandée

o a b ¢
2 /2 2
(1) 56VRi=—| T ° ¢

b ¢* o a?

¢t b a*® o |

2. Autre forme de ce déterminant. — Multiplions les
trois derniéres colonnes par les quantités respectives
b*c?, c*a®, a'b?, le déterminant sera multiplié par le
produit b*c?.c?a®.a*b* = a*b*c*, et nous obtiendrons

o a'bc¢t a*bc® a*bic?

a? o a’cicd? a*brb’:
576 @t bic* VIR = —

b b*cc? o b*a*a'?

¢ ¢b*b'* c’ara’? o

divisons ensuite les quatre lignes respectivement par
atbic?, a*, b?, c*; le déterminant sera divisé par le pro-
duit a*b*c*, et il nous viendra aussi

o I I 1
1 o erc? b2p'2
1 ¢ ¢c* o a*a”

1 bbb’ a*a’? o

(I1) 576 VVR* = —
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3. Troisiéme forme de déterminant (I). — Dans ce
dernier déterminant, multiplions les quatre lignes par
les quantités respectives aa’ bb'cc/, ad', b¥, cc'; le déter-
minant setrouve multiplié par le produit a*a'? 5% c*¢’?,
de sorte que nous avons

o aa'bbed ad bbec’ aa’ bb'cd

5 6 2q'2 b2 h2e2 ¢'? V2R? ad’ o aa’clc” aa’ 625"
a*a cic =— )
7 BY b e o bb ava's
4 cc’ b2 cc’ a*a’? o

Divisons ensuite les trois derniéres colonnes respecti-
vement par bb’cc’, cc'aa’, aa’bb’; le déterminant se
trouve divisé par le produit a*a’?b%b"c*c™, et nous
trouvons encore que

’

o aa' bbb ¢

aa’ o ¢ bb’

(1II) 576VIA = —

bb' ¢’ o aa

e bb aa’ o

4. Transformation du déterminant en produit. —
Dans ce dernier déterminant, remplagons la premiére
colonne par la somme des quatre colonnes; le détermi-
nant ne change pas de valeur, et il vient, en divisant la
premiére colonne résultante par aa’ + bb’ + cc/,

o aa' bb' cc’ |

§-6VIR?— aad'+ b +ccd o e bb
7 - aa' +bb'+ccd ¢ o ad
| aa' + bb' +ce' bb' ad’ o

o aa bbb cc

' b

=— (aa’ + bb' + cc') r o ¢ .
1 ¢ o aad

1 bb aa’ o
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Donc le déterminant (III) est divisible par

aa' 3 bb’' +cc'.

Dans le méme déterminant, de la somme des deux
premiéres colonnes retranchons la somme des deux
derniéres ; nous obtenons

aa’ — bb' —cc' aa' bbb o
56 aa’ — bb'—cc’ o e bb
VIR = —
ToV'R bb' + ¢c' —aa’ o o aa
bb' + ¢’ —aa’ bbb aa' o
1 aa’ bb o
1 o ¢ bb
= (bb' + ¢c¢’ — aa')
—1 e’ o aad
—1 bb' ad' o |
par suite, le déterminant est aussi divisible par
bb' + ¢ — aa'.
On verrait de méme qu’il est encore divisible par

e’ 4+ aa' — bb’,
et Pal‘
aa’ + bb' — cc'.

On peut donc écrire
5726 V2R? = (aa’ + bb' + cc') (bb' + ¢’ — aa')
X (cc' +aa’ — bb') (aa' +bb' — cc’) X< q.

Or, dans le déterminant (III), le produit des éléments
situés sur la diagonale de droite a gauche est — c*c’*; il
est aussi — c*¢'* dans le produit des facteurs qui pré-
cédent ¢; donc on a ¢ =1, de sorte que
576 VIR? = (aa' + bb' + cc') (bb' + cc' — aa')

Xie' +aa’ —bb')(aa’ + bb' — cc’).

av) |




