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SOLUTION DE LA QUESTION DE MECANIQUE RATIONNELLE
PROPOSEE AU CONCOURS D’AGREGATION DE 1873;

Par M. V. HIOUX.

Une circonférence*homogéne de masse totale m peut
tourner autour d’un diamétre horizontal AA' comme
charniére. Cette charniére fait corps en son milieu avec
un axe vertical BB autour duguel le systéme tourne avec
une vitesse constante et donnée. Par suite de cette ro-
tation, I’anneau tend & se placer dans un plan hori-
zontal; mais cette tendance est combattue par l'action
de la pesanteur sur une masse additionnelle M fixée a
Uextrémité C du diamétre perpendiculaire a la char-
ni¢re. On propose : 1° de déterminer la position. angu-
laire pour laquelle I’ anneau resterait en repos relatif ;
2° de trouver et de discuter pour unc époque quelconque
Uexpression de la vitesse angulaire de l’anneau autour
de la charniére.

(*) La théorie des engrenages a axes paralléles et a2 axes concourants
de White a été faite pour la premiére fois par Olivier dans deux Mé-
moires rédigés par lui depuis 1816, présentés en 1826 & ’Académie des
Sciences, et insérés ensuite dans le Journal de M. Liouville, t. IV et V,
1839 et 184o.



( 508 )

Soient O le centre de 'anneau, R son rayon et G le
centre de gravité du syst¢tme des deux masses m et M. Le
point G se trouve sur OC 4 une distance / du point O,
telle que I'on ait

ml=M(R—1), dou I= M“T_m
Cette longueur / est indépendante du temps et de la vi-
tesse de rotation w. Si 'on suppose le point G invaria-
blement lié a I'anneau, la question se trouve ramenée a
la suivante :

Un point matériel de masse p.—= M -+ m décrit une
circonférence dont le plan est vertical et qui tourne
uniformément autour de l'axe BB' avec une wvitesse
donnée w : étudier le mouvement de ce point maté-
riel G. ’

Prenons pour axe des z la droite OB (fig. 1) dirigée
dans le sens de la pesanteur, et pour axe des x la direc-

Fig. 1.
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tion OC perpendiculaire a Oz; désignons par 6 I'angle
BOG que fait le rayon OG avec O z a I’époque ¢.
D’aprés le principe de Coriolis, le cercle OG de rayon!
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pourra étre considéré comme immobile si l'on joint a
Paction de la pesanteur sur la masse p les forces fictives
dues a la rotation. La force centrifuge composée agit
perpendiculairement a la vitesse relative dirigée suivant
la tangente au cercle ; I'effet de cette force est donc nul
sur le mouvement du point G qui s’effectue dans la direc-
tion de cette tangente. Nous n’avons donc a tenir compte
que de la force centrifuge pw*/sind et du poids pg
du point G.

Si 'on projette ces deux forces sur la tangente au

. , d's
point G, en remarquant que leur résultante est . —5 ou

d*f v, . s ops .
nl —j’ °na, pour I’équation différentielle du mouve-

ment,
d*9 . .
(1) — = — gsinf + /w?sinf cosh,
.2
en observant que la pesanteur agit de facon a diminuer
Pangle 6, et que la force centrifuge produit 'effet op-~
posé.
1° Le point G sera en repos relatif si I'on a

d*y
el T o,
c’est-a-dire

sin6 (/w?cos6 — g)=o.

Si 'on pose sinf =o, d’ou 6 = 0 ou § ==, on voit
qu’il y a possibilité de repos relatif quand le point G se
trouve sur I’axe O z soit en L, soit en L.

Si I'on pose lw*cosf — g = o0, d’ott cosf = l_g” et si
la valeur de cos@ est admissible, ¢’est-a-dire égale ou infé-
rieure & 1, il pourra y avoir repos relatif pour une valeur
6, de 6 déduite de cette relation.

Soit LOG, = 6, ; si I'on place le point G en G, sans
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vitesse initiale, il y restera en repos relatif, ce qui revient
a dire que le point G décrit sur la sphére de rayon OG-

un paralléle déterminé dont le plan est perpendiculaire
al'axe Oz.

2° Multiplions les deux membres de I'équation (1)
par 2.df, et intégrons par rapport a 6, il vient

v* = 2.glcosb + Pw?sin®f + c.
Pour déterminer la constante, supposons que, pour t=o,

le mobile soit en L, point de repos relatif, avec une vi-
tesse v,. L’équation précédente donne alors, pour 6 =o,

L’expression de la vitesse est, par suite,
(2) ¢"=— Pwicos’d + 2glcosb + Pw?—+ ¢} — 2gl.
Nous sommes ainsi conduit & étudier les variations d’'un

wrindme du second degré en cosf. Cette étude se fait ai-
sément si I'on met I'expression (2) sous la forme

2,2 . 2\2 o \*
(3) 2 — “i_"_vi(_é'__l“’_) — Py <0059 _ _’_> .

w? lw?

Les racines du second membre sont données par la

formule
giVm‘v’o +(g—lm’)2.

cosh —
lw?

On voit que la racine positive doit étre rejetée, et que
la racine négative n’est admissible que si ’on a

02 <4gl ou 2gXa2l

Ainsi la vitesse du mobile G ne s’annulera jamais si la
vitesse v, du point L est supérieure i celle qu’il acquerrait
en tombant le long de Oz d’une hauteur égale a 2.
Silona
vl = 4gl,
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on a
=0 pour cosf=——1, ou 6=m.

Le mobile décrit le demi-cercle LGL, s’arréte en L' et y
demeure indéfiniment en éuqilibre relatif instable.

L’inégalité v} < gl est indépendante de la vitesse
de rotation «. Faisons, dans 'équation (2), w=o et
vi = 4gl, nous obtenons

6
v* = 2gl(1 + cos) = 4 glcos* .

80
de 1%’
et, par suite,

T :.<~ logtang LZ—O>" < \/é.
0

1
T:\/Ex(—logo—i—o) ou T—=wx.

d’ou

et enfin

On peut donc dire que, dans ce cas, ’anneau n’atteindra
jamais une position verticale, mais s'en rapprochera in-
définiment en marchant dans le méme sens.

Discussion du trinéme.

Premiére hypothése : liw’ <t etvi< 4gl.— Le tri-

noéme s’annule pour une valeur ¢ de 6 telle que
g— Vool 4+ (g —lo?)
lo? -

cosf = — h.

Si l'on fait varier § d’'une maniére continue depuis
6 = o jusqu’a § = ¢, la valeur de ¢*, d'abord égale a v},
croit d'une maniére continue, et prend une valeur max:-

mum quand on a cosf = l—%a c’est-a-dire pour 6 =,.
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La valeur de 6 augmentant toujours, celle de ¢* di-
minue et devient nulle pour 6 = . Le point G atteint
une position limite G’ qu’il ne peut dépasser.

Si I'on fait décroitre 0 depuis § = ¢’ jusqu'a 6 = o, la
vitesse v repassera par les mémes valeurs, mais en sens
inverse, et, comme le changement de 6 en —6 n’aliére
pas le trindme, le point G franchira le point L et décrira
un arc GG” symétrique de GG'. Le point G se mouvra
par suite indéfiniment du point G’ au point G”, etinver-
sement. Ainsi, dans ce cas, I’anneau a un mouvement
oscillatoire dont 'amplitude angulaire est égale a 26'.

La vitesse v est deux fois nulle, deux fois maximum,
et deux fois égale a v, en des couples de points corres-
pondants sur les deux arcs GG’ et GG”.

Si I'on suppose v; > 4gl, le trinbme ne s’annule pour

aucune valeur de 6; la valeur de ¢*, maximum pour
6 = 8,, devient minimum pour 6 =7 ou cosf =—1.
L’anneau tourne indéfiniment dans le méme sens autour
de son axe AA’, d’'un mouvement périodique.
Deuxiéme hypothése : -;—Z—‘ =1, vi<4gl. — Dans ce
cas,on af, =o, et le point G, se confond avec le point L.
Le maximam de ¢* esty}; c’est la seule restriction qu’il
faut apporter a I'étude de 'hypothése précédente.

Troisiéme hypothése : e Le point G ne peut

encore étre en repos relatif qu’au point L ou au point L.
Si Von av}<C4gl, le mouvement est oscillatoire, et le
maximum de v* est v;. Si, au contraire, on a v}> 48,
la valeur de ¢* est minimum pour cosf = —1, et ce
minimum est égal a v; — 4g/. On a un mouvement pé-
riodique s’effectuant toujours dans le méme sens.



