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DE LA CONSTRUCTION DD POLYGONE DE U COTÉS,
D'APRÈS M. SCBRŒTER.

(Extrait du Journal de Crelle, t. LVII, i e r cahier, traduit de l'allemand
par un ABONNÉ.)

Si nous désignons les cosinus des arcs
27T 27T o 27T , 27T O 27T

-> 2 j 3 5 4 >•••> O ~

17 I7, I7 I7 I7

respectivement par

Ci f C2 > C 3 , C 4 , . . . , C 8 ,

nous pourrons, en vertu de la formule

2 cos a cos£ =r COS(Ö •+- b) -h cos (a — b)

et des égalités

écrire les huit groupes de relations ci-dessous :

a C C ^ C a - f - C , 2C2C2—C4-f- 1,

2C,C3r=: C4-h C2, 2C2C3 =r C5 -f- C t,

2 C , C 5 = C e - f C4,

2 Ct C6 = C; -f- C6, 2 C2 C« = C8 H- C4>

2 C , C , = C8 -+- C„ 2 C , & = C-H Cs,

2C, Cs = C8 -4- Cl9 2 C , C 8 = C, -h C6 ;



(457)
a C3 C, = C, 4 - C f 2 C4 C, = C* 4 - C3,

2C3C2=:C64-Ct, 2C4C2=C64-C„

2C3C3=:C64- I, 2C4C3=C74-C„

2C3C4= C7 4-Ct, 2C4C4 =

aC4Ce=C,4-C2,
2 C«3 0 7 ^ ^ C»7 4 " {-•< 9 «̂  Ci4 C<7 — Cig 4 * v»s>

2 C«3 C«8 ̂ ^ Cig 4 ~ C»5 j 2 C»4 C«g ̂ —̂ - C»j 4 ~ V14 j

2C5G1 = Ce 4 - C4> 2CeCi = C7 4~ C59

2CsC 2 :^C 7 4- C3) 2CeC2^= C8 4 - C 4 j

2 C15 d 3 — L«8 4 ~ d 2 9 2 dg v>«3 —• ^ 8 4 ~ V"39

2C5Cj = C84- Ci, 2C 6C 4— C 7 4- C2,

2 C6C5 = Cfi 4 - Ci,

2» KJC, \JJ V 5̂ —f— V « 2 9 2 V>6 ̂ 7 -̂*4 "• ^ 11

2 C»5 C«8 Ci4 4 ~ ^-«3 J 2 V«6 Vi8 Vi3 4 ~ \Jt y

2C7C| = C 8 4- C6, 2 C 3 C i = C8 4 - C 7 ,

2 C 7 C 2 = C 8 4 - C 5 , 2C 8 C 2 =:C 7 4 - C 6 ,

2 C 7 C 3 = C 7 4 - C 4 , 2 C 8 C 3 — C 6 4 - C 5 ,

2C7C4r= C64- C3,

2 C7 C5 = C5 4 - C2>

2 C7 C6 = C4 H- C, y 2 Cg C6 = C3 4 - C2 9

Posons

C, 4- C2 -h C3 -h C4 4 - Cs 4- C6 4- C7 -f- C8 = S ;

il est facile de trouver immédiatement la valeur de S.
En effet, si nous ajoutons, membre à membre, les

équations du premier groupe, par exemple, il vient

2C,S=:2S 4-1 — C,,



ou bien

d'où

( 458 )

— 0 = 0,— 1,

o _^

2

Considérons actuellement les huit groupes ci-dessus et
choisissons, dans chacun d'eux, les quatre relations pour
lesquelles la somme des seconds membres est égale à S;
on arrivera ainsi, en ajoutant membre à membre, aux
huit égalités qui suivent :

2C, ( C2 -4- C3 -4- C6 -4- C7 ) = S,

2C 2 (C,-+- C4 -h C5 -4- Ce) = S,

2C 3 (C, H- C4 + C6 -4- C.) = S,

2C4(C5-^-C6H-C7-f-C8)=:S,

2C5(C1-f-C,-hC44-C7) = S ,

2C7(C2-+-C3-+-C4 4-C8) = S ,

\ 2C8(C1-f-C3-f-Cs-+-C7) = S .

Si nous extrayons du tableau préliminaire les quatre
relations

2 C3 C6 = C3 -f- Cs,
2 C5 C7 = Cj -4- C5 9

2 C5 Co = C| -h C6 ,

nous trouverons, en ajoutant membre à membre,

2 (C3C6 -4- C5C7 -h C3C7 -4- C» C«) == S,
ou bien

2(C3-4-C5)(C64-C7)=:S.
Or

C7 = C-+- C,o = 2C2C8,

et, par conséquent,
j C2C4 Cg : : = : S .



D'autre part, nous avons

2C4C8 —C 4 H-C 5 ,

2CaC4 —C 2 H-C 6 ,

et, en ajoutant membre à membre,

(2) 2(C1C24-C4C8-f-C1C8-f-CJC4) = 2(

mais
C-4-C4 = 2CÖC7,

Ca-f- C8 = 2C3C5,
d'où

C7 = S .

Cela posé, extrayons des huit relations (1) les quatre
suivantes, que nous écrirons

2C, (C3•+- C6 4- C7 ) -4- 20,C2 = S, *
2C2 (Cs -h C5 •+• C«) -f- 2C2C4 = S,

2C4 (C5-f- C6-h C7) + 2C4C8 = S,

x 2C8(C3-f-C5-f-C,)-+-2C1C8 = S,

(3)

et joignons-y

(2) 2dC2-f- 2C,C4-f- 2C4C8-f- 2CiC8 = S.

Ajoutons ensuite, membre à membre, les égalités

—0,4-0:,

il viendra

(4) 20,05+2020,-^20,03 H- 2C8C6= S,

Ajoutons également les égalités (3), et remplaçons le
premier membre de (2) par le premier membre (4)5 nous



aurons

-h 2C 8 (C 3 H-C & 4- C,)4- 2 (C,C»4- CC, 4- C^Ca-i- C*C6) = 4S,

ou bien encore

(Ci H- Ci4- C4 + Cs) (C, -f- Q 4- Cs -H C,) = aS = — i .

Posons

et il vient

(5) r+,*;ïij;
x et Xi sont donc les racines de l'équation du second
degré

: - 4 = o.
Nous supposerons que x représente la racine positive,

ej xt la racine négative de cette équation.
Ces racines étant trouvées, posons

( C 2 f C 8 ) r i ï

et il vient
X 4-Ji = 2 (C, 4- C4 4- C2 4- C8) = ar,

yyx = 4 (Ct 4- C4) ( C, 4- C.) = l6C3C5C6C, = 2 S = ~ i ;

y e t Ji sont donc les racines de Téquation du second degré

Nous supposerons quejp représente la racine positive
et jx la racine négative.

Si l'on pose ensuite

2 (C 4 - € , ) = *
nous aurons

« 4 - «i = *if



et l1 équation
7?— xxZ—\ — o

admettra les racines zet zu z étant la racine positive et
Zi la racine négative.

On pourra, en conséquence, déterminer

C, et C4, C3 et C5, C2 et C8, C6 et C,.

En effet,

2(C1H-C4)=4r et

^Ct et 2C4 sont donc les racines de l'équation du second
degré

u7 — yu + z = o.

Les ternies des autres groupes, ci-dessus mentionnés,
se trouveront d'une manière analogue \ car nous avons

2C6-f-2C7 = Z„

2C6.2C7=:jr.

Les huit quantités CM Cs, C8 , . . . , C8 ne dépendent donc
que d'équations du second degré, et, dès lors, la construc-
tion du polygone de dix-sept côtés pourra être effectuée
au moyen de la ligne droite et du cercle.

Nous allons montrer comment on peut n'employer
pour cette construction que le cercle dans lequel il s'agit
d'inscrire le polygone, et comment on peut ramener la
solution du problème à l'intersection de ce cercle avec
certaines droites dont la position est déterminée par les
coefficients des équations du second degré établies ci-
dessus.



La construction en question repose sur le théorème
suivant :

THÉORÈME. — Soit tracé un cercle de rayon i , et, aux
extrémités du diamètre CD, menons les tangentes (C)
et (D) parallèles entre elles. Prenons un point c sur la

tangente (C) etmenons4a transversale cd qui rencontre
le cercle en E et Ei 5 joignons CE et CEj qui rencontrent
la tangente (D) aux points e et et. On aura

A
De -h De?, — — ,

Ce

* X 6x ~~ * ~Cc '

En effet, menons la corde contact Cm des tangentes
issues du point c, ou, en d'autres termes, la polaire du
point c ] elle coupera la transversale cd en fx et les quatre
points c,E,fx et Ei seront harmoniques. Considérons,
d'ailleurs, lefaisceau Ce, CE, Cfx^CEi, il sera coupé par
la tangente (D) aux points e, m, e h le quatrième point
étant à l'infini ; donc le point m est le milieu de eeA, et
l'on aura

De -h D<?,= 2D/?î.

D'ailleurs les deux triangles semblables CDm et COc
donnent

Dm CO _ 2
CD = V7- 5 OU
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et, par conséquent,

A

Ce

D'autre part, si nous menons Ce et Ce!, nous aurons
évidemment

Ce + Ce,= A .

Mais les triangles semblables CD e et CD e donnent

Ce CD
CD De'

ou

c. = 5 = ^ .
De De

On aurait de même

d'où

et, par conséquent,

J

ce qui revient à

DexDtf, ^ 4 — •

Le théorème est donc démontré.
Il résulte de ce théorème que De et De4 sont les ra-

cines d'une équation du second degré, dont les coeffi-
cients sont connus. Ils dépendent, en effet, des deux
segments Ce et Cd, lesquels sont déterminés par la po-
sition de la transversale cd. Ces segments, aussi bien
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que les longueurs De et Det et toutes celles, en un mot,
qui seront portées sur les tangentes parallèles (C) et (D)
sont susceptibles de prendre des signes. Nous compte-
rons, à partir des points C et D, les longueurs positives
de gauche à droite et les longueurs négatives de droite è
gauche. Ces préliminaires établis, la solution du pro-
blème est des plus faciles.

Reprenons les équations

x -f- xt •=. — i ,

xxt = — 4,

et comparons-lies avec

Pour que De et D ^ représentent les valeurs de x et
de Xx-, il suffit de prendre Ce = — 4 e t Dd = -f~4«

Nous mènerons, en conséquence, aux extrémités du
cercle de rayon i , deux tangentes (C) et (D). Nous
prendrons sur la direction négative de la tangente (C)
une longueur Ce égale au double du diamètre et sur la
partie positive de la tangente (D) une longueur égale
Drf. Nous joindrons cd qui coupera le cercle en E et Ei 5
puis nous mènerons CE et CEi rencontrant la tan-
gente (D) en e et e l5 e étant sur la partie positive et et

sur la partie négative de la droite (D).
On aura, d'après cela,

D e = « =2(C,-4-C,^C4 -hC«),

D<?, = x, r̂ 2 (C,4- C* -f- C6 + C,).

Nous avons ensuite
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Pour construire / et j x ^ joignons DE qui rencontre

la tangente (C) en e. Prenons Di = i et joignons ic9

qui, par son intersection avec CD, détermine le pointp4
on a

Df __ T>p __ l

~Cc~~~Cp ~~ X

Menons epd, coupant le cercle en F et Fj ; joignons CE
et CE2 qui, prolongés jusqu'à leur rencontre avec la taa-
gente (D), donnent les points f et / i , le point ƒ étant sur
la partie positive, le point f% sur la partie négative.

Nous aurons, en vertu du théorème, et en tenant
compte des signes,

'Mais les triangles semblables CeD et CeD donnent la
proportion

d'où

et, puisque

noms aurons

CD

4
Ce

£i = _

CD

= De,

np_

D/-H D/2 = De, et Df ^ D/2 = - 1 ;

donc

Menons actuellement DEj rencontrant la tangente (C)
en eA, puis la droite Zip^i qui coupe la circonférence en

Ann, de Machémat., 2e série, t. XIII. (Octobre 1874.) 3o
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F, et F8; en joignant CFt et CF8, on obtiendra sur la
tangente (D) les points fx et fz. Nous aurons, d'après
cela, toujours en ayant égard aux signes,

D/ ,4-D/ 3 =: jL,

Dƒ, X D/3 rrr 4 5 i i •

Mais
Cs, CD ,, , 4
--— =z — ? d où —
CD Det C«,

et
Dfî< __ *
Cs, 4 '

donc
Df{=.z — 2C2-f- 2C8,

D/3 = Z, =2Ce-4-2C 7 .

Il va être facile maintenant de construire les valeurs
formant chacun des groupes

2C, et 2C4 , 2C3 et 2C5, 2C2 et 2C8 , 2CC et 2~C7.

Occupons-nous du premier.
Nous avons

2C, H- 2C4 = D / ,

2C3-Ï- 2C51_ 2C, X 2C4 = D/, .

Portons sur la tangente (C), du côté positif, C0 = 4>
et joignons 6/1 rencontrant le diamètre CD en qi 5 puis
menons DFqui rencontre la tangente (D) en cp, puis en-
core la transversale ynt/i, qui coupe la tangente (D) en
yj et la circonférence en Ht et H4. Joignons CH1? CH4 : ces
droites prolongées coupent la tangente (D) en ht et h^\
DA, et DA4 seront les valeurs de 2C1 et 2C4.

En effet, d'après le théorème,



donc

Pour construire le groupe 2C3 et 2C5, on partira de

3 5 D/t et 2C2-+-2C8 = 2C3X2C5 = D/,.

On joindra, cette fois, le point 0 avec le point f%\ la
ligne Qfi coupe le diamètre CD en qz. On mènera la
droite DF t rencontrant la tangente (C) en cpt1 puis la
transversale (pitjMi qui coupe le cercle en H3 et H5. On
joint CH3 et CHS qui déterminent sur la tangente (D) les
points/z3 et/z5} Dhs etDA8 représentent 2C3 et 2C5 (*).

Pour construire 2C2 et 2C8, on partira de

2C2-f-2C8 = D/2 , et 2Ce-H2C, = 2 C : X 2 C 8 = D/3 .

On joindra 9 avec ƒ3, Qf$ rencontre CD en q$\ D avec
F2, DF2 rencontre la tangente C en y2; cp2 avec y8, cp2y8

coupera la circonférence aux points H2 et H8. On mènera
CH2 et CH8 qui déterminent sur la tangente D les points
ht et h8 5 D^2 e t DA8 seront les valeurs de 2C2 et 2C8.

Enfin, pour construire 2C6 et 2C7, on partira de

2Ce-4- aC7 — D/3 ,

2C4 -4- 2C, = 2C6 X 2C7 = D/ .

On joindra 6 avec/, ôf rencontre CD en q; D avec Fa,
DF2 rencontre la tangente C en cy8 $ CJ>8 avec 9, ij^q cou-
pera la circonférence aux points H6 et H7. On mènera
CH6 et CH7 qui déterminent sur la tangente D les points
h6 et hn\ DA6 et Doseront les valeurs de 2C6 et 2C7.

(*) Le lecteur est prié de faire lui-même la figure pour le cas ci-
dessus, ainsi que pour les deux derniers.

3o.
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Ayant mené les transversales

on mène aussi le diamètre AB perpendiculaire à CD. Les
transversales coupent ce diamètre aux points

Ki, K2, K 3 , . . . , Ke, K7, K8;

OKj, OK2, OK 8 , . . . , OK6, OK7, OK8 représentent les
valeurs respectives de

C i , C 3 , C s f . . • > C 6 , C 7 , C 8 .

Que Ton mène donc, par ces points, des perpendicu-
laires au diamètre AB, ces perpendiculaires rencontre-
ront la circonférence aux points

AIAIG* A2A15, A3A14, A4 A13, A5A12, A 6 A u , A7A l o , AgAg,

qui seront, avec le point A, les sommets du polygone ré-
gulier de dix-sept côtés.


