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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 94

( voir 1™ série, t. IV, p. 260 ),

Par M. H. BROCARD.
Discuter complétement la surface du troisiéme degré
zy*+ Bxy + Cz*+ Dy + Exz 4+ F = o.
(TerQuEM.)

La section de la surface par un plan z=A est une
conique du genre ellipse si A > —4]%, du genre hyper-
. B? . B?
bole si A < e et une parabole si A = ic

Transportons la surface de maniére que le plan des xy
la coupe suivant la parabole en question; son équation
deviendra

B7
<z+4—c> y*+Bay +C2*+ Dy +Ex+F—=o,
et déplacons les axes O x et Oy, de maniére que la para-
bole soit rapportée a son axe et a la tangente a I'extré-
mité. L'équation de la surface se réduira a

z(Rx + T)'+ y*— 2pxr =o.

Sous cette forme, plus commode pour la discussion, on
voit :
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1° Que les plans z =+ y donnent des ellipses, les
plans z = — y des hyperboles; ]a parabole y* = apx est
la limite commune des deux séries de coniques. Le lieu
des centres de ces coniques est I’hyperbole

située dans le plan x = o}
2° Que la section par les plans x = A est une para-
bole, et par les plans y = A une courbe du troisiéme

degré qui admet pour asymptotes les droites x = — T et

greq pour asymp =7R

. . A
z =o0, et qui coupe Ox au point —-
2p

Le plan z = o est asymptotique & la surface.

Celle-ci peut donc étre regardée comme engendrée par
la courbe du troisiéme degré, définie par les deux équa-

tions
2px — A?

r=4 2= RerTy

et qui se déplace en s’appuyant sur les deux paraboles

fixes
z-==0, y'—2pxr=—0

et

Question 900

( voir 2°* série, t. VIII, p. 43);

Par M. B. LAUNOY.

Une ellipse donnée se meut & l'intérieur d’une pa-
rabole fixedonnée, de maniére & toucher cette parabole
en deux points. Trouver le lieu décrit par le centre de
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Uellipse mobile et U'enveloppe de la droite quipasse par

les deux points de contact.
(Davpray.)

Les deux courbes étant doublement tangentes, le pole
de la corde de contact est commun aux deux coniques; il
en est de méme du diamétre conjugué de cette corde.
Soit alors M le péle de la corde de contact dans une des
positions de D’ellipse, O le centre de cette ellipse, et §' le
point de rencontre de MO avec la parabole; la tangente
en §' 4 la parabole sera paralléle a la corde de contact.

Cela étant, je prendrai d’abord pour axe de coordon-
nées SO et S'Y, et, si je désigne par «, la distance §'O,
les équations des deux coniques seront

_y’:zp'.z',
(£ —a)
———{;IT—I"" —b"l';'-——I: 0;

comme ces deux courbes sont doublement tangentes,
on doit pouvoir déterminer k et 1, de maniére que I'é-
quation

soit identique a I’équation

(z —)?=o.

1l faudra alors que I'on ait

1
—b—,;+l —=0
et
a'? = A = L )
kp’—{—a' ct—:-—l

a'ﬂ a’?
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d’'ou

b’ J W Y .
(1) x:)\:u._a__—¢az_ a,

[
et, par suite,

b4(at —a'?) =(2,6"*— p'a’?),
ou

(2) par=b(b"— 2p'a,).

Soit ¢ = ﬁ‘(\); on sait qu'on a

r P . .
P = sy (2p = paramétre de la parabole),
et, comme
TS = SP,
S’'P = 2SP tangg,
d’ou
sing _ cosp 1 .
S'P T aSP = =1
2 + /52" +45p°
alors
2 —2 —
,__ S'P +4SP 2pSP + 4SP
= posny = Po
P =p 3 r >pSP p—+28

Soient donc « et [ les coordonnées du centre de 'el-
lipse par rapport & I’axe de la parabole et & la tangente
au sommet comme axes, on a

o= a,+ SP,

B=S8'P=y2p X<SP; ,
alors

SP —= —f—;’:u—— %y
d’ou
(3) ) Lk &

2p
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et

4 — E:PZ-‘P—W.
(4) p P+P -

De plus, les théorémes d’Apollonius me donnent les
relations

(5)

et comme

[ @+ b =a'+ b,
( a'b'sing = ab,

SP g P

EVIP 45y fpa B T
p

Sinq; =

il vient
/ bIP
(6) *—f—: —ab.
VP +
"Il ne reste plus qu'a éliminer a/, &', p/, ¢, entre les
équations (2), (3), (4), (5) et (6). Je commence par
éliminer a' et &'; pour cela, je pose

Vpi+Br=y, ‘—11—? —=A, a*+ =B
d’ou
g BVFTE _aby _ Ay,

pb T pb T W

La substitution de cette valeur dans les équations (2)
et (5) donne
b — ap'abt— p*A*y*=o,
b — BB+ ATy = o.

L’élimination de & entre ces deux derniéres équations
donnera
(B — 2" ) | AP [P + (B — 2p' )]
J— A’.,![Bﬂ(BI__ zpla‘) — A’,y:]‘
—p"*B[B}(B*— 2p’a,) — B’y’]g =o,
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qui donne d’abord

B*—2p'a;=o.
En égalant a zéro la grande parenthése, on obtient une
seconde équation ; il est facile de voir qu’elle ne convient
pas i la question, car elle donne une courbe qui posséde

des points a I'extérieur de la parabole.
Donc I'équation du lieu est

B*— 2p'a, =o,
ou, en remplagant B?, p’, &, par leurs valeurs,
(7) (P*+ B) (2p2 — B?) = p*(a* + &7).
La courbe est du quatriéme ordre; elle est symétrique
par rapport 2 ’axe de la parabole, et ne rencontre cet
axe qu’en un seul point donné par

, a4+ b?
a =

2p
La courbe ne posséde pas de points &4 gauche de la tan-
gente en o'; elle a des branches infinies sans asymptotes;
ses éléments tendent, comme ceux de la parabole, a de-
venir paralléles a ’axe.
Enveloppe de la corde de contact. — Soit R le point
ou la corde de contact rencontre Ox ; on a

‘b'z_ ! 12
SR — TR — TS — §'Q — SP = “—-——bﬁ’ii—sp,
sp— 2t —pa’ B
- b'? 2p

La corde de contact dont le coefficient angulaire est
tangg, et qui passe par le point R, aura alors pour équa-
tion

@ br—pa?) g
y= tangq[z—— !_—ﬁb"—— —+ ;;]
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Dans cette équation, on connait a,, p/, @, &' : il serait
donc possible d’obtenir’enveloppe de cette droite parla
méthode connue ; mais, comme les calculs seraient trop
compliqués, je vais me contenter de chercher le lieu du
point M. J’aurai ainsi une courbe qui sera, par rapport
a la parabole donnée, la polaire réciproque de la courbe
cherchée ; étant donnée I'une, I'autre s’obtient facile-
ment.

Soient x et y les coordonnées du péle M ; on a,d’apres
une propriété connue de I’ellipse,

0Q <X OM = a’.
Or
blz___ ! 42 ! 02
0Q =08 —8Q ==« —(—al- b/,Pa ):[ibt,zz-7
OM =08 +8M=¢,+SP —zx—=a—ux,
d’ou
pa X .
0Q <X OM = A (¢ —x)=a',
ou
(6) Pla—z)=10"?

Or, d’aprés ’équation (2),
Plza/:: blz(blz_ 2P,al)1
et, a cause de (6),

a?*=(az—zx)(a —z—2a);
donc

'+ b =(a —z)(a —x — 20,) + p'(« — x),
et, par suite,
@+ b=(a—zx)(a —x— 20,4+ p');
mais
p+p (2pa— ) _p—2pa+ 2@2’
P P P
pla+b)=(a —z)[2p*—p(« + z)],

pP— 2=



( 431)

et comme 3 =y,
(7) p(@+8)=(a— =) (20— p(a + z)].

Il ne reste plus qu'a éliminer « entre cette derniére
équation et I'équation du lieu des centres; de cette der-
niére on tire

" pt_*_pzﬁz_*_pz(a:_*_ bz)
2p(p*+ )

P +pr+pat+ b))
2p(p*=+7)

Substituant cette valeur dans I’équation (7), on trouve,
apres réduction,

(P*+ ) [3r— Bpay® + fp*a* — fp*(a* + 7))
+a2piat+ ) (p+ )y — pl(a*+ b ) =o,

(8)

qui est le lieu du point M. !

Question 904

( voir 2* série, t. VIII, p. 46);

Par M. MORET-BLANC.

Etant donné un faisceau de surfaces du second de-
gré ayant méme intersection, si, par un point A pris
sur une de ces surfaces, on méne une section plane &
cette surface, et les demi-diamétres des autres surfaces
paralléles & la tangente & la section au point A, ainsi
que les plans polaires de ce point par rapport & ces
surfaces; si U'on prend, & partir du point A et dans la
direction des normales & ces plans polaires, des troi-
siémes proportionnelles aux demi-diamétres et aux dis-
tances correspondantes des plans polaires aux centres
de ces surfaces, les extrémités de ces droites et le centre
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de courbure de la section faite dans la premiére surface
sont en ligne droite. (L’asBE Aoust.)

Soient
(S=A(z —a)+ A (r —B)+A"(z2—9)?
(1) ? +2B(y —f)(z — 7) + 2B/ (2 —«) (2 — )
+2B'(x—a)(y —B)—1=0,
s Si=A(x—a)+A (r—B)+Alz—q)
(2) +2By(y —B) (e —7)+ 2B\ (z — ) (z—7)
2B (r—a)z—ry)—1=0

les équations de deux surfaces du second degré, et

(3) 3:‘—75‘—-&51:0

celle d’une troisiéme surface quelconque du second de-
gré passant par 'intersection des deux premiéres.

Les équations des plans polaires d’un point A (x, y, z),
par rapport i ces surfaces, sont respectivement

(4) XS, -+ Y8 4+ ZS, + 15, =o,
(5) XS, =+ YS, 4+ ZS, + S, =0,
XS, + Y8, -+ ZS] + ¢S,
(6) — k(XS + YS',y+ ZS,,+1S,) = o,

t étant une quatriéme variable introduite pour rendre
les équations homogénes, et qu’aprés la différentiation
on fait égale a 1.

On voit que tous ces plans polaires, quel que soit k, se
coupent suivant une méme droite, et, par suite, les nor-
males a ces plans, menées par le plan A, sont dans un
méme plan perpendiculaire a cette droite.

Si le point A est pris sur la surface S,, le plan polaire
relatif a cette surface est le plan tangenten A 4 S, : c’est
le cas que nous considérons.

Soient € et &, les distances du point A aux plans po-
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laires des surfaces S et S, ; P et P, les distances des centres
des surfaces a ces mémes plans, et R le rayon de cour-

bure d’une section plane normale en A, faite dans la
surface S;. On a

zS', +yS' -+ 28, -+ ¢S ,P— 1
UGG TAL V(SL) -+ (8,) + (L)
‘Z'S,x‘*‘.ys,y-t-zS,z+tS" I

TS+ (S, )+ L)y VB B+ ()

d’ou, en remarquant que le point A (x, y, z) est situé
dans le plan (6),

]

® @
p=fp,
ou
@
(7) 7= /r‘

mais les perpendiculaires € et %, sont proportionnelles
aux cosinus des angles qu’elles font avec le plan (6); car
elles sont les projections d’'une méme droite contenue
dans ce plan, la perpendiculaire abaissée du point A sur
I'intersection communge des plans polaires; par suite,
elles sont proportionnelles aux sinus des angles qu’elles
font avec la normale R au plan (6), ou a lasurface S,.

Plus généralement, on peut dire que £ et %, sont pro-
portionnelles aux cosinus des angles qu’elles font avec
la tangente en A a une section quelconque faite dans la
surface S,; par un plan passant par A : cela résulte de la
formule cosa = cosbd cosc, relative aux triangles sphé-
riques rectangles; mais nous n’avons pas a faire usage
ici de cette relation.

On a donc
sin P,B P
(8) =
sin P,,R

Ann. de Mathémat., 2€ série, t. XIIL. (Septembre1874.) 28
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Considérons une section faite dans la surface S, par
un plan normal mené par le point A, et soit ds I'élément
de cette section, pris a partir de A.

Si I'on différentie deux fois de suite I’équation (3),
par rapport a ds pris pour variable indépendante, en re-

marquant que
, __ cos(P,x) . __cos (P, ,_y) , __ cos(P, z)
= S= e SeE ey
. cos(P,, ) , cos (P, ) . cos (P, z)
§ =D —_ ——21 —_—— X
1 P, 4 Sxy P, ? Sx: P, ’
d (dx\ cos(R,z) d (dy\ cos(R,)
)~ R ds\ds)T T R
d (dz\ _ cos (R, z)
ds \ds) R ’
il vient
cos(P,R)
PR
dx ,dy? dz? dy dz dzx dz dx dy
aer “ A2 B -2 —— p L n<E S
(Ad’ Ads’+ ds’+9 dsds+2B ds ds 2 ds ds
‘_ros(P,,R)
o PR
dxz? , dy? » dz dy dz ,dx dz Az dy\
+(A‘;/}7+A':1F+A'd’ B s TG T )Y

mais, sil’on désigne par d et d, les demi-diamétres des
surfaces S et S, paralléles & la tangente en A i la section
normale faite dans la surface S,, et par &/, y/, 2’ et x',,
¥,y 2, les coordonnées de leurs extrémités, on a

dz '— x, — a
ds d d,
fl._x_,y’_ .yll—B'
ds = d d._
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L’équation précédente devient alors, en vertu des
équations (1) et (2) qui sont vérifiées respectivement
par les coordonnées &, y', ¢’ et X, ¥\, 2|,

SIOLINERIN (T8 S

PR & PR &
ou

1 _A_ 1 [cos(P, R) cos(P,R)]
(9) ﬁ_df+l—\[ P ]_o'

Eliminant % entre les équations (8) et (g), il vient

1 P;sin(P,R) 1 [cos(P »B)__sin(P,R)cos (P, R)

4: Psin(P, R)d? P " Psin(P,R) |

ou, en muliipliant par P sin (P,, R),

P | S P .
Fsm(E,R) + R sin(P,P,) = z sin (P, R).

Posons =1II, =+ __-Hl, et portons ces longueurs

MetIl, a parur du pomt A sur les normales aux plans
polaires de S et S,. Soient & et w, leurs extrémités et ¢
le centre de courbure de la section faite dans S, par un
plan passant par la normale en A,

La relation précédente s’écrit

sin(P,P,)  sin(P,R)_ sin(P, R)
(lo) R -+ n - Hl 9

ou

i, sin (P, P,) + IR sin (P,, R)=TMRsin(P, R).

Elle exprime que 'aire du triangle wAc est égale 4
la somme des aires des triangles wAw, et , Ac, et, par
suite, que les points ¢, @, @, sont en ligne drouite. C'est
précisément le théoréme qu’il fallait démontrer.

Ce théoréme donne le moyen de déterminer le centre

28.
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de courbure d’une section normale de I'une quelconque
des surfaces.

La relation (10) peut s’écrire d’'une maniére plus sy-
métrique
sin(P,P,) sin(P,,R) sin(R,P
(r1) R -+ = -+ (II. ) =

L’angle de deux droites est décrit en allant de la pre-
miére a laseconde, et deuxangles décrits entournant dans
des sens opposés sont de signes contraires.

Nota. — 1l est évident que S et S, peuvent étre deux
surfaces quelconques du faisceau.

Question 1021
(voir 2* série, t. X, p. 191);
Par M. GUEBHARD,
Etudiant en Médecine.

Un mobile est lancé dans une atmosphére dont la
résistance varie comme le cube de la vitesse. Si f est la
résistance lorsque le mobile descend sous Uinclinaison a
& Uhorizon, fy quand il se meut horizontalement, et f'
quand il monte sous Uinclinaison o, on a

1 1 2 cos®a
FYFE TR
1 1 2sina(3 — 2 sin’a)
FTFT T e

(A. Wirworra.)

Soient k le coefficient de résistance du milieu gazeux;
w I'angle que fait a un instant quelconque ¢ avec 'axe

.. . . . d.
des x positifs la direction de la vitesse v = d—’:, et enfin

ds . )
R=— o le rayon de courbure au point correspondant
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de la trajectoire. Les comppsantes tangentielle et nor-
male de la force accélératrice auront respectivement pour
expressions )

P

R = 8cosw,
d? .
-d_t:: =— kv*— gsino.

De la les deux équations du mouvement

de .
i kv* — gsino,
do  gcose

7 v

11 suffit pour éliminer dt¢ de diviser membre & membre
et ’on obtient ainsi I'équation différentielle

de _ ko' + gosine
do ~  gcose
ou

—dw = coswv—do — ¢—3sinwdw.
4

En multipliant les deux membres par — 3 cos~*w, on
obtient de part et d’autre des différentielles exactes, et
I'intégration est ramenée & une quadrature

ksinw (3 — 2sin’w)

g cos’w +¢C.

k
coswv—3—— 3 - | cos‘udw=——

Si I'on détermine la constante C par la condition que,
pour » = o, la résistance — kv® soit égale & f;, on obtient
I’équation

1 _cse sine (3 — 2sin*w)
— N g
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8i l'on y fait successivement @ == at; ® = — a, il vient

. 1 __vos*a  sina(3— 2sin’a)

e 7 g ’
1 __ cos’a  sina(3 — 2sin’a)
S g

De 1 les relations qu’il fallait démontrer
r " T 2c08°
FUFT TR
11 2sina(3 — 2sin’x)
foof g

Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc.

Question 1024

{ voir 2° série, t. X, p. 192);

Par M. KOEHLER.

Lieu des centres des coniques qui ont leurs quatre
sommets sur quatre droites données. Construire une co-
nique connaissant cing droites ; sur quatre d’entre elles
se trouvent les sommets, sur la cinquiéme le centre.

(Lemorne.)

Soient A, B, C, D les quatre droites données; (a, &),
(a,¢), (a, d), (b,c),... les six sommets du quadrilatére
complet.

On reconnait, a priori, que le lieu cherché doit passer
par ces six sommets, et qu'il doit se composer de trois
lignes distinctes, mais de méme nature, correspondant
aux trois modes de groupement possibles des sommets
opposés des coniques. Ces sommets peuvent étre en effet,
soit sur A et B, C et D, soit sur A et C, B et D, soit enfin
sur A et D, Bet C.
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Jadopte le premier groupement : soit p un point quel-
conque de la droite C; si I'on joint le sommet (ab) au
milieu ¢ d’une transversale quelconque «f3 menée par ce
point entre A et B, qu’on éléve en p une perpendiculaire
sur af3, I'intersection & de (ab)p et de la perpendiculaire
décrira une conique lorsque a3 tournera autour de p;
car il est évident que pk et (ad)p sont des rayons corres-
pondants de deux faisceaux homographiques. Cette co-
nique est une hyperbole équilatére passant par les points
(a, b) et p; ses asymptotes sont paralléles aux bissec-
trices des deux angles supplémentaires formés par les
droites A, B.

Si maintenant, du point p, on abaisse une perpendi-
culaire sur D, que par le milieu de cette perpendiculaire
on méne D' paralléle a4 D, les intersections de I/ et de
I’hyperbole seront les centres de deux coniques satisfai-
sant aux conditions de 1’énoncé.

Lorsque p se déplacera sur la droite C, les hyperboles
correspondantes auront toujours leurs asymptotes paral-
leles aux bissectrices des angles (A, B). Elles passeront
toutes par le point (ab) et par un autre point fixe ¢/ sur
la droite C. Ce point est tel, que la perpendiculaire a C
comprise entre A et Ba son milieu en ¢’; il s’obtient en
menant (bc)y qui fait avec C un angle égal a B(b¢)C, et
en abaissant y¢’ perpendiculaire sur C.

Il résulte de 12 que les hyperboles forment un faisceau
de coniques ayant quatre points communs (dont deux a
Pinfini); & chacune d’elles correspond une droite D' pa-
ralléle a D, et obtenue comme je I'ai dit plus haut. Le
lieu des intersections du faisceau d’hyperboles et du fais-
ceau de droites IV pivotant autour du point a I'infini, sur
D, est une courbe du troisiéme ordre ; mais, dans le cas
particulier dont il s’agit, elle se réduit & une conique et
a la droite de l'infini. En effet, si 'on cherche la droite
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IV correspondant au point P situé a I'infini sur C, on
aura une droite a l'infini.

L’hyperbole correspondante se réduit a la droite (ad)c’
et a la droite de I'infini : cette derniére appartient donc
tout entiére a la courbe du troisiéme ordre. On aura fa-
cilement six points de la conique, d’abord les trois (ab),
(ca), ¢, puis trois autres @', ¥, d’ situés respectivement
sur A, B, D; &' s’obtient, comme ¢/, en cherchant sur A
un point tel, que la perpendiculaire a cette droite com-
prise entre C et D ait son milieu en ce point.

Les deux autres groupements dont j’ai parlé plus haut
conduisent 4 deux autres coniques qui complétent le lieu
géométrique demandé; 'une passe par les points (ac),
(dd),lautre par les points (ad), (bc).

Sil’on donnait pour déterminer une conigue les quatre
droites A, B, C, D et une cinquiéme E devant contenir
le centre, il faudrait chercher les intersections de E avec
les trois coniques dont j’ai indiqué la construction. Le
probléme admet donc six solutions, et, lorsque les six
centres sont déterminés, on voit que les axes correspon-
dants s’obtiennent sans difficulté. '

Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc,

Question 1053

(voir 2° série, t. X, p 558);

Paz M. E. PELLET.

Trouver une surface (M) telle, qu’en abaissant d’un
point M de (M) une perpendiculaire MP sur un plan (P),
et menant par P une paralléle PN & la normale en M
& (M), les droites ainsi obtenues soient normales & une
surface. (RiBaucour.)

Je prends le plan (P) pour plan des xy, et soit
Z—z=p(X—z)+q(Y—y)
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I'équation du plan tangent a la surface (M) mené par le
point x, y, z de cette surface. Les équations de PN sont
X—x  Y—y _ YA
R A
Vi+pi+g Vi+p+g  Vit+p+g

et, pour que ces droites soient normales & une surface,
il faut que I'on ait

d P d—91

Vi+p+q _ Vi+p+g *)
dy - dx ’
pdz + gdy

de sorte que est une différentielle exacte, ce

Vid-pi+g
qui exige que p*+ ¢* soit une fonction de z. Ainsi
(1) p+g=9(z).

Il est facile d’avoir une intégrale compléte de I'équa-
tion aux dérivées partielles (1). Posons

(2) zcosa + ysine — a = f(z),
« et a étant des constantes arbitraires; il viendra
cosa =f"(z)p,

sine =f"(z) ¢,
par suite

1
pP+q= Fep
Donc1’équation (2) sera une intégrale compléte de I’équa-
tion (1) si f(z) satisfait a I'équation différentielle
1

mz‘?(z%

f (z) étant choisi de maniére a satisfaire a cette équation,

(*) BertrAND, Calcul différentiel, p. 674. .
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Pintégrale générale de I'équation (1) s’obtiendra en éli-
minant « entre les deux équations
3 xcose + ysina — § (a) = f(z),
(3) — zsinz 4 ycosa — ¢’'(¢) = o,
§(«) étant une fonction arbitraire de «.

Les sections d’une quelconque de ces surfaces (3) par
des plans paralléles au plan des xy donnent en projection
sur le plan des xy des courbes paralléles.

La surface (3) peut, quelles que soient les fonctions ¢
et f, étre engendrée par une courbe située dans un plan
qui roule sans glisser sur un cylindre dont les généra-
trices sont paralléles a I'axe des z. Il est évident que, ré-
ciproquement, une telle surface peut étre représentée par
les équations (3 ), on f et ¢ sont déterminées convenable-
ment.

La proposition a laquelle nous sommes arrivé est sus-
ceptible d’'une généralisation, et peut s’énoncer ainsi :

Considérons une surface développable (D), et, dans un
de ses plans tangents (P), deux courbes (C) et (C,).
Lorsque le plan (P) roule sur la surface (D) sans glisser,
les courbes (C) et (C,) engendrent des surfaces (S) et
(S;) auxquelles le plan (P) est constamment normal en
tous les points de son intersection, de sorte que la courbe
(C) dans toutes ses positions est une ligne de courbure
de (S) et (C,) de (S,) (*). Cela posé, par un point M de
(S) élevons la normale a cette surface, et soit M, son
intersection avec (S,). Menons par le point M une paral-
léle MN a la normale en M, a (S,); les droites ainsi ob-
tenues sont normales a une surface.

En effet, la normale a (S,) menée par le point M est
située dans le plan (P) qui correspond & ce point M; la
normale en M, i (S,) est située dans ce méme plan,

(*) BerTraND, Calcul différentiel, p. 725.
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et, si l'on fait varier M sur la courbe (C) correspondant
a la position considérée du plan (P), les droites MN ad-
mettront un systéme de trajectoires orthogonales. Soit
C; I'une d’elles. Elle décrit dans le mouvement du plan
(P) une surface (S,) qui est évidemment normale a toutes
les droites MN.
Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc.

Question 1085

A (voir a* série, t. XI, p 288);

Par M. H. D.

Un point matériel se meut sur une courbe quel-
conque, et la force accélératrice est dirigée constam-
ment vers le centre de courbure de sa développée;
Uaire parcourue par son rayon de courbure est propor-
tionnelle au temps. Examiner le cas ot le point se
meut sur une développante de cercle. (N. NicoLAipks.)

Soient p, p' les rayons de courbure de la trajectoire et
de sa développée, v la vitesse du mobile M ds, ds'les
arcs MM', CC’, qui se correspondent sur les deux
courbes. La force accélératrice étant dirigée vers le centre
de courbure de la développée, le rayon de courbure p
s’enroule sur cette courbe, et I’on a

ds' = — dp.

D’autre part, ’hypothése faite dans I'énoncé signifie
que le rapport des composantes tangentielle et normale
de la force accélératrice est égal au rapport des rayons de
courbure de la développée et de la trajectoire. On a
donc

i
d v o ds ar
dr "p T p  ds ds



d’out

d’ou
vp — k. C. Q. F. D.

Si I'on désigne par d A I'accroissement OMM' de I'aire
décrite par la droite MO, suivant laquelle est dirigée la
force accélératrice; par d), di' les aires élémentaires cor-
respondantes décrites par les rayons de courbure de la
trajectoire et de la développée, par dr I'accroissement de
Paire du triangle MCO, on a évidemment, dans le cas
général,

dA — (d\ + AV ) = — dr,
ou
dA — d\ = d) — dx.

Or, dans le cas de la développante de cercle, on voit

facilement que

d\ = dr;
donc

dA = d),
c'est-a-dire que laire décrite par le rayon de cour-
bure de la développante de cercle est égale a I'aire dé-
crite par le rayon vecteur du mobile relatif au centre
du cercle.

Or celle-ci est évidemment proportionnelle an temps,
puisque la force accélératrice passe par un point fixe : il
devait donc en étre de méme de la premiére.

Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc.

Question 1122

(voir 2° série, t. XII, p. 528);

Par M. E. DEWULF.

Le licu des sommets des paraboloides hyperboliques
passant par deux droites non dans un méme plan est
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un conoide droit; chercher ses sections par des plans
paralléles & son axe. (A. pE Sa1NT-GERMAIN. )

Un quelconque des paraboloides ‘qui satisfont i la
question est déterminé si Pon se donne le second plan
directeur; et, pour les obtenir tous, il suffit de donner &
ce plan toutes les positions possibles dans I'espace.

Soient A,, A, les deux droites données dans I'espace;
a le plan paralléle & ces droites. Soient {3 le second plan
directeur, X son intersection avec « : menons un plan
perpendiculaire 4 X, il coupera « suivant a et 8 sui-
vant b. '

On obtiendra le sommet du paraboloide [A,, A,, 8],
en cherchant la droite &, paralléle & &, qui s’appuie sur
les directrices A, et A,, puis la droite a, paralléle & a,
qui s’appuiesur deux des génératrices du paraboloide, et
en prenant I'intersection de ces droites a, et b,.

Supposons d’abord que le plan 8 tourne autour de X,
la droite a restera fixe, la droite b décrira le plan per-
pendiculaire a X. Chacune des positions de 3 détermine
un paraboloide et une droite b,; ces droites b,, toutes
paralléles au plan (ab) et s’appuyant sur A, et A,, en-
gendrent un paraboloide isoscéle P. Tous les paraboloides
qui correspondent aux positions de (3, tournant autour
de X, forment un faisceau dont la base se compose de
Ay, A, et de la droite 4 I'infini quis’appuie sur ces deux
droites, et est paralléle a X ; les droites a, dans cha-
cun de ces paraboloides s’appuient toujours sur celte
droite de l'infini, et, comme elles sont toutes paralléles
a la direction fixe a, elles engendrent un plan paralléle
au plan (Xa) ou «. Or ce plan coupe le paraboloide P
suivant une directrice a,; donc les sommets de tous les
paraboloides qui correspondent aux positions du plan f3,
qui passent par X, sont sur une génératrice du para-
boloide P.
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Imaginons maintenant que a tourne, dans le plan «,
autour de son point d’intersection avec X ; chacune des
positions de a détermine un faisceau de paraboloides sa-
tisfaisant a la question et un paraboloide isoscéle P.
Tous ces paraboloides isoscéles P ont une génératrice
commune, celle qui est paralléle a la commune intersec-
tion des plans (ab), c’est-a-dire la perpendiculaire com-
mune & A, et A,, que je désigne par p,p,. Les direc-
trices a, des paraboloides P s’appuient toutes sur p, p,
et sont paralléles au plan « : elles engendrent donc un
conoide droit, qui est le lieu cherché.

On peut dire que ce conoide est le lien des intersec-
tions des surfaces correspondantes de deux faisceaux ho-
mographiques : le faisceau des paraboloides P et un fais-
ceau de plans paralléles & «; ce conoide est donc du
troisiéme degré; et, par suite, les sections par des plans
paralléles a son axe sont des courbes du troisiéme degré.

Le théoréme de M. de Saint-Germain renferme, comme
cas particulier, cet autre théoréme élégant : Le lieu des
sommets des paraboloides isoscéles qui passent par deux
droites quelconques A, A, est la perpendiculaire com-
munea A, et a A,.

Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc et
M. B. Launoy.



