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SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES
PROPOSEE AU CONCOURS D’AGREGATION DE 1875;

Par M. GAMBEY,

Professeur au lycée de Saint-Etienne.

I. Solution géométrique. — Soit un point quelconque
P de I'ellipse de gorge. Par ce point passent deux généra-
trices rectilignes de la surface G et G', symétriques par
rapport au plan de cette ellipse. Les normales a la sur-
face, menées par les points M et M’, appartenant aux
génératrices G et G', sont évidemment aussi symétriques
par rapport au plan de Pellipse de gorge, et, par suite,
percent ce plan au méme point R, et fontdes angles égaux
avec ce plan. Donc le rayon réfléchi se confond avec la
normale en M’ 4 'hyperboloide. Le lieu cherché est donc
identique & celui des normales a I'hyperboloide, menées
tout le long d’une méme génératrice rectiligne. Or ce
dernier est un paraboloide hyperbolique; donc, etc.

La normale en P a ’hyperboloide étant dans le plan
de I'ellipse de gorge, le centre de la sphére, considérée
dans I’énoncé, décrit cette normale; d’ou il suit que I'en-
veloppe cherchée est une surface derévolution ayant pour
axe la normale en P a la surface proposée. De plus, la
génératrice G étant tangente a toutes les sphéres, 'enve-
loppe contient cette génératrice. Dés lors, cette enveloppe
est un hyperboloide de révolution (*).

II. Solutior analytique. — Soit I'hyperboloide

a

mz .'V 2 zz
7 5 a

=1,

(*) Solution analogue par M. G. Launoy, professeur au lycée de
Tournus.
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et la génératrice rectiligne

x 3 y
A | 7
a ¢ l+b>’
x z__r_'_z
2 =3\ o>’

équations que nous écrirons
() s 26x — any — abm = o,
| 2bz + cmy — ben — o,
en posant
1
A== = m,

).——-‘i::n.

Posons, de plus,
at— b =10,
a*—- ¢t = k?,
b = .
Les équations de la normale au point M(«, 8, 7) de
la génératrice G sont
?lr—a) Bly—B)  lz—1)

@ B 7

Le point ou cette normale perce le plan des xy a pour

coordonnées

ha k2B

'r':_‘;z_, )’x:T;! 2y = 0.

Pour avoir les équations du rayon réfléchi, écrivons
I’équation du céne de révolution qui a pour sommet le
point d’incidence et son axe perpendiculaire au plan des
xy, nous obtiendrons

[(a’x—fl’a)’ + ('57?'—'"25)2] 7 <iz +E> ?=o.

a' b ct at bt
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Cette équation, jointe i celle du plan vertical conte-
nant la normale, c’est-i-dire a

@(z—a) _Blr—8)

- ?

représente a la fois le rayon incident et le rayon réfléchi;
mais, sil’on élimine y, par exemple, entre ces deux équa-
tions, on pourra obtenir les équations du rayon réfléchi
sculement. On trouve, aprés quelques calculs et réduc-
. . . a? g2
tions, puis suppression du facteur =+

[(40 —a'x)y + caz][(la—a*x)y — tez] = 0,
qui se dédouble en
(e — @*x)y + c*az = o,
(A*x — a’z )y — c’az = o.
* On peut écrire ces équations ainsi :

a*(x — a) . ez — )

“« 7
a*lz —a)  cz4v),

= 5
@ 7

clles ne différent que par le signe de y. Donc le rayon
réfléchi a pour équations
Atz —a) by — B)_r‘z(z.%—'/)_
= B 7

Ce sont celles de la normale a I'hyperboloide au point
M’, symétrique de M par rapport au plan des xy.
Lelieu demandé est donc un paraboloide hyperbolique.
La sphére considérée dans I'énoncé a pour équation
(r—z P+ (y—yf+z2=(a—x P+ (B—2)+7,

ou bien, en tenant compte des valeurs de x,, y, en fonc-
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tion de «, 3, 7,
(atr — ka2 — cig? . (h2y — ]I:B)z___(.lﬁz (.&(zz_?q

at B b’ ¢t

=o0,

les indéterminées «, 3, y étant lies par les relations
2ba — anf} — abm = o,

2by + emB + ben = o.

On peut en tirer les valeurs de a et y en fonction de 3,
et substituer dans I’équation de la sphére, ce qui donne,
apreés quelques calculs,

(472 + n*B*) a B+ 2 (abk*mn — 2bk*nx — fah?y) B
+ fab? (x*+ y*+2)) + Kab*m — fabc— fRb*x —o.

Cette équation est de la forme

MB’+ 2NB +P=o,

M, N et P étant des fonctions de x z nc contenant
) ? )’,
pas (. L’enveloppe est donc

N?— MP =o,
ou bien, plus explicitement,
(abk*mn — 2k*brnz — fR*ay)
=ab*({h*+n*k) [fa (@4 y*+2* )+ ak*m — fac— 4 k> ),
équation d’une surface du second ordre.

En comparant avec I'équation générale des surfaces du
second ordre, et posant, pour abréger,

a:bz(a:nz+ c2m? 4+ 4bz) — B.G,
on trouve
A — 4(‘4[,2”2_3’0\’

Al — 4(4/1,‘(7"’— RG),
A" =—4R¢,

B=o, '—=o0, B"=8Mkabnr;
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par suite,
A — A =4k b,

Al — A" = 16h‘a?,
(A—A”) (A'— A”) = 64k Ka?bin? = B>,
Ainsi la surface est de révolution. On trouve, pour les

¢équations de P'axe,
z=o,

2alx — bk*ny — h*k>m = o,
et Uon vérifie sans peine que cette droite est le lieu des

intersections, avec le plan des xy, des normales a I'hy-
perboloide, le long de la génératrice G.



