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NOTE

sur la détermination des foyers dans les lignes du second degré
et dans les surfaces de révolution;

Par M. H. LEMONNIER,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée Henri IV.
L
1. Supposons les axes rectangulaires. Soit
S(zy)=Ax* + 2Bxy +Cy*+ 2Dz + 2Ey +~ F=o0

Péquation dela conique. Si x, et y, sont les coordonnées
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d’un foyer, on aura
(z— @)+ (r —r)=(mz+ny=+p),

d’ou 'on conclut identiquement

(2 =& ) +(r =5 —(mz +ny+p) =V,
ou bien

(z— &)+ (r =5 ) =W =(mz —ny +p).

Il s’agit donc d’avoir, en

(z—z\)+(y—r *—\(Az*+2Bxy+Cy*+2Dz+2E y+F),
le carré d’une fonction udupremierdegré en x ety ; or, en
rendant la fonction homogéne en x, y et z =1, cela

aura lieu si les trois dérivées ul, u,, u; ont leurs coeffi-
cients proportionnels. Les demi-dérivées sont

z — x;— ) (Ax+By + D),
y—yi— 2 (Br+Cy—+E),
—z(x—a)—y(r —r)— 2 Dz+Ey+F);

d’ou
1—)A —2B —z,—)D
—3B ~ 1—3C  Zy—E’
1—)A —» _ —z,—)D
T2 —AD  —y,—E 24y 2F
— B 1—3  —y —12E |
_r.—lD:—y.—lE_xf+yf—AF’
puis on a

z—x,—)2(Az+By +D)
—_— b
Vi—1rA

Les équations de condition donnent d’ahord

mx-+ny+p=

(r—2A)(1—2AC)—2B* =o.



( 320 )

1,
Posons 2 =g:c est

(A —S)(C—8)—B=o0;

et il vient

A—S B Sx+D
B ~ C—S Sy, +E’
A—s B Sz,+ D
Sz, +~D  Sy,+E~ —(2+y))S+F’
B _ C—S Sy,+E )
Sz,+ D~ Sy;+E7 —(22+4y))S+F’

on déduit de la premiére ligne

A—S B _Sx‘+D~A.z.+B_y.+D

B C—S Sy,+E Bx+Cy,+E’
foo S,

A—S B

L’équation (A —S)(C —S) —B*=o0 est connue;
elle a ses racines réelles. Pour chacune, il y a un axe

: S S Sy Sfa Sy

donné par I'équation A_%S = Tg ou par= = a———’_—sa
qui passe a I'infini, quand § est nul.

Pour chaque valeur de S 2o, on aura deux foyers
donnés par

de sorte que

A_S—-, B __Ax,+By,+D
B  C—S Bz, +Cy,+E

et
(Sx,— D)
(zf—i—_}’f)S—F:——-—Z‘—_—g_,

ou
(Syi+E)?
(21 +71)s —F=— 20BN,

ou

(@ + )8 — F= — (Sx'+D1);(Syl+E)’




( 321)
de sorte que I'on a
_ (Sz+D)__ (Sy.+E)
A—S C—S
__ (8&+D)(Sy,+ E)
B

(zi+7V)S—F=

?

d’ou I’équation d’un cercle par

(Sz, +D) +(Sy,+ E)
A+ GC—28S

(z?4-y31)S —F = — ’
ou par
S(A+ C—S8) (! +y}) +2S(Dx, +-Ey,+ F)
+D*+ E’— (A +C)F =o.
Au cas de la parabole, la racine S== 0 donne un axe a
Iinfini, ainsi que le centre; il n’y correspond aucun
foyer. L’autre racine S = A + C donne un seul foyer
par larencontre de I'axe et de ladroite qui a pour équation

2(A +C)(Dz, +Ey, +~F)+D*+ E*— (A +C)F=o,

2. Quand les coordonnées sont obliques, on doit avoir
(2 —2) +(r —x)+2(z—=)(r—y)cost
— é (Az"+2Bxy+Cy*+2Dz+2Ey+F)=(mx+ny+p).

Les demi-dérivées a rendre proportionnelles entre elles
sont

x —x <+ (y — y.)cosd —~é(Ax-J.~By—,L~D),

¥y — 7, +(2 — ) cosb — é(Bx—&—Cy +E),
—x(x—2,))—y{y —r)—x(r —r)cos0— y,(x—z,)cos
— 2(Dz +Ey + F).

S
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11 s’ensuit

A—S . B —Scos6 (z,+yicos6)S+ D
B—Scos6 ~ C—S z,c0s) +y,+E
A—S __ B—Scos8# (. + y,cosb)S + D
(z,+y,c088)S+D ~ (y,+x,c080)S+E ~ —(x?+y2—+22,y,c080)S—+F
B—Scosh c—S o (xcos6 + v)S+ E
(#,+71€0s8)S+D (7 +,c080)S+E  —(z!+yi+2z,y,cos6)S+F

de sorte que I'on a
(A—8)(C—S)— (B —Scosb)>=o,

A—S  B—Scosé Az, +By,+D
B—Scos§ C—S Bz, +Cy,+E

(! +y?+22,y,c0s0)S—F
[z +yicos8)S+D]P  [(#cosf-+y,)S +EJ
- A—S = c—S§_
[(@+ 7, 080)S +D] (7, + =,c089)S + E] |
B — S cosb
[(@+ 5, cos8) S + D]* + [{x,cos8 +y,)S + E*
—2.cos8[(z,~+y,c0s8)S+D][ (¥, +z cos6)S+E]
(A—S)--(C—S)—2cos6 (B — Scosb)

sin?0{(z} + y} + 22,7, c088)S + 2Dz, +2Ey,]S
+ D?+ E?— 2DE cosé

= — b}

A+ C—2Bcosd —2Ssin?0
d'ou

S(A + C — 2B cosf — Ssin?)(z] + y} + 22,y cosf)
+28sin*6(Dz, +E y, +F) + D*+ E?*— 2DE cosf
— (A+C— 2Bcosd)F =o.

Nota. On aura, au lieu d'un foyer, un cercle double-
ment tangent a la conique, par I'équation

(z—z)f+(r—y)i—ri=o
si les coordonnées sont rectangulaires, et par I’équation

(z— &)+ (y —r)*+2(x—2x)(y —yi)cosd—r:=o
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s’il en est autrement, en mettant F < 72S 4 la place de
F, ce qui donne dans un cas

(Sx, -+ D)? (Sy,+ E}?
2 2 a\Q _ Fe— R St L
(x|+31 r)S F= A—S C—S
(Sz, + D)(Sy, - E)
—_—— B ’

ou

S(A4-C—S)(z*+ y?)+2S(Dx,+Ey,+ F+rS)
+D'+E'—(A+C)(F+8)=o,
=8(A+C—S)(zi+ y}—-r*)+rS*+28(Dx,+ Ey, +F)
+D*+E?— (A--C)F =o,
et, dansTautre cas,

(2} +yi)2z, y,cos0—r)S—F
[(ry+y,c0s6)S+DJ*  [(x cosd~+y,)S+ ET

A—S C—S
[tz +y,co0s6)S + D]{{y =z, cos0)S + E]
o B — Scosf ’

ou

S(A—+C—2Bcos6—Ssin?6) (2?2 -y} +-2.2,¥,c0s6 — r?)
-+ 8%*sin?6 -+ 2Ssin*0 (Dx,~- Ey,+ F ) +D?*+ E?
—(A—+-C—2Bcosh)F —o.

II.

Autre détermination des foyers.

Prenons pour déterminer les foyers cette propriété
bien connue, quela droite qui joint tout point (xy) d’une
directrice a un foyer (x;y;) correspondant est perpen-
diculaire 4 sa polaire, passant par ce foyer. On a im-
médiatement par cette propriété, si les coordonnées sont

21.
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rectangulaires,
1 ’

ZJ 1%, -+ .r‘fl_y, _{‘-fiz, =0
et

Iy— Y'n—Y 1

—— = = 5

. Sz Sy 28 .

dela

Az By + D+ S(z-—=z)—o,
Bxr-+-Cy -+ E+ S(y,—y) =0,
'z'fllx, '*‘.Yf’n, -+~ zf,”, — o.
1l s’ensuit
'A—S B D-Suz |
i B C—S E+Sy,:.:o,
L Sfra S, Siz, |
ce qui apprend que S ne varie pas avec (x et y).

Par conséquent, la polaire du foyer x, y, est donnée
par chacune des équations

(A—S)x+By --D+ Sz, =o,
Br —'«(C-~S)_}' ~- E—:“SJ'I - 0,
Se® + fly y 4 Fiz =505

de sorte que les coeflicients y sont proportionnels entre
eux. On a ainsi

A—S B D-+Sx
B TC_5E- Sy
A—S B _ DSz
A
B _C——S__E—‘—Sy..

fT-’:’ o ‘f;f‘h o -fi"i
D’aprés quoi
(A—8)(C—S§)—B*=o,

méme équation que ci-dessus.
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Pour une valeur de S, on a, si elle est diflérente de

zéro, un axe par

A—S B D+Sx AL,

B C—S E=+Sy  f,

Les foyers correspondants sont déterminés par cette
équation et par

(A—S)f!, = (D +Sr)f, , ou (C—S)f;, =(E+8y)f,,
ou

Bfl’, (D—LSy.)f"j E+—Sy.)f’

résultats qui peuvent du reste se déduire de ceux du § I.

2. Quand les coordonnées sont obliques, les équations
du probléme sont

A A
ry—x + (yi—y)cosd  y,—y - (.r.——.r)cose 1

- - 7 -

S B sy

d’ou
Az -By +D-~[2-— x4+ (y,— y)cosb}S—=o,
Bz + Cy + E—-[(x,— x)cosh +y, —y]S=o,
f"t.x —%-f;’,‘y -+ f|’ztz =o0;
d'on
‘ A--S  B—Scosd D (x + y,cos6)S |
B—Scos8 C—S  E-(z,cos07,)S | =
o £, !

de sorte que S est indépendant de x et y sur la directrice.
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11 s’ensuit

A—S __ B—Scos8  (x +y,cos8)S—+D
B—Scos6~ C—S ~ (zcos6+7,)S+FE
A—S  B—Scosé (z,+ycos)S -+ D
fiee fin Fie ’
B—Scos6  C—S  (zcos0+y)S+E
fieo  fin Siz,

On a ainsi
(A—S8)(C—S)—(B—Scosb)*=o,

A—S  B—Scosd  (x,+ycosd)S+D f,.
B—Scos9~ C--8§ _[‘x16059+.7.)5+ﬁ—f.’y"

équation d’un axe, et

(A—S)fl"’f:[(.td—ylcose)s +D]f

!
ou

(C —S)f;’z‘ =- {(x cosb - y,)S - E]fl’r )
au

(B — Scose)fl"‘ ==[(z+ i cosh)S -- D}fu;,

2. [(x,cos8 + y,)S - E]f7 -

IIL

I. En étendant la derniére méthode aux surfaces du
second degré, on obtient aisément, avec les conditions re-
quises pour que lasurfacesoitde révolution, les équations
de I’axe de révolution et celles des foyers situés sur cet
axe.

Quand une surface du second degré est de révolution,
il y a, pour un foyer F situé sur ’axe de révolution, un
plan P tel que tout point p(xy) de ce plan a son plan
polaire perpendiculaire 4 la droite qui le joint au foyer.
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De 14, si les axes de coordonnées sont perpendiculaires
entre eux, f(xyz) = o étant I'équation de la surface, et
t—1,

zfl rr kSl el =0

T — Yo—Y 2 — 2z 1
e = —— = 7 —_— —
Jx 1y Jz 28
d’ou
Az+By+Bz-+-C~+8S(r—=zx)=o,
B +Ay+Bz-C+S(y,—y)=o,
Bz+By+A"z24+C'+8S(z,—z)=o,
Koz + Ly + S 21 =0,
d’ou
' A—S B” B’ C + Sz,
‘ B” A —S B C'+ Sy,
| B’ B A”—S C'+Sz |—09
I A A

ce qui apprend que S ne varie pas avec le point p sur
le plan P,

Les équations qui précédent représentent donc sépa-
rément ce plan P. Il en résulte

A—S B B C+Sa
B T A—S B ~ C+Sy’
A—S_ _B” B C+Sgz
B ~ B ~ A—S C'+Sz
A-S_ B _ B _C+Sa
fioo  fiyn  An N ]
B” AN—S B _ C-+Sy,
B~ B T A—S ("+Sz’
B _AN-S_ B _C+sy
Ao Ay An Au
B _ B _A—S _C'+Sz

—_—— = e = =
.fi'.t, .fly, j'iz. -fl’t,
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Soit d'abord BB'B"2 0: on aura

BB _,, B'B__,, BW
puis

Bfl — Blfl P Bllfl
ou

B(C -~ S2,) = B/ (C'+Sy,) = B"(C” + Sz,),

équations qui déterminent 'axe de révolution, et en
outre pour les foyers

BIBI/
(C =Sy, =2 fin
ou
BB
(O +85) £, =2 i
ou

ou

fi=(c+82) B =(¢ +5a)

Fl= (G Sy )fg;‘—(c'+Sy)ﬁy'

.fix,

Fl=(C+82) 18 = (07 4-8z) &t

Dans le cas ou B est nul, il faut avoir B'=o, A”—8:=-0,
ou bien B’=10, A’—S=o.

Supposons B-=o0 et B'=0, A” —8 == 0. On aura le
plan P par les équations

(A—S)z+B"y +~C+Sx, = o,
B’z +(A'—S)y+C +8Sy,=o,

C"+ Sz, —o,

A R
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d’on
A—A" B C+ A"z
B A AT O Ay C'+ A"z, =0
A—A" B _ C+A"s ’
71? - ?; o .ft'z,

C’est avoir pour condition (A—A") (A’—A") —B"=o,
avec B == o0, B’ = o, et, pour I'axe, C"+ A"z, = o,

C+A”.Z‘|__A—~A”__ B
Cr A”]'1 —_ B — A — Ali’

uis en outre, pour les foyers,
P P y

(C+A"2)fl, = (A— A")f,
ou

(C+A"2,)f! =Bf!, -

r

II. En suivant la premiére méthode, on observera que
P ) q
I'équation de la surface pouvant se mettre sous la forme

(= @)+ (y —x)'+ (2 —2)'=(mz+ ny +pz +q),
on aura identiquement
(z—x P+ (y —5: P+ (2—2,) — éf:(m:c—*—ny—%—pz%—q)’.
par conséquent les demi-dérivées
X — 2, — é(A:: +B’y4+Bz-+C)
¥y é(B”x + Ay +Bz +C)
z— 2, — é(B’.z' “+ By +A"z+C"),

—z((x—z)—y (y—r)—2z(2—2) — é (Cz+C'y+ C"2+D)
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ont leurs coefficients proportionnels, d’ott résultent

A—S_ B B _C+sn
B ~ A—S B C=+Sy’

A—S B B € +Saz

B ~ B A —S (C+8z
A—S B B C+ Sz,
C+8z, C+8y, C+8Sz —(zi+y+z)S+D’

B A—S B _ C+8y,

B~ B T A"—S C"+8z
B _A—S B C' + Sy
C+Sz,~ C+Sy, 48z —(x+y+3z)S+D’
B B _ A—S C” + Sz,
C+Sx,~ C—+Sy,~ C'+Sz —(z+yi+2z)S+D

On a par la, avec les mémes conditions que ci-dessus, la
méme valeur de S et les mémes équations pour I'axe,
puis a I'égard des foyers

C+ Sx,)? C + Sy,)?
@4yt ras—p=— ExS2r_ (G0
_(C"+S3)_ (C'+87.)(C"+Sz)
- A" —S T B
(C”"+Sz,)(C+ Sx,)
_ 5
(€ +8z) (C'+Syy)
——— B” .

Si 'on remplace D par D+ S7%, on aura, 4 la place des
foyers, le centre d’'une sphére inscrite, et la sphére par
I’équation

(.Z‘ - .1'1)’—-‘,— (.7 “‘J’l)2+ (z - z.)’——r’ = 0.



