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NOTE
sur la détermination des foyers dans les lignes du second degré

et dans les surfaces de révolution ;
PAR M. H. LEMONNIER,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée Henri IV.

I.
1. Supposons les axes rectangulaires. Soit

f{xy)~ AT3 4- 2B.ry -h C/2 -f- 2Dx-f- 2E/-f F = o

l'équation delà conique. Si xx ety± sont les coordonnées



( 3 i 9 )

d 'un foyer, on aura

[x — xt )2H- (y — r i ) 2— (mx -t- ny+p)\

d'où l 'on conclut identiquement

ou bien

Il s'agit donc d'avoir, en

le carré d'une fonction u du premier degré en x et y \ or, en
rendant la fonction homogène en or, y et * = i , cela
aura lieu si les trois dérivées w'x, i/^, uz ont leurs coeffi-
cients proportionnels. Les demi-dérivées sont

x — xt — l (Asr-hBy -f- D),

r — r i - ^ (Btf+Çr-f-E)f

— ^ (ar — j?,) — j , (r — j t ) — \(I>x -h E / -f-F);

d'où
i— 1A —\B —J7, — > D

— XB

i —XA

— .r, — X D

— XB

-.r.-XD

puis on a

Les équations de

i —xc —jr, —XE
— XB - ^ - ; D

- / , — XE * 2 + / 2 —XF*
i — XC — yt —XE

y4 ^E ^ 2 _ f . j 2 XF'

_ ^ — ^, —X(Aa:-4-Bjr -4-D)

V/l— XA

condition donnent d'abord

— XC)— X'B2— o.



Posons A = - : c'est

(A-S) (C~S)~B 2 =ro ;

et il vient

A — S B Sxt -f- D
B ~~ C — S ^ S j r T T Ï

A — S B S.r,

S^-f-D S^ + E — (*î+rî)S-+-F'
B _ G — S __ S/.-hE

S*,-h D "" S/,-f- E ~ IT(J:J-f.JrJ)S-j-F;

on déduit de la première ligne

"~~B~ ~~ C —S ~ S / , + E ~~ B^r,-f-C^-f-E'

ƒ ' / 'de sorte que A
 Xi —~ •A— o B

L'équation (A — S) (C — S) — B 2 = o est connue;
elle a ses racines réelles. Pour chacune, il y a un axe

ƒ ' ƒ ' f' f
donné par Téquation —^—^ = — ou par— = —-^—>

A — D B B d — S
qui passe à l'infini, quand S est nul.

Pour chaque valeur de S^o, on aura deux foyers
donnés par

A—S _ B _ kx, H- Byt H- D
B "" C — S ~" Bar,-f-C^,-f-E'

OU

ou

B



de sorte que l'on a

d'où l'équation d'un cercle par

ou par

S(A + C — S) [x\ 4-jf) -f-2S(D^ -!-Ejri -+- F)
4-D24-E' — (A4-C)F=O.

Au cas de la parabole, la racine S— o donne un axe à
l'infini, ainsi que le centre\ il n'y correspond aucun
foyer. L'autre racine S = A -t- C donne un seul foyer
par la rencontre de Taxe et de la droite qui a pour équation

2(A -HC) (Dar, 4- Ep, 4- F) 4- D24- E* — (A H- C) F = o,

2. Quand les coordonnées sont obliques, on doit avoir

(x — x{)* + (jr — jr,)2 4-2(* — *,) ( / — /,) cos©

Les demi-dérivées à rendre proportionnelles entre elles
sont

x — x t ~ {y — J,)cos0 — -(Ao: -H- Bj 4 D),

r — Ji •+• (* — -r») cosô — g (Bx 4- Cj 4- E),

— jr,(ar- a,) — ƒ , ( ƒ — yx) — xx [y —
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B

B

II

A

s'ensuit

— S
Scos0

— S
:os0)S-f-D

ScosÔ

B

B

— ScosÔ
C —S

— ScosÔ

C—S

(^i4-JiCosô)S-i-D
x{ cos0 -4- y{ -4- E

(xt-h j , cos0)S-f-D

(^cosô-4- r t) S-+- E

l'T'\ "hT » cos 0 ) S -f-D ~~ ( n - M M cos 0) S-f-E """ — (x\-\-y\-+-2.xxyxcosQ)S-hf*

de sorte que l 'on a

(A — S) (C — S) — (B — Scos0)2 = o,

A — S _ B — S cosô _ Aart 4- B j , -f- D
B - ScosÔ ~ C — S ~" B^H-Cj ,

irlcos0)S —F
-f-ji COS0JS4- D]2 __ [(.rtCosô-HjQS -4- E]2

i cosO)S+D] [(ƒ!-+- ^cos0)S + E]
B —S cosô

os0)S -f-D]2-i- [(.r.cosô + > , ) S + E]2

[ ( ) S ] [ ( 0 ) S E ]
(A — S ) -f- (C — S) — 2 cos0 (B — S cos0)

sin'0[(j?2 + y] H- *xxyx cos0)S -4-
-f-D2-l-E2—2DEcos0

Â-h C — 2Bcos0 — 2Ssin20
d'où

S(A-f-C — 2Bcosô — Ssin2ô)(^î -i-y\ -4- 2x,j tcos6)
4-2Ssin2Ô(D^,-f-E7,-f-F) +D2H-E2— 2DEcosô

— (A-f-C— 2BCOSÔ)F=:O.

Nota. On aura, au lieu d'un foyer, un cercle double-
ment tangent à la conique, par l'équation

(•*-*. )2-M r - jrty-r* = o

si les coordonnées sont rectangulaires, et par l'équation



s'il en est autrement, en mettant F 4- r* S à la place de
F, ce qui donne dans un cas

__ (S.r, 4-D)2__ (Sy,4-E)2

A — S C — S

ou

4- D'-f- E2 — (A4- C) (F H- /-2S) _= o,

o:l4-Ejl-f-F}
2— (A-i-C)F = o,

et, dans l ' au t re cas^

(*î "Kr? ) 2*, J , cosO — r2) S — F

_ [(^i-4-r» cos9 )S4 -D] 2 _ f(ar, COS0 4- J , )S + E]'2_ _____ _ _____

_ r( . r ,4- j , cosö)S 4-D][(j ,-h_: l cos0)S -f-E]_ _________ ,

ou

S (A-J-C — 2Bcos9 — S sin20) (a;2 -J- j 2 -*- 2x, j , cos 0 — r2 )

-f-SV2sin29 -f- 2Ssin20(D^,-:- £/,-}--F ) H-D2-l-E2

— ( A -*- C — 2B cos0) F — o.

IL

Autre détermination des foyers.

Prenons pour déterminer les foyers cette propriété
bien connue, que la droite qui joint tout point (xy) d'une
directrice à un foyer (#i_Ki) correspondant est perpen-
diculaire à sa polaire, passant par ce foyer. On a im-
médiatement par cette propriété, si les coordonnées sont

21 .



rectangulaires,

et

de là

.r, — x ys — r

A ~ A ~ 2S

J : - B / - - D H S(.r,--x) - - o,

x -f- C y -t- E -+ S(ji — j ) ^- o,

Il s'ensuit

! A —S B D-^Sx,
1

B C — S E -+- S jrx

ce qui apprend que S ne varie pas avec [x et y).
Par conséquent, la polaire du foyer xY yt est donnée

par chacune des équations

(A — S)̂ 7 -+• B7 -u D H- Sa:, — o,

B . r - ' - (C- -S) j -4 -E-hSj , - o ,

de sorte que les coefficients y sont proportionnels entre
eux. On a ainsi

DA — S _ B _
~~B~" ~ C~^S ~~ E-h S j . '

A — S B D l - S^,

B _ C —S _ E — Sjr,

/lx, f\yi f\Zt

D'après quoi

(A —S)(C—S) — B 2 ^ o ,

même équation que ci-dessus.
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Pour une valeur de S, on a, si elle est différente de
zéro, un axe par

A — S _ B _ D-4~S;r, __f[Xx

B ~~ C~-~S — E +Sjr t - / / y | *

Les foyers correspondants sont déterminés par cette
équation et par

(A - S)/;ti = (D + Sj,)/,',,, ou ( C - S )ƒ,',_ ̂ (E+Sr,)/,;,

ou

résultats qui peuvent du reste se déduire de ceux du § I.

2. Quand les coordonnées sont obliques, les équations
du problème sont

.r,— œ H- ( yx— y) cos G yx — y -i- (.r, — .r)cosô i

d'où

A x -:- By -i- D -;- [x, — .x 4- (j, — y) cosô] S ̂ = o,

hx 4- CjK 4- E + [(x,— .r)cosO 4-JKi —j]S = O,

d'où

A —S B —ScosQ D + (jr, +j,cosO)S |
B—Scosô C—S E-h(.r,cosÔ4-j l)S j-_-o,

1 > 1 1 j

de sorte que S est indépendant de x et y sur la directrice.
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II s'ensuit

A —S _ B —S«;os9 __ (xx •+• j t cosQ)S -f- D
B —Scosô~~ C —S — (ar,cosG-!-ƒ!) S-f-É

A — S ___ B — Scos9 __ (xx -f-jr, cosÔ)S -*- D

B — ScosQ C — S (

'

On a ainsi

(A — S) (C — S) — (B — S COS0)2 = o,

A — S _ B —ScosO __ (tr,H-<r,cosQ)S-f-D fijC

B — S c o s 9 ~ ~ C - - S " " ( a r . cos

équation d'un axe, et

(A - s)/;Zi-r, [•(*, -f-/, COSÔ)S + D]/ ;X J ,

ou

OU

III.

I. En étendant la dernière méthode aux surfaces du
second degré, on obtient aisément, avec les conditions re-
quises pour que la surface soit de révolution, les équations
de Taxe de révolution et celles des foyers situés sur cet
axe.

Quand une surface du second degré est de révolution,
il y a, pour un foyer F situé sur Taxe de révolution, un
plan P tel que tout point p[xy) de ce plan a son plan
polaire perpendiculaire à la droite qui le joint au foyer.



De là, si les axes de coordonnées sont perpendiculaires
entre eux, f(xyz) z=. o étant l'équation de la surface, et

d'où

xv —jr __ y, —jr __ g|— g i_

B".r -4- A ' j + B z -f- C' -4- S(j , — y) = o,

B' J7 -f- B j -H A/rz-+- C"-*- S(z, — a) = o,

d'où
A - S B''

B" A'—S
B'
B

C -f-Sx,

= o,B' B A"—S C"-4-Sg,

f' fr f' f

ce qui apprend que S ne varie pas avec le point p sur
le plan P.

Les équations qui précèdent représentent donc sépa-
rément ce plan P. Il en résulte

A — S B" B' C -f- S-r,
B"
— S
B'

"B ~" G H- Sj ,

B' Ç-f-Sx,
A"--S~C / / H-Sz I '

A' — S B Cf -{-

B' -~ B A"— S C"-f Sz,3

2*1 — A ' ~ S __ JL — c / + Sri
/ix, /iy, fizt /K,

B' B A'7—S C-ï-Sg,
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Soit d'abord BB'B'^o: on aura

puis

ou

_ _ A , B B _ A * B B '

équations qui déterminent Taxe de révolution, et en
outre pour les foyers

ou

OU

ou

Dans le cas où Best nul, il faut avoir B '=o, A''—S —o,
ou bien B" = o, A' — S = o.

Supposons B ~ o et B'— o, A'7 — S = o. On aura le
plan P par les équations

( A — S) x -h B "y -f- C -+- S^, — o,

-4- C' -f- Sr, = o,



( 3*9 )
d'où

A— A"

A — A"

B"

B''
C-+- A" s, nzo,

C'est avoir pour condition (A —A'7) ( A'— A") — B"2=o,
avec B = o, B' = o, et, pour l'axe, C^-h kffzx = o,

C+Ar/.r, __ A —Ar/ __ B/7

C'-fA"/,"" h" ""A' -A" '

puis en outre, pour les foyers,

(C +A'*,)./:., = (A" A')ƒ,',.'

ou

II. En suivant la première méthode, on observera que
l'équation de la surface pouvant se mettre sous la forme

on aura identiquement

par conséquent les demi-dérivées

! - i

» _ *, - I (

C ) ,

+ A"r + C")
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ont leurs coefficients proportionnels, d'où résultent

A — S

v

B'

A — S
B"

A — S

B»
c-f-sr,

B' I

A'—S
C'-j-'Sjr,

|>/y "R'

A'— S B

B" B'
B A —S

B
C"+S 2 l

J A" — S

B

A"—S

C -

a -
c
c*

"VG//

•f- S.T,

4-Sj /

-4- S î

C -f- S.r,

•4- Sy{

On a par là, avec les mêmes conditions que ci-dessus, la
même valeur de S et les mêmes équations pour Taxe,
puis à l'égard des foyers

f~2 , ~* , „Î\C r*— (C + Sx,)2__ (C'-f-Sj,)2

A

(C"-
A"

(C^-

(C-l

£

g
\-Sz{)(C

B'

A ' - S

(C-f-s.r.HC'-f-Sz,;
B

H-S^)

Si l'on remplace Dpar D -h Sr8, on aura, à la place des
foyers, le centre d'une sphère inscrite, et la sphère par
l'équation


