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COMBINAISONS COMPLÈTES;

PAR M. G.-H. NIEWENGLOWSKI,
Professeur de Mathématiques à Paris.

Les combinaisons complètes (*), ou combinaisons
avec répétition, de m lettres.prises deux à deux, trois à
trois,..., sont les produits dans lesquels les mêmes lettres
peuvent se trouver répétées plusieurs fois comme fac-
teurs. L'ordre de ces facteurs étant indifférent dans les

(*) Voir les Nouvelles Annales, i r e série, t . T, article de M. LEVRET,
et 2e série, t. IX, p. 168.



combinaisons, on peut, au lieu de aaba, écrire aaab,
ou plus simplement azb. Ainsi, les combinaisons com-
plètes des trois a, &, c9 prises trois à trois, sont

a3, a7b, a7c} ab7, ac7, abc, b3, b7c, bc3, c*.

Pour trouver le nombre des combinaisons complètes,
remarquons que, d'après un théorème des combinaisons
simples, on a

C fi •+• i [ f*n /^n-4-1
m —1~*~ ^m — i—*-*/n >

d'où

Cela posé, rien de plus facile que de former les com-
binaisons complètes de différents ordres les unes après
les autres, et d'en avoir le nombre.

En effet, soient m lettres placées en ligne droite dans
Tordre alphabétique

a, b, c, d,...9 k, L

Les combinaisons complètes de ces m lettres, prises
deux à deux, forment le tableau suivant :

a7, ab, ac, ad,. . . , ak, al,

62, bc, bd,..., bk, bl,

c2, cd^.. . , cky cl,

d*,..., dk, dl,

#, kl,

II est évident que le nombre des combinaisons com-



plètes, qui forment la première ligne du tableau, est ex-
primé par Om\

Celui de la seconde ligne est exprimé par C ^ . ^
Les autres sont donnés par CJ„_„ Q n _ 3 , . . . , CJ.
Par conséquent, le nombre de toutes ces combinaisons

est égal à la somme

Si donc on désigne par K.^ le nombre des combi-
naisons complètes des m lettres, prises deux à deux, on
aura

K 2 r>2
m — *-*m -f-1 •

Maintenant, pour former les combinaisons complètes
des m lettres prises trois à trois, il suffit d'écrire la lettre a
dans toutes les combinaisons déjà obtenues 5 la lettre b
dans toutes celles où la lettre a n'entre pas; la lettre c
dans toutes celles où les deux lettres a et b n'entrent pas,
et ainsi de suite, ce qui donne

a*b, a'e,
ab2, abc,

ac>,

b\ b'c,
be\

a*d,. . . ,
abd,...,

acd,.. ,

bed,...,

a7k,
abk,

acky

ak\

*

bn,
bek,

bk\

k\

a*l,
abl,

acl,

akl,

al2,

bU,

bel,

bil,

bl\

kP,

P.



( 3 8 8 )
Le nombre des combinaisons complètes formées avec

la lettre a, d'après ce qui précède, est exprimé par
Kî r»*

De même, le nombre des combinaisons complètes for-
mées avec la lettre £, dans lesquelles la lettre a n'entre
pas, est donné par K^_t = C^j les combinaisons com-
plètes formées avec la lettre c, dans lesquelles les deux
lettres a, b n'entrent pas, sont au nombre représenté par
KJL_2 = C^_M, e t ainsi de suite. Le dernier groupe n'a
qu'une combinaison, et est représenté, pour uniformité,
par CJ; par conséquent, le nombre de toutes ces combi-
naisons est égal à la somme

ce qui donne
K 3 . p3

m — ^m + 2*

Nous en concluons, par analogie, la formule générale

( "\ -rr n f>H

2J ^m-^m + n-i'

Or, si cette formule est vraie pour les combinaisons
complètes des m lettres, n h n, elle sera aussi vraie pour
celles des m lettres, « + i à rc-f-i. En effet, formons
ces dernières : il suffit pour cela d'écrire la lettre a dans
toutes les combinaisons déjà obtenues, dont le nombre
est G?» t n_i', de mettre la lettre b dans toutes celles dans
lesquelles la lettre a n'entre pas, et qui sont au nombre
de C"W!W_2; d'écrire la lettre c dans toutes les combi-
naisons déjà obtenues, dans lesquelles les deux lettres
a, b n'entrent pas, et qui sont au nombre de C^+n_3, et
ainsi de suite. On voit que le nombre des combinaisons
complètes des m lettres, prises n H- i à n-h i, est égal
à la somme

fyn , rMi .̂  f^n [ , f\n p n + i .
vi/n-t-n - i ~r~ l>nt-t-n—a "+" ^m-t-n —3 ~r~ • • • "+" W — ^ m + n j



par conséquent,

K ff + I /VU- I .

donc la formule (2) est générale.
Nous avons ainsi montré comment on peut former les

combinaisons complètes, et quel en est le nombre.


