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AXES, PLANS CYCLIQUES, ETC., DANS LES SURFAGES
DU SECOND ORDRE;

Par M. L. PAINVIN,

La détermination des axes d'une surface du second
ordre, celle des plans cycliques, la recherche des condi-
tions pour que la surface soit de révolution, sont des
questions étroitement liées entre elles et qui dépendent
toutes de la discussion d’une seule et méme équation. Les
propriétés sur lesquelles s’appuie cette discussion sont
parfaitement connues; mais le rapprochement de ces
questions, qui semblent différentes, n’est jamais fait
d’une maniére trés-explicite dans les cours de Géométrie
analytique, et nous pensons qu'il y a quelque intérét a
présenter cette théorie sous la forme que nous allons in-
diquer, et & bien mettre en vue'le lien qui en rattache les
diverses parties. On pourra ainsi se rendre compte de
certaines difficultés qu’on rencontre et dont I'explication
est nécessairement insuflisante lorsqu’on exclut les solu-
tions imaginaires.

1. Précisons d’abord le sens des termes que nous em-
ploierons.

I. Les coordonnées cartésiennes d’un point de ’espace
A . . r y z
peuvent &éire représentées par les rapports = ;o et

nous pourrons déterminer tous les points de ’espace en
imposant aux quantités x, y, z, ¢ la condition de n’étre
jamais infinies. Lorsque ¢ est nul, le point est a I'infini;
I’équation ¢ = o définit donc le Leu de tous les points de
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P’espace qui se trouvent a Vinfini; c’est le lieu de ces
points qu’on désigne par le nom de plan de l'infini.

II. Dans les surfaces du second ordre, le lieu des mi-
lieux des droites réelles ou imaginaires, paralléles & une
direction fixe, est un plan qu’on nomme plan diamétral
conjugué de cette direction; le lieu des centres des sec-
tions paralléles a ce plan est une droite qui est nommée
le diamétre conjugué de ce plan.

Lorsque des droites on des plans sont imaginaires, ces
droites ou ces plans sont dits rectangulaires lorsque les
coefficients des équations qui les représentent satisfont
aux relations établies pour le cas ou les droites et les plans
sont réels,

Lorsqu’un diamétre, réel ou imaginaire, sera perpen-
diculaire au plan diamétral conjugué, le diamétre sera
dit un axe de la surface, et le plan diamétral correspon-
dant sera nommé un plan principal.

III. Nous appellerons cercle toute section plane d’une
sphére, que le plan soit réel ou imaginaire; et un plan
cycligue d’une surface du second ordre sera un plan qui
la coupe suivant un cercle.

D’aprés cette définition générale du cercle, il est facile
de voir que son équation peut prendre la forme de celle
de la parabole, mais les coefficients sont imaginaires.

Remarque. — Il faut bien comprendre que ces déno-
minations que nous adoptons ne désignent pas, dans le
cas des imaginaires, des quantités géométriques dans le
sens habituel du mot, mais seulement des formes analy-
tiques. Ce langage, conventionnel et parfaitement légi-
time, qui estun auxiliaire puissant dans les raisonnements,
ne fait donc que traduire les combinaisons des formes
analytiques.
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2. Soit I'équation d’une surface du second ordre

Az’ A'y'+ A"z 4+ 2Byz + 2B'zz + 2B"xy
+2Cxt+2Cyt 4+ 20"zt + D* = o;

considérons la conique (T'), section de la surface par le
plan de l'infini, c’est-a-dire

() (r) Az*+A'y*+-A"z*+ 2B yz +2B'zx + 2B"zy —o,
1

t=—o0,

[
uis le cercle imaginaire de l’inﬁni Q c’est—é-dire
g ’

(2) () x*+y*+22=0, t=o0;

nous supposerons les axes de coordonnées rectangulaires.
L’équation générale des coniques passant par les points
communs aux courbes (1) et (2) est

Ax?4-A'y*+ A"z 4+ 2Byz + 2B'zx + 2B"zy
(3) — Mz y*+ 2*) = o,
t—o.
Si Ton exprime que cette conique se réduit a deux
droites, on a I’équation de condition

[A—) B" B |
(4) B© A—) B |=o.
[ B B A’ —)

On obtient ainsi trois valeurs de 1; a chaque valeur de
5 q
A correspond un systéme de sécantes passant parles quatre
points communs a la conique (T') et au cercle (Q).
Nommons a, b, ¢, d les points d’intersection des co-
y 0, Cy P
niques (1) et (2); les trois systémes de sécantes seront

(ab, ed), (ac,bd), (ad,bc).

Désignons, en outre, par p, ¢, r les points de concours

8.



( 116 )
respectifs des deux sécantes de chaque systéme; les points
p> ¢, r sont les points qui ont méme polaire par rapport
aux deux courbes I et Q. Le triangle pgr est donc con-
jugué, a la fois, parrapport a la conique (T') etau cercle
(2), c’est-a-dire que chacun de ses sommets est le pole
du coté opposé.

Or, si 'on considére un point O & distance finie, le
centre de la surface, par exemple, s'il y a lieu, et qu’on
meéne un plan par ce point O et une des sécantes ab, le
plan Oab coupera la surface du second ordre suivant un
cercle; car cette section et la conique T', qui appartient
aussi a la surface, doivent se rencontrer en deux points,
lesquels seront nécessairement les points @ et b; d’un
autre c6té, ces deux points sont, dans le plan sécant,
les points circulaires a I'infini; la section est donc un
cercle.

SiT'on joint le centre O 4 un des sommets du triangle
pgqr, au point p par exemple, la droite Op sera un axe
de la surface; car la droite Op et le plan Ogr sont con-
jugués par rapport a la surface, puisque p est le pole de
gr par rapport a la conique I'; mais p est également le
pole de la trace gr du plan par rapport au cercle Q : la
droite Op est donc perpendiculaire au plan Ogr.

Ainsi ¢

1° Les plans cycliques sont les plans passant par un
point O, a distance finie, et les sécantes communes a la
conique T et au cercle Q.

2° Les axes sont les droites qui joignent le centre O
aux sommets du triangle pgr conjugué a la fois par rap-
port a la conique T et au cercle Q.

3° Les plans principaux sont les plans passant par le
centre O et les cdtés du triangle pgr.

Le plan principal correspondant a I'axe Op, par exem-
ple, passe par le coté gr, opposé au sommet p.
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Les droites Op, Oq, Or sont les intersections des deux

plans cycliques de chaque systéme; on voit par la que ces
plans sont respectivement perpendiculaires au plan prin-
cipal correspondant.
" Remarque. — Pour une valeur de 1 vérifiant 1'équa-
tion (4), le premier membre de I'équation (3) se réduit
au produit de deux fonctions linéaires; par conséquent
les plans cycliques pourront se déterminer en écrivant
que la fonction

Az’ + Ay +A"22 + oByz -+ 2B az + 2B zy — A (2 + y*+2%)

se réduit, pour une valeurconvenable del'indéterminée,
au produit de deux fonctions linéaires, c’'est-a-dire qu’on
a identiquement

Azt Ay - A"z 2Byz+ 2B az+ 2B zy — A (2 +-y*+2%)
= (mz +ny - pz)(mz~+ ny -+ p2);

les directions des plans cycliques s’obtiendront en éga-
lant & zéro les fonctions linéaires mx +ny +pz et
m,x —+ .y -+ py 2.

De I'identité (I) il résulte immédiatement que deux
sections circulaires d'un méme systéme sont sur une
méme sphére.

3. Ces préliminaires étant posés, passons 2 la discus-
sion de I’équation en A.

Premier cas. Les racines de l’équation en A sont
distinctes. — L’équation en 1 n’est autre que I'équation
connue sous le nom d’équation en s; si I’équation de la
surface donnée a ses coefficients réels, I’équation en 2 (4)
aura ses racines réelles, puisqu’elle détermine les sys-
témes de sécantes communes 4 deux coniques, dont une
est toujours imaginaire.
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Conservant les notations du n° 2, nous voyons que,
dans le cas actuel, la surface posséde :

Trois systémes de plans

cycliques. , . ..... . (0ab,0¢cd), (0ac,0bd), (0ad,0 bc);
Trois axes.......... Op, Oy, Or;
Trois plans principaux. Ogr, Opr, Opq.

4. Devxiine cas. L'équation en X a uneracine double.
— Dans ce cas, deux hypothéses peuvent se présenter :

1° Le systéme (3) des sécantes communes correspon-
dant a la racine double se compose de deux droites dis-
tinctes ;

2° Le systéme des sécantes communes se compose de
deux droites coincidentes.

1° Le systéme (3) des sécantes communes correspon-
dant a la racine double se compose de deux droites
distinctes.

On a alors une relation unique entre les coefficients
de ’équation de la surface donnée; mais cette relation
ne peut étre vérifiée que par des valeurs imaginaires de
ces coefficients, car elle est décomposable en la somme
de plusieurs carrés (Kummer, Journal de Crelle,
t. XXVI; Hesse, Geometrie des Raums; Baver, Jour-
nal de Crelle, t. LXXI).

La conique (T') touche le cercle imaginaire de I'infini
en un point unique p, et le coupe en deux autres points a
et b. Désignons par pq la tangente commune en p, ¢ étant
le point ou cette tangente rencontre la corde ab.

Il n'y a plus que deux systémes de sécantes communes :
le systéme (ap, bp), qui correspond a la racine double
de I’équation en }; puis le systéme (ab, pg), qui corres-
pond a la racine simple.
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Il n’y a plus que deux points qui ont méme polaire
par rapport a (I') et (Q) : ce sont les points p et g; p a
pour polaire la tangente pg, et ¢ a pour polaire une
droite pi passant par le point p.

Dans ce cas, qui correspond a une surface du second
ordre a coefficients imaginaires, on a les propriétés par-
ticuliéres suivantes :

La surface du second ordre n’a que deux systémes
de plans cycligues : le systéme (Oap, Obp), correspon-
dant & la racine double, et le systtme (Oab, Opg),
correspondant & la racine simple; le plan cyclique O pq
est un plan asy mptote (ou paralléle a un plan asym-
ptote).

La surface n’admet plus que deux axes et deux
plans principaux : U'axe Op, situé dans le plan prin-
cipal Opq, auquel il correspond, et I'axe Ogq, qui cor-
respond au plan principal Opi, pi étant la polaire du
point g. ’

Le plan Opq est & la fois un plan cyclique, un plan
princz’pal et un plan asymptote.

Exemple. — Nous citerons comme exemple la surface
P —y' =1y 25+ —1Ly =1.

L’équation en 4 est ici
)y == 1 racine simple,

fp¥—3r—1=o0

)\ = — { racine double;

les plans cycliques correspondant 4 la racine simple sont
(0ab,0pq) (z+2yy-—1— z) (ry—1- z) = o0;

I’axe Ogq, intersection de ces deux plans, a pour équa-
tions

(09) gz —= =
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le plan principal correspondant est

(Opi) ' 3z +yy—i1+z=o.

.

Les plans cycliques correspondant & la racine double
sont
[z+rv=1+2(1+y=2]]

(0ap, 02p) | ! -’
[ =< [z+y\/—1—§—z(1—\/— 2)]:0;

I’axe Op, intersection de ces deux plans, a pour équa-
tions

¥ z
(Op) r-=0, -__ =——j

v—1r !

le plan principal correspondant est

(Opg) yy—i+z=o.

On peut facilement vérifier que le plan Opg est ala fois
un plan cyclique, un plan asymptote et un plan prin-
cipal.

2° Le systéme (3) des sécantes communes, correspon-
dant & la racine double, se compose de deux droites
coincidentes.

On a, dans ce cas, deux relations entre les coefficients
de Iéquation de la surface; on les obtient en écrivant les
conditions imposées, ou, plus simplement, cn écrivant
que la fonction

Ax* Ay’ +A"22+ 2Byz+ 2B'az+ 2B 2y — A (@ + y* + 2?)

se réduit, pour une valeur convenable de I'indéter-
minée A, i un carré parfait, c'est-a-dire qu'on a iden-
tiquement

Ax*+-A'y* - A"2+2Byz+ 2B zz-+ 2B 7y — N &Py ?+3%)

II
() =(mz+ ny + p z)’.
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La conique (T'), section de la surface du second ordre
par le plan de I'infini, est alors doublement tangente au
cercle imaginaire de I'infini. Soient a, b les deux points
de contact, p le pole de la droite ab. Les deux coniques
n’ont plus que deux systémes de sécantes communes; le
systéme correspondant a la racine double se compose de
deux droites confondues avec ab; le systéme correspon-
dant a la racine simple se compose des deux tangentes
communes gp, bp. Les points qui ont méme polaire par
rapport aux deux coniques (I') et (Q) sont: le point p,
qui a pour polaire ab ; puis tous les points de ab dont
les polaires respectives passent par le point p.

Nous aurons, d’aprés cela, la proposition suivante :

La surface du second ordre n’admet plus que deux
systémes de plans cycligues : un premier systéme, cor-
respondant a la racine double, se compose de deux
plans confondus avec Oab ; le second systéme se com-
pose des deux plans distincts Oap, Obp, lesquels sont
en méme temps des plans asymptotes.

La surface posséde un premier axe Op perpendicu-
laire au plan principal correspondant Oab; puis une
infinité d’autres axes situés dans le plan Oab, O étant
le centre; les plans principaux correspondants passent
par l'axe Op.

La surface du second ordre est alors une surface de
révolution dont 'axe est Op.

5. Trowsikme cas. L'équation en } a une racine triple.
— Nous aurons a considérer, dans ce cas, les trois hypo-
theéses suivantes :

1° Le systéme (3) des sécantes communes, corres—
pondant a la racine triple, se compose de deux droites
distinctes;;
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2° Le systéme des sécantes communes se compose de
deux droites coincidentes
3° Le systéme des sécantes communes est indéter-
miné.
1° Le systéme (3) des sécantes communes, correspon-

dant a la racine triple, se compose de deux droites
distinctes.

On a alors deux relations entre les coefficients de
I'équation de la surface donnée; mais ces relations ne
peuvent étre vérifiées que par des valeurs imaginaires
de ces coefficients ; nous le démontrerons plus loin.

La conique (T') est osculatrice en p au cercle imagi-
naire de I'infini; le contact est du second ordre, et elle
rencontre le cercle en un second point a. Désignons
par pt la tangente commune. Le point p est le seul point
qui ait méme polaire par rapport aux deux coniques;
pt est cette polaire.

De la résultent les propriétés suivantes :

La surface du second ordre n’admet plus qu’'un seul
systéme de plans cycliques ; ce systéme est composé des
deux plans distincts Opt, Opas le plan Opt est en
méme temps un plan asymptote.

La surface adnet un seul axe Op, et Opt est le plan
principal correspondant; l'axe est ici situé dans le
plan principal.

Exemple. — Nous citerons comme exemple la surface

2 -2yt oz 2 xyy—2=1;
I'équation en A est ici
W—32+3r—1=0 ou (A—1)*=o0;
le systéme unique de plans cycliques est

(Opt,Opa) (r -~ 3) (zv:+y—z):o;
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I'axe Op, intersection de ces deux plans, a pour équa-
tion

r _r_z
(0p) v___—z_l_—x’

et le plan principal correspondant est
(Opt) zy—2++y—z=o0;

c’est a la fois un plan cyclique, un plan principal et un
plan asymptote.

2° Le systéme (3) des sécantes communes, corres-
pondant & la racine triple, se compose de deux droites
coincidentes.

On a alors trois relations entre les coefficients de
I'équation de la surface; mais ces relations ne peuvent
étre vérifiées, comme nous le verrons plus loin, que par
des valeurs imaginaires de ces coefficients.

La conique (I") est osculatrice en p au cercle imagi-
naire de V'infini; le contact est du troisiéme ordre ; dési-
gnons par pt la tangente commune. Tous les points de
la droite pt ont méme polaire par rapport aux deux
coniques (T') et (), et ces polaires passent par le
point p; ce sont les seuls points qui ont méme polaire.

De la résultent les propriétés suivantes :

La surface du second ordre n’admet plus qu'un seul
systeme de plans cycliques, composé de deux plans
coincidant avec le plan Opt; ce plan est en méme
temps un plan asymptote.

La surface posséde une infinité d’axes, lesquels pas-
sent par son centre et sont situés dans le plan Opt;
tous les plans principaux correspondants passent par
la droite Op, gqu'on peut regarder comme I’axe prin-
cipal.
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Nous citerons comme exemple la surface
2274y + 32+ 2y —1yz=1;
P’équation en 2 est ici
¥ —6i+12)—8=0 ou (A—2)p=:0;
le systéme unique de plans cycliques est
(0pt) (r—zv—1)=o0;

tous les axes sont dans ce plan, et ’axe principal Op a
pour équations

(0p) s=o, y—syTi=o;
les plans principaux passent tous par cette droite.

3° Le systéme (3) des sécantes communes, corres-
pondant & la racine triple, est indéterminé.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il en
soit ainsi sont

A—A'—A"=), B—=o, B'=—=o0, B"=—o;

la conique (T') se confond avec le cercle imaginaire de

Pinfini, et alors la surface du second ordre est une
sphére.

6. La discussion compléte de la question que nous
avions en vue est terminée; il ne nous reste plus qu’a
démontrer les deux assertions émises dans la premiére
et dans la seconde hypothése du troisiéme cas.

1° Lorsqu’on exprime que l'équation en A a une
racine triple et que le systéme des sécantes communes
se compose de deux droites distinctes, on obtient deux
relations entre les coefficients de I’équation de la sur-
Jace, et ces relations ne peuvent étre vérifiées que par
des valeurs imaginaires de ces coefficients.
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L’équation en 2 est
A. — ) BI/ BI

B A—) B —o,
| B B A"—1|

(4)

ou
‘ B —(A-+A A"
(4 bis) - (A’A”"—B?-- A"A — B2 4- AA’ — B"2))
l + AB*+A’B"? - A"B"*— AA'A"— 2BB'B"=o0,

et le systéme de sécantes correspondant a la valeur de 1
est

3) % (A —2)x2+ (A —2)y* + (A" — )22

. -+ 2Byz -+ 2B'zz + 2B"zy —o.
Or, si 'on pose

{ M==A + A+ A",
(5) { N=A’A"--A”A -+ AA’— B*— B'? — B™,
P = AA’A"+ 2BB'B"— AB' — A’B" — A"B",

les conditions nécessaires et suffisantes pour que 1’équa-
tion (4 bis) ait ses trois racines égales sont

M N 3P
© ITMTN
les égalités (6) équivalent évidemment & deux relations

distinctes.
Si maintenant on pose encore

a =A'A"—B, b—=AB —BB",

I
(7) S a = A’A —B?, & =AB —BB,
( all — AAI o B//,, b”: AI/BI/_ BB’,
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on constate trés-facilement les identités suivantes :

2(M:— 3N) = (A’ — A"+ (A"— A)*+ (A— A')?
+ 6(B-+ B2+ B"1);
2(N?—3MP):==(a’— a”)*+ (a"— a)+ (a—a’')?
-+ 6 (b7 -+ 62+ b"?).

| (r°)
(8)

(2°)

\

La premiére des identités (8) est évidente; pour établir
la seconde, on remarque que

___AP: bl——-a’a”, -—A'P:b”—a”a, —A”P: bl/g_aa/’

et la démonstration est alors immédiate.

On voit par la que les relations (6) ne peuvent étre
vérifiées que par des valeurs imaginaires des coefficients
A, A',..., si 'on ne veut pas établir plus de deux rela-
tions distinctes entre ces coefficients.

2° Sil’on exprime que ’équation en } a une racine
triple et que le systéme des sécantes communes se réduit
a deux droites coincidentes, on obtient trois relations
entre les coefficients de ’équation de la surface, et ces
relations ne peuvent étre verifiées que par des valeurs
imaginaires des coefficients.

Exprimons d’abord que le systéme des sécantes se ré-
duit a deux droites confondues, c’est-a-dire que le pre-
mier membre de I’équation (3) est un carré parfait; il

vient
A—) B W
"B T A3 B’
A—) B” B’
BT B T A\
B” Al— B
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Toutes ces relations seront vérifiées si 1’on a

B’'B” B”’B BB’
YW=A— =A - =A—
(9) 0 A B A B/ A B”
De la on tire
BIB// X B/IB Y BB;
A=)+ B’ A’:)\o—‘r*ﬁ,—) A= a""‘FJ
et ’équation en A devient
B!BII :
} )‘0'_)‘+ ___E__ Bll BI "
B”"B
; B” )‘0 — A+ —B—,—- B -0,
' BB’ !
B’ o —— — |
’ B Do — X+ 5 |

ou, en développant,

BB _B'B _BE
) = — (= 2V =o.
()‘ A“)[ 0 < B -+ B’ -+ BI/)] Y

Comme cette équation doit avoir une racine triple et
P
que cette racine triple est 4,, on doit avoir

(10) B?B”? + B"*B? 4 B*B'* — o.

On a donc a vérifier les relations (9) et (10), et, sil’on
ne veut pas établir plus de trois relations distinctes entre
les coefficients, il faudra nécessairement admettre des
valeurs imaginaires.

Le calenl que nous venons de faire suppose qu’aucun
des coefficients B, B, B” n’est nul; dans le cas contraire,
il faudrait reprendre la recherche des relations qui doi-
vent remplacer les relations (9), et 'on serait encore
conduit 4 la méme conclusion; la vérification est des
plus faciles.



