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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 526

( voir 1" série, t. XIX, p. 235),

Par M. C. MOREAU,
€apitaine d’Artillerie, a Constantine.
8i ’équation .
az'4 462+ 6cx?+ fdr +e=o0
a une racine double o, posons
_ (ae — 4bd + 3c*) _ B
T (ace + 2bcd — ad* — eb* — c’)’—J’.
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Démontrer les equatzans .suwantes :

M dM dM dM
amgdz 3 _ad 14l
T tTdM T 2dM 4 dM
db “de 717[ “de

(Micaaer Roserrs.)
Soient
S(a, b,¢c,d, e, x) =0
I’équation proposée, et
F(a, b,e,d,e) =1 — 271 =0
la condition pour que deux racines de cette équation
soient égales ; différentions ces deux équations, on a

fida + fidb — fldc + f} dd + fide + fidx = o,
et
F.da + Fydb + F.dc + F' dd -+ F,de = o.

Si x devient égal a la racine double «, f, s’annule et
la premiére des deux équations précédentes devient

a*da + fo*db + 6a*de + fadd + de = o.

Supposant alors successivement ¢, d, e ou d, e, a, ou e,
a, b, ou a, b, c constants a la fois, les différentielles
correspondantes s’annulent et on a les quatre systémes
suivants :

[ a‘da + fatdb=0, F,da-+ F,db=o,
4adb + 6a*dc =0, F,db -+ Fide=o,
6a*de + fadd =0, Fede + Fydd=o,
fadd + de —=o, Fydd-+F.de—o,

(1)

qui donnent, pour «,

emfra_ 3B _2F _1F
T%F, T 2F. 3F; 4F.
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Or
B B—and? F(a, b,...)
M::F:27+—JT—:27+—-T—-—,
dJ
27 —
dM_JFa 2JdaF(a'b"")__F£,.
PP 7 =73

cela montre que les dérivées partielles des fonctions F
et M sont proportionnelles et que, la valeur trouvée pour
la racine double ne contenant que leurs rapports, on peut
y remplacer ces dérivées les unes par les autres. On aura
donc enfin

dM dM dM dM

"da 3db 2dc 1 dd

db de dd de

Les raisonnements qui ont servi 4 établir les rela-
tions (1) ne sont nullement particuliers 4 I'équation du
quatriéme degré et ils sont facilement applicables a une
équation de degré quelconque, ayant un ou plusieurs
couples de racines égales.
Note. — La méme question a été résolue par M, Brocard.

——

Question 56

( voir 1** série; t. I, p. 521);

Par M. H. BROCARD.

Tutorime. — Etant donné un systéme de lignes
droites situées dans U'espace d’une maniére quelconque,
on peut mener une infinité de plans dont chacun coupe
toutes ces droites.

Par un point fixe quelconque, menons des paralléles
aux droites données ; elles détermineront un céne C d’un
certain degré.
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Si I'on considére une droite renfermée a l'intérieur
de la nappe du cdne C et partant de son sommet, il est
évident que, n’étant paralléle & aucune des génératrices
de ce cone, tout plan perpendiculaire a cette droite ren-
contrera ces génératrices et, par suite, les droites du
systéme donné, qui leur sont paralléles.

La région extérieure au céne C renfermera une in-
finité de directions de normales 4 des plans répondant
a la question; mais, par exception, quelques-uns de ces
plans pourraient étre paralléles & des droites du systéme
donné.

Question 972

( voir 2* série, t. VIII, p. 562);

Par M. GALLOIS.

Reconnattre les différentes surfaces représentées par
U’équation

-+ 2z x4+ 2z
A + b

a

+1=—o,

quand a et b prennent toutes les valeurs possibles.

Trouver le lieu des centres de ces différentes sur-
JSaces.

Indiquer les particularités relatives aux axes de coor-
données, aux sections planes.

Peut-il y avoir des sections circulaires ?

Les surfaces peuvent-elles étre de révolution?

Montrer que leur enveloppe est une surface du se-
cond ordre, lorsque le produit ab est constant.

Je mets I'équation sous forme entiére, et je suppose
que a et b ne sont jamais nuls 4 la fois. L’équation, sous
sa nouvelle forme, est

(1) br*+ay*+ayz + bzz+ 2y =o0;
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quels que soient a et b, les surfaces représentées par
cette équation sont i centre, et, de plus, origine des
coordonnées est a la fois un point et un centre de ces sur-
faces. Cette équation ne peut donc représenter que des
cones ou des variétés du cone.
Considérons les équations du centre

2bx +y + bz=o,
x—+2ay +az==0,
bx + ay—o.

Si le déterminant de ces trois équations est différent
de zéro, c'est-a-dire si I'on a 2ab (1— & — a) 2o, les
surfaces représentées par 'équation (r) sont a centre
unique, et, par suite, ne peuvent étre que des cones; je
démontrerai plus loin qu’ils sont toujours réels.

Si le déterminant est nul, c’est-a-dire si l'on a
2ab (1—b— a}=o, les surfaces représentées par I'équa-
tion (1) ne peuvent étre que des plans:je dis d’abordque
ces plans se couperont toujours; car, sil’on considére les
équations du centre, on voit que si a et b ont des valeurs
finies et différentes de zéro, la derniére équation ne peut
se réduire avec aucune des deux premiéres, puisque son
coefficient en z est nul; d’un autre c6té, la méme consé-
quence a lieu si une des valeurs, a par exemple, est finie
(ou nulle) et I'autre 6 infinie. Sil'on suppose en méme
temps @ = , b= oo , alors les deux premiéres équations
deviennent 2x +-z=0, 2y +2z=o0 et sont distinctes.
Les équations du centre ne pouvant se réduire 4 moins
de deux, on a donc toujours, quand 2ab(1 —b—a)=o,
deux plans qui se coupent, qui sont aussi toujours réels,
comme nous le verrons plus loin. Ainsi, dansle cas géné-
ral, I'équation proposée représentera des cones, et, dans
les cas particuliers ou I'on aurait, ou @ = 0, ou b = o,
ou a—+ b=1, elle représentera des plans qui se coupent.
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Pour trouver le lieu des centres de ces différentes sur-
faces, il suffit d’éliminer a et b entre les trois équations

du centre; des deux premiéres, on tire b= — 7 _,
22 + 32
T ) . .
a@ = — ————, et, remplacant dansla troisi¢me, il vient,
2y +z

pour 'équation du lieu cherché,

1 1 v
4 (2x —+—z+2_7—+—z)_o'

Le lieu se compose donc de I’ensemble des trois plans
Z =0, y=0, X+ y+z=o0. Ce dernier est perpen-
diculaire a I'intersection des plans bissecteurs des di¢dres
du triédre formé par les plans de coordonnées, et, de
plus, il passe par 'origine.

Sections par les plans de coordonnées.—Je reprends
I’équation

bx*+ay*+ayz+ bzx + xy —o.

En faisant, dans cette équation, x=o, il reste
ay(y + z) = o : le plan des zy coupe donc les surfaces
suivant deux génératrices, dont I'une est 'axe des z et
I'autre la bissectrice de I'angle de la partie positive de
P'axe des y et de la partie négative de I'axe des z.

Pour y = o, il reste bx (x +z)=o0; le plan des zx
coupe donc aussi les surfaces suivant deux génératrices.

Pour z=o0, on a bx*+ay®+ xy=o; le plan des xy
coupe les surfaces suivant deux génératrices, puisque
I'équation bx*+ ay®+ xy = o est homogéne; mais ces
génératrices peuvent exister ou ne pas exister, suivant
les valeurs de a et de 5. On peut remarquer que ces
droites seront toujours réelles, si I'on a, soit @ = o, soit
b=o.

‘L’axe des z est donc génératrice de la surface.

L’existence certaine de deux droites réelles comme
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intersection d'un des plans de coordonnées par les sur-
faces, puisque je suppose que a et b ne s’annulent pas a
la fois, démontre que les surfaces représentées par I'é-
quation proposée sont toujours des cones réels ou des
plans réels qui se coupent.

Pour déterminer la nature des sections, je coupe les
surfaces par yn plan lx+my -+ nz=o. Je puis prendre
le plan passant par l'origine, puisque, pour des plans
paralléles, on a des sections homothétiques. La projec-
tion sur le plan des zy de l'intersection sera

b(my +nz)<+lay*+layz—1bz(my +nz)
—ly(my +nz)=o,
ou
¥ (bm* + al'— Im)? + z* (bn*— bin)
—+yz(2bmn + al*—1bm—nl) = o.

Cette équation homogéne ne peut représenter que des
points, des droites qui se coupent ou des droites confon-
dues; les sections peuvent donc étre des ellipses, des
hyperboles ou des paraboles. Suivant que la quantité
(28mn—+-al*—1bm—nl)*—4 (bm*+-al*—Im) (bn*—bln)
sera négative, positive ou nulle, la courbe d’intersection
sera du genre ellipse, hyperbole ou parabole.

On peut vérifier que, quand on a soit a=o, soit b=o,
soit @ + b =1, cette quantité ne peut étre que positive
ou nulle.

Pour voir s’il y a des sections circulaires, je coupe par
une sphére x*+ y*+ z* = o, et je forme I’équation des
surfaces passant par I'intersection de cette sphére et des
surfaces représentées par I’équation proposée. Cette équa-
tion est

22(b 4+ %)+ y*(a+1)+ra? + ayz + bz +zy = 0;

j exprime que cette équation représente deux plans qui
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se coupent, c’est-a-dire qu’il y a une infinité de centres
en ligne droite. Je vais donc égaler a zéro le déterminant
des équations du centre, qui sont

2(b+Naz+y+bz=o,
r+2(a+ 1)y +az=o,
bx+ay +22z=o.
Le déterminant égalé a zéro me donne 1'équation
8 (a+2)(6+3)+2ab—2(a+))b'—2(b+1)a?— 22 =0;
Je développe, et il vient

80 +-822(a+6) + 2 (fab — b*—a*—1) 4 2ab(1—b—a)=o.

Cette équation doit avoir ses trois racines réelles, dont
une correspond a deux plans réels, les deux autres a
des plans imaginaires. On peut facilement vérifier que,
dans I'un des trois cas, a=o0, b =0, a+b—1=0,
cela a lieu; car I’équation en 1 a alors une racine nulle,
ce qui indique que les plans cherchés sont précisément
I'ensemble des plans représentés par 'équation propo-
sée. Les deux autres racines sont réelles et ont pour
2abd=\/5a’+ 56>+ fab+1

2
fier que, dans le cas général, cette équation a trois racines
réelles, il suffit d’exprimer que la plus grande des racines
de la dérivée et 4+ o« donnent des résultats de signes
contraires; car, en cherchant les racines de la dérivée,
on voit qu’elles sont toujours réelles et qu’elles sont
représentées par

« Pour véri-

expression A =

_ 4(a+6):t\/|6(a+())’——12(4ab——b‘——-a’—l).
- 2

X

L’infini donnant le signe +-, il suffit d’exprimer que
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donne le signe —; en effectuant les

3= fla+8)+V
2

réductions, on arrive i une condition toujours remplie.
Pourreconnaitresilessurfacessontderévolution, jevais
129, " 7
BB _, B'B_,, BY
B B — B’ 2
qui indiquent que les surfaces représentées par I'équa-
tion générale du second degré sont de révolution, peuvent
étre satisfaites. On suppose, toutefois, chacune des quan-
Bl BI/
B
qui arrive dans le cas ou ces quantités seraient nulles.
Ces conditions deviennent

voir si les conditions A —

tités A —

=...Z2o0. Je chercherai directement ce

b a ab
b———a — — =
2a 26 2
On aura, en supposant a et b7 o des surfaces de révo-
: ’ s I a3
lution, quand a sera égal 45, et, de plus, a — S=—733

le plan bissecteur des (yz, zx) est alors un plan de sy-
métrie.

Si, maintenant, I'une des quantités @ ou & est nulle,
on ne peut pas avoir de surfaces de révolution; car on
sait que, lorsque, dans une équation du second degré,
un seul rectangle manque, celle-ci ne peut représenter
une surface de révolution.

Enveloppe dans le cas o ab est constant. — Je

k , . . .
remplace & par - dans I'équation (1), qui devient
(2) ka4 a’y*+ a’yz + kzx+axy —o.
L’équation dérivée étant

(3) 2ay’+ 2ayz + zy =0,
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j'ai a éliminer a entre ces deux équations; de I'équa-
tion (3) je tire
. x
T T a2y +3z)
et, reportant dans I’équation (2), il vient, pour I'équation
de I'enveloppe,
bk’ (y +2)— 2y (y +2)+ 4hzx(y +3z)*=o0.
Je divise le premier membre par x (y + z) = o, ce qui
supprime les solutions x = o0, y - z = o, et il reste
bkz(r—+3)—ay+4kz(y+32)=o,
équation du second degré qui représente une surface
rapportée a son centre, qui est aussi un point de la sur-
face. Les équations du centre sont
y(4k —1)+ fkhz—=0,
z(fk—1)+ 4khz—=0o,
kx + ky +2kz=—=o.

Ces équations ne peuvent se réduire a deux que si 'on a

1
k= Z’ ou 4=—o;
donc, dans tous les autres cas, 1’équation trouvée pour
I'enveloppe représente un cdne : ce cone est alors toujours
réel, ce que I'on peut vérifier facilement sur I'équation,
au moyen de sections par les plans de coordonnées.

Question 986

(voir 2° sérle, t. IX, p. 144 );

Par M. H. LEZ.

Etant donnés, sur I’ovale de Cassini dont les foyers
sont fet g, deux points a et b, désignons par « et {3 les
points o les normales en a et b coupent U'axe de la
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courbe qui renferme les foyers, et par i le point ot cet
axe est coupé par la perpendiculaire élevée sur le milieu
du segment ab, démontrer la relation

1
iBda ig i
(Licuenre.)

On sait que le lieu des points, tels que le produit de
leurs distances a deux points fixes f, g soit constant,
est représenté par I’équation

yit+2(e2 + 22y 4+ 28 — 2622 —at — ¢,
d’ou
y=—(c*+ 2*) = Va* + fer 2,
et que, si I’on prend a* > 2¢*, on obtient ce qu’on ap-
pelle particuliérement I'ovale de Cassini. Or I'équation
générale d’'une normale & la courbe étant
’

Y — g 2r(®7)

S (x,7)

I’équation de la normale au point a sera

(X — =x),

v _ (24 ")

—_ —
Y Yy = z (xllz+yllz+ (.‘7) (.7: z! )’
et celle du point &
! /2 2 2
y_y,:y(x +y +c)(x_x,).

z (xlz -+ ylz —_— cz)
En faisant y = o0, on aura les abscisses de leurs points
de rencontre avec 1'axe des x, ou

2ctz” . actx

Oa:x—————"’+y”’+c’ et o@:x————,z+y,z+czi

de plus, la perpendiculaire élevée sur le milieu de ab étant

o
2y —y — y'=— ;—,,—_ir,(zx—x’——z”),
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si 'on fait y = o, on aura

oi = J,II,___ y/2+xl/, 2
= .
2(z" — z')

Pour simplifier les calculs, remplagant y"* et y"* par
leurs valeurs tirées de I'équation générale, il vient

2.0t z” actx’
od — ——=——— et Op:——__.——_—_——___’
\/a‘—{— 4‘1‘.”':01 “al_*_ 41.120:
et
. \/al+ et — \/a6+ 4'_.11./3
ol — .
2(z" — z')
Mais
DY "o 4 2 o2/ L 2 /2
if = + oi = c(x z') + Ja'+ 4 Va 40.2:,

2(z" — z')

oc{r” — z') — Va'+ fcrx" + \/a‘—l- ferx'’?

ig—c¢— ol =
5 2 (2 — ’

z')
par suite, aprés avoir réduit au méme dénominateur, on
trouve

1 (.z‘"——.r')[— se(x’ — &) —Va'+ iz’ + a' + ferx?
—_= )

if ferx"d+ a'— Ja'+ fer 2" \Jat + [
1 (=2 [—2c(x"—.1:’)—— Va‘+ "t + Ja* + fcra’? ||
ig ferz’d +at— \a'+- fFa” \Ja' + {2 ’

de méme, on a

fez"x' + a'— \a'+ G a" \Jat + et
S — ) Ve fee

ferx"z'+ a'— Ja'+ [ x" Ja' 4 fcrx?
P ey P

1 2(z" —z') \/n‘+4c’.7:”’

i ’
@t ferz" 2 + at— \Ja' 4 [tz at + fra'?
2(2"—x') \[at & et

I
B [zt + a'— va'+ fcrx™ \/a‘+4c’x”.

al = 0 — oa—

’

iB=o03— oi =

d’ou
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Sous cette forme, on a quatre expressions fraction-

naires de méme dénominateur, ce qui permet de voir
facilement qu’on peut écrire

T 1 1 I

B g
22" — ) ( @' + 4ozt — a'+ [z

T 42”2 + at— Ja' + foz? Ja'+ feid

Remarque. — Quand a'= jc*, on a pour résultat

(2" — 2y (et 2 — Jo+ =)
c(2”a' + et — Yer o 27 Jo' ")

Questiorn. 1009

(voir 2* série, t IX, p. 480);

Par M. MORET-BLANC.

On donne une infinité de cercles tangents en un
méme point; si deux droites tournent autour de ce
point, de maniére a faire, avec la ligne des centres,
des angles dont la somme soit constante, les circonfé-
rences décrites sur les cordes de ces cercles comme dia-
métres, étant prises deux & deux, ont méme axe radical.

(Caapu.)

Supposons d’abord que I'une des deux droites coin-
cide avec la ligne des centres, la seconde faisant avec
celle-ci un angle égal & la somme donnée. Soient OA et
OB les cordes interceptées dans I'une quelconque des cir-
conférences du systéme. Les cercles décrits sur OA et
OB comme diamétres ont évidemment pour axe radi-
cal OB. '

Soient OA’ et OB un autre couple de cordes; puisque,

Ann. de Mathémat., 2@ série, t. XII. (Octobre 1873.) 29
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AQA’+ AOB'= AOB, il en résulte

AOA’=BOB’;

A'B’ est paralléle & ABj il en est de méme de la droite
qui joint les milieux des cordes OA’ et OB'.

Donc les deux circonférences décrites sur OA’ et OB/,
comme diamétres, ont pour axe radical la perpendiculaire
abaissée du point commun O sur la ligne AB, c’est-a-
dire la ligne OB; donc, etc.

Note., — La méme question a été résolue par MM. Brocard et Callan-
dreau.

Question 1001

(voir 2° série, t. IX, p. 431);
Par M. O. CALLANDREAU.
a et m etant des entiers,

(a*+ a)[(a + 1)"*—a™"] . m(a*+ a)[(a + 1)"' — a™1]
m—1 (m—r1)[(a +1)"— am)

ne sont pas 'un la m*" puissance d’un entier, I’autre
un entier.

Je développe la premiére expression, ce qui n’ofire
aucune difficulté; je trouve

o g M=) = 2

1.2.3 1.2.3.4

m a
—+ a? )
m —1 m—1

am34-,.,

ce qui est supérieur & a™ et inférieur 4 (a—+1)", les
termes de (a + 1)™ étant respectivement plus grands que
les correspondants de la proposée. Il suit de 1a que la
premiére expression n'est pas la m®™ puissance d'un
entier.
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Quant 4 la seconde expression, si son numérateur était
divisible par (a 4 1)™— a™, ce nombre étant premier
avec a et a -1, avec (@ +1)"'— a™!, car un fac-
teur de (@ + 1)™— a™ qui diviserait (@ + 1) — a™!
devrait diviser (a+1)[(a+ 1)*~* —a™~'] ou
(@ +1)"— a™—a™*, par suite a et eufin (@ + 1), ce
qui est impossible, ce nombre, dis-je, devrait diviser m;
mais m est toujours plus petit. Donc, eic.

Note. — La méme question a été résolve par MM. Moret-Blanc.

Ques:ion 1006

(vois 2° série, t. IZ, p. 472);

Par M. MORET-BLANC.

L'aire de la courbe, lieu du centre d’une ellipse qui
roule sans glisser sur une droite fixe, est la moyenne
arithmétique entre les aires des cercles décrits sur les
axes comme diaméires. (H. Brocarn.)

Prenons la droite fixe pour axe des abscisses de la
courbe lieu des centres, et, pour position initiale de I'el-
lipse, celle ou le point de contact est & I'extrémité du
demi-petit axe OB.

Soient

a’y? + b x? = a*b?
I’équation de T'ellipse rapportée & son centre et a ses
axes; M un point de la courbe pris dans le premier
quart, a partir de B; s 'arc BM; OP = p la perpen-
diculaire abaissée du centre sur la tangente en M, et
Pangle BOM = ¢.

Appelons encore e 'excentricité de l'ellipse, £ et n les
coordonnées de la courbe lieu des centres, I'origine
étant en B, et A l'aire comprise entre la courbe, I'axe

29.
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des £ et les deux ordonnées extrémes, quand D'ellipse
fait un demi-tour.

On a
dA —ndg,

E—s—PM, di—=ds— dPM, n=p,
z=asing, y = bcosp=a\/1— ¢ cosy,
d’ou
ds = a \/1 — e*sin’¢dy,
a?b? . ab _ a\/-x_——e-:‘

T Jaly £ bzt \Jaicos'g+ bisinte Vl — e’sm’q:

J— in2 2

PM = r’—— ,)7: a’g‘w

1—¢e*sin’y
sing cos

PM —aet — 0 2% |
1—é’sin’g

dPM — e [cos’cp — sin?g 4 ¢*sin’p cos?’y ],

V1 — é*sin’yp (1—e¢ sin’?)%

— 4 g1n2 —sin2
e s

1—ée?

=a? \/I——— e? (c’sin’? -+ _x—:—g’—;m—’q) dp =dA,

T

A _— 2. —e
~.:a’\/x-—e‘f (e’sm’y—!—# dy
2 o 1 — é’sing
__u"\/l—-e’ —e’-%— 1—e de |-
| sm2

Dans cette derniére intégration, on peut remplacer

sin’¢ par cos’¢; car, entre o et ¢, sing et cosg passent,
en sens inverse, par les mémes valeurs,

d? 1 dz? + I dq;
1—etcos’e 2 ) 1+ecosp 2] 1—ecosy



(1453)

Or
do I e - cosg
= arc cos -———— 3
1+ ecosy Vi—e 1 — €cosg
d Pqs
f —_¢en déduit en changant e en — e; donc
1— €cosg
d 1 cosp — e
— 2 — .1 arccos —2 2,
I— ecosg | — et I-+ecosg

. » . ’ T ’ . b
Ces lntegrales, prises entre zero et 3’ se réduisent a

1 1
————arccose et — arc cos(— e);
yi—e I — e?

T
2 dy + dy
o I+L’COS? I—ECOS?

= ———[arc cose -+ arccos(— e)] = T,
Vi—e? Vi—e

et

el

21 — e?)d —
f A=)y = s,
o 2

1—e’sin’y

r S
= 12{ a*(1 — e?) + 7 a‘e\1 — ¢,

N

™ — n be?
A=ra(1— &)+ - a1 — e =nb*+ = —.
2 2 a
Cette aire serait égale a celle de I’énoncé si, dans le

. —s b
second terme, ne se trouvait pas le facteur \/1—e* = =3

on voit qu’elle est un peu plus petite que I'aire indiquée.

Note, — La méme question a été résolue par M. A, Morel.
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Question 1011

( voir 2* série, t. IX, p. 480);

Par M. O. CALLANDREATU.

On donne un tétraédre conjugué & une surface du
second degré. Si U'on désigne par1 l'indice du centre
d’une sphére inscrite au tétraédre (par rapport a la
surface) et par R le rayon de cette sphére, I’ expression

I . o
G @ la méme waleur pour toutes les sphéres inscrites.
(H. Fause.)
Soit
ALzl A, al+ A2+ A2t =0

I'équation de la surface rapportée au tétraédre conjugué;
I'indice du centre de la sphére sera (2° série, t. IX,
p. 38)

£la).

f(B)

les & représentant les coordonnées du centre de la sphére,

les B celles du centre de la surface. Les coordonnées du
centre de la sphére sont

I=—

R, R, R, R;
substituant et divisant par R?, on obtient, pour I'expres-
sion de R

R 7(8)

Les indices des sommets du tétraédre sont respectivement
égaux a

1 . A+ Ay, + A +A .

L= AuAlyAwhi g Ak Ak

7(B) iD) ) DK
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hy, hsy ks, h, désignant les distances des sommets 1,

e, 3o . .
2, 3, 4 aux faces opposées; Y devient par la

L L, 5L L
BRI R
Jyy 0sy Js, O étant les distances du centre de la surface

aux faces opposées aux sommets 1, 2, 3, 4 (2°série, t. IX,

p- 320),

kl h: Ila ll‘
L=—y L=—— I, —=— — I =— —;
1 3, b 2 317 3 ? 4 8‘ 9
la somme cherchée est donc égale & la somme des in-
verses des indices des faces du tétraédre conjugué. Or
cette somme est constante (2° série, t. IX, p. 4og);
donc, etc.

Question 995

(voir 2° série, t. IX, p. 288);

Par M. H. LEZ, 4 Lorrez.

Orn donne un triangle ABC et une ellipse qui a pour
Joyers les deux points B, C; trouver le lieu des seconds
Soyers des ellipses inscrites au triangle ABC et dont un
Soyer est sur Uellipse donnée. (Lemorne.)

On sait que, étant données trois tangentes et un foyer F
d’une conique, on peut, en général, trouver 'autre. Il
suffit, pour cela, d’abaisser du foyer F des perpendicu-
laires sur chacune des tangentes et de les prolonger d’une
longueur égale 2 elles-mémes ; le centre du cercle direc-
teur, passant par les trois points ainsi obtenus, est le se-
cond foyer cherché, et son rayon égale le grand axe de la
conique.
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Cette remarque faite, si, d’'un point mobile M qui suit
le périmétre de I'ellipse donnée ayant son centre en O,
on abaisse des perpendiculaires sur chacun des cétés du
triangle AFF’ et qu’on les prolonge d’une longueur égale
a elles-mémes, le centre M’ du cercle variable, passant
par les trois points R, S, T ainsi obtenus, décrira la
courbe dont le lieu demandé fait partie.

Soient donc OF = OF/=c¢, m et n les coordonnées
du sommet A du triangle et , 0 celles.du point M.

L’équation de AL’ sera

cy+nr—mx—0111:0,
et celle de AF
¢y —ny -+ mx — cm = o.

La perpendiculaire MS, abaissée du point M sur AF, sera
représentée par

(r—9)m=(c—n)(x—1q);
de méme on aura, pour la perpendiculaire a AF’,
(r —8)m={(c+ n)(y— ).

A T'aide de ces équations, on trouve, pour les coor-
données du point R’ d'intersection,

y(rn+clP4-(n+cymd—cm?
xT =
(n—c)*+ m?

’

m(ny +cy + md -+ cn + ¢*)
(7 4+c)*+ m?

y= ’

et, pour celles du point S/,

7(n =)ot (n—e)md+ o
(n— )+ m? ’

xr —

m(ny —cy+md —cn + c?)
(r—c)?+m?

y:
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Par suite, les coordonnées des points R et S sont

_q(rn+cP+2(n+c)md —aem?— m"y’
- (r+c)+ m?
__2mny+2mey+2¢m—+ 2cmn+m'd —3 (n+c)?
y= (r =+ €)*+ m? ’
y(rn—c)+2(n—c)md + 2em* — m*y
(r—c) 4+ m ’

X =

. 2m117——-2mr."y+2c’m—2cn’m+m’3—3(n——6)’.
- (r— )+ m? ?

de plus, le coeflicient angulaire de TS est égal a

mo ~+ny —cy —cn—+c?
(rn—¢)d + mc— my

et celui de RS est

mé +ny —+cy+cn—+c?
(n-}—c)c?-——mr-—my

Avec ces données, on trouve, aprés réductions faites,
que les équations des perpendiculaires élevées sur le
milieu de TS et de TR sont
(1) (*—cn—cy—+ny+md)y=(ym—mec—38nrn+dc)(z—c)

et
(2) (*+cn—+cy+ny+md) y=(ym—+ mec—dn—dc)(z+c).

Ces perpendiculaires passent donc par les foyers F, F/;
leur rencontre détermine le centre M’ du cercle circon-
scrit au triangle RST.

Maintenant, pour avoirlacourbe décrite parlepointM’,
il suffit d’éliminer les variables y, & entre Iéquation de
Pellipse

b '+ a2 =a?b* ou by + (b4 ¢?) 3 =b*(b* + ¢?)

et les équations (1) et (2).
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Or celles-ci donnent, en faisant
E+npnx+my—=A, mx—ny=D,
c(n+2)=B, e(m—y)=E,
_ (D—E)(A+B)+(D+E)(A—B)_ c(AD —BE)
~— “(D—E)(A+B)—(D+E)(A—B) BD—AE ’
S ae (D'—E)(D+E) (D —E)
~ " (D—E)(A+B)—(D+E)(A—B)  BD—AE’

par suite,

b2 (AD—BE)2~+¢* (¢+b?) (D*—E?)'—b? (c*-+ 57) (BD—AE)=o

ou

¢*(D+E)(D—E)[4*(A-+B)(A—B)-+(c*+ 5?) (D+E)(D—E)]
— b*(BD — AE)»=0

sera I’équation cherchée, o il n’y a plus qu’a remplacer
A, B, D, E par leurs valeurs.

Elle est du quatriéme degré; elle représente une courbe
composée de deux branches passant par les foyers F, F’,
I'une qui, en s’ouvrant, s’étend indéfiniment au-dessous
del’axe des X, I’autre qui se replie, se croise au sommet A
et, en s’écartant, s’allonge indéfiniment. Inutile de dire
que le segment de la premiére branche, compris dans le

triangle entre les foyers F, ¥/, répond directement a la
question.

Remarque. — Dans le cas ou le foyer M suivrait un

cercle ayant pour centrel’origine O et pour rayon OF=c,
I’équation du lieu serait

¢*(AD — BE)* 4 ¢3(D* — E?)* — ¢?(BD — AE)* =0
ou
(D+E)(D—E)[(A+B)(A—B)+(D+E)(D—E)]=o.

Comme on le voit, elle se décompose en deux facteurs,
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dont 'un estle produit des équations des cotés du triangle
et dont I'autre représente un cercle passant par les foyers,
ou

(m:+ n?— c’)x’—!- (m’—!— n’——c’)_y’+4c’m r::c’(m’—}-n’-—c’).

Question 1029

(voir 2* série, t. X, p. 240);

Par M. A. PELLISSIER.

Les extrémités A et B d’une longueur constante AB
se meuvent sur les cotés d’un angle droit fixe AOB:
trouver U'enveloppe de la perpendiculaire BM & AB,
calculer la position des points de rebroussement et me-
ner les tangentes en ces points. (Brocarp.)

Soit ¢ I'angle variable de la droite BM avec I’axe des x';
si I'on fait AB =/, cette droite a pour équation

¥ cosg — x sing = / cos?yp,
ou encore

lcos2p — 2y cosp - 2z sing + I =—o.

Posons cosg + /—1sing = t; elle devient

1 1 — 1
12(124—1—2)—2}' (t—!—';)-——'lx\/——l (t—;—)—{-—zl:o,

ou
it —o(y+ay—1)f+2ir—a(y —zy=i1)t+I=o0.

Cette équation étant du quatriéme degré en ¢, on voit
déja que l'enveloppe est une courbe de la quatriéme
classe, puisqu’on pourra, en général, lui mener quatre
tangentes par un point donné. D’ailleurs ’équation de
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cette enveloppe s’obtiendra en égalant & zéro le diseri-
minant du premier membre de I'équation considéré
comme fonction de £; mais on sait que, pour une forme
du quatriéme degré,

(ay b, ¢, d, e}z, y),
le discriminant A est donné par la formule
A=8—27T7
ou S et T sont les deux invariants de la forme, c’est-
a-dire

S = ae — 4bd + 3¢,
b ¢
T=1|b ¢ d| =ace+2bcd—ad?>— eb*— ¢,
c d e

Dans le cas actuel, nous avons

§ =340 —3 (=2 +27),
T=451(81*— g+ 182%).

L’équation de I'enveloppe sera donc
(422 =3 (2 + )P = 1(81"— gr*+1822);

c’est donc une courbe du sixiéme ordre. L’origine est un
point double, et, comme il y a une seule tangente x = o
en ce point, c’est un rebroussement. On a un rebrousse-
ment symétrique au-dessous de Ox.

Il y a guatre autres points de rebroussement a l'inter-
section du cercle

24y =310
et de 'hyperbole
182" — gy*+ 817 =o.

On voit trés-facilement que la courbe en ces points a
mémes tangentes que ’hyperbole.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc, Gambey
et Lez.
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Question 1022.

( voir 2* série, t. X, p. 192);

Par M. A. PELLISSIER.

Démontrer que, en un point quelconque d'une spi-
rale équiangle, la conique osculatrice est une ellipse et
que le point de contact est & Uextrémité de U'un des
diamétres conjugués égaux de Uellipse, et la tangente
de Uangle de ces diamétres est égale & trois fois la tan-
gente de l’angle de la spirale.

(A. Wirworrn.)

1. Si, parallélement & la tangente d’'une courbe et a
une distance infiniment petite, on méne une corde, la
limite des positions de la droite qui joint le point de con-
tact au milieu de cette corde est une ligne que M. Transon
a nommée axe de déviation (Journal de Liouyille, 1841).
Cette ligne fait, en général, avec la normale un angle
fini @ (angle de déviation), dont la tangente trigonomé-
trique est donnée par la formule

tang o« = 14R ’
3 ds
ou R est le rayon de courbure et s I'arc de la courbe con-
sidérée (P. Serrer, Des Méthodes en Géométrie, p.98).
Lorsque la courbe est une conique, il est clair que
I’axe de déviation en un point n’est autre que le diamétre
qui passe par ce point.

2. Considérons une conique ayant avec la courbe don-
née un contact du troisiéme ordre; 'axe de déviation
sera alors le méme pour les deux courbes au point de
contact; ce quon peut aussi exprimer en disant que
toutes les coniques qui ont en ce point un contact du
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troisi¢me ordre avec la courbe donnée ont leurs centres
sur une ligne droite (I’axe de déviation). Si nous pre-
nons sur la courbe un point infiniment voisin du pre-
mier, 'axe de déviation en ce point rencontrera le pre-
mier en un point, et, a la limite, quand les points voisins
de la courbe se confondront, ce point de rencontre pourra
s’appeler le centre de déviation. D’aprés ce que nous
venons de dire, on voit que c’est le centre de la conique
ayant avec la courbe, au point considéré, un contact du
quatriéme ordre, c’est-a-dire de la conique osculatrice.
Ainsi la conique osculatrice en un point d’une courbe
de degré quelconque est déterminée par les conditions
suivantes : elle a son centre au centre de déviation; elle
touche la courbe au point donné, et elle a en ce point
méme courbure.

3. L’application de ces principes au cas de la spirale
équiangle conduit facilement a la solution de la ques-
tion. Soit donc

p=ace™
I’équation de cette courbe en coordonnées polaires; par
des formules connues, on a

ds = Vg g = Y !

ds O
R:Zw—: Vm*+1p, dou dR=ym’+ 1dp.

Par conséquent,
1dR__1 m
3ds ™ 3

3

tanga —

L’angle de déviation est donc constant.

Prenons deux points M, M’ infiniment voisins sur la
courbe; soient Mc, M'c les normales et Md, M'd les
axes de déviation en ces points; si nous faisons passer
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un cercle par les points M, M/, ¢, il passera aussi par le
point d, puisque les angles dM¢, dM’c sont égaux tous
deux & a. Cela sera encore vrai i la limite, quand le
point M’ viendra se confondre avec le point M; mais
alors ¢ et d deviennent respectivement le centre de cour-
bure C et le centre de déviation D en M, et le cercle
MM'cd devient le cercle décrit sur le rayon de cour-
bure MC comme diamétre. Pour obtenir le point D, il
suffira donc de décrire sur MC une circonférence et de
mener MD faisant avec MC I'angle «; le point de ren-
contre D avec la circonférence sera le point cherché.

En résumé, la conique osculatrice a son centre en D ;
elle est tangente 4 MT (tangente de la spirale), et elle a
au point M un rayon de courbure égal a MC.

Abaissons DP perpendiculaire sur MT'; CD étant per-
pendiculaire sur MD, nous avons deux triangles rectan-

gles CMD et PMD qui donnent
MD CM

DP MDD
Appelons a'’ le diamétre DM de la conique, 4’ son con-
jugué, p la perpendiculaire DP abaissée du centre sur la
tangente et R le rayon de courbure MCj; I'égalité pré-
cédente deviendra alors
’
-a———_:EI ou a*=pR.
4 a
D’ailleurs, par une propriété bien connue, nous avons

aussi
”

R=— ou &?2=pR.
P P

On doit donc avoir &’ = &/, ce qui montre que la conique
osculatrice est une ellipse et que le point de contact est
a Pextrémité d’un des diamétres conjugués égaux.
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Il reste a faire voir que la tangente de I'angle de ces
diamétres est égale i trois fois la tangente de 'angle de
la spirale. Appelant V ce dernier angle, on a

do 1

tangV —=p d_p = P
L’angle ¢ des diamétres conjugués égaux est égal a I’an-
gle DMP du diamétre DM avec la tangente MT, c’est-
a-dire qu’il est complémentaire de 1'angle de déviation a.

Par suite,
3
tange — cotaw — —
g m
Donc enfin
tange — 3 tangV. c. Q. F. D,

Questior: 1034

(volr 2* série, t. X, p.336),

Par M. E. PELLET.

Or prend sur une surface du second degré une sec-
tion plane quelconque; cette courbe peut étre prise pour
la focale d’une surface nouvelle passant par U’une ou
Uautre des focales de la premiére. (DarBoux.)

Ce théoréme peut se généraliser et s’énoncer ainsi :

On prend sur une surface du second degré une sec-
tion plane quelconque; cette courbe peut étre prise pour
la focale d’une surface nouvelle circonscrite & une quel-
conque des surfaces du second degré homofocales a la
premiére.

Je rappellerai d’abord quelques formules. Soit

z’ yi zl
) atEtaTI=e

I'équation d’une surface du secord degré. L'équation du
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cone circonscrit i cette surface et ayant pour sommet le
point x, ¥,, 2, peut se mettre sous la forme

x? r? z? 1 [zx, e 22, 2
— == 5= ~~——— | — A, —_—1) =
—t+tEta 7 (a2 +57 5 o,

en posant

Si 'on rapporte le cone a ses axes principaux pris pour
axes des X, Y, Z, cette équation deviendra

S X2+ 8,Y2+S,Z* —=o,

Sy, S, Ss étant les racines de I’équation

3 I 2 2 2
S""f—fW[azb?—‘—b 24 c’a
— (b +et) —yi o+ at)—zi(al+ b7)]S?

1
+f__—a262c2 (2} +yi+2; —a*— b>*—c*) S + o.
0

I —

foatbrer ™
. .ZJ yﬂ z2

D’autre part, soit —I1=o0,

part, a’—u+b’—u+c’—-u ’

ou u est un parameétre variable, 'équation générale des
surfaces homofocales a la surface (1). La valeur du para-
métre u pour les surfaces homofocales a (1) qui passent
par le point (x,, ¥, 2,) est donnée par I’équation

2 2 2
.2'“ -yl) zO

- -+ —
a?— u b*—u ct—u

—1=o,

ou, eu développant,
w4 (2 yitzp—al— b —ct)u
—+ [a*b* + b*c* + c*a?
— zi (b4 ) —yi(c?+ a?)— 2z} (a* -+ b?)]u
+ foa*bret = o.
On voit immédiatement que les racines de 1’équation
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XII. (Octobre 18;3.) 30
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en S sont les inverses des racines de ’équation en u; et,
en désignant celles-ci par u,, u,, uy, on peut poser

S, ——~, §—21, §=->".
u

En outre, les équations de I’axe des X, dans le premier
systéme d’axes coordonnés, sont
T—Zy  y—Yy__ Z—2
= == ’
Ly Yo Z,
a®—u, b — u, c?—u,

et l'on aura les équations de I'axe des Y et celles de 'axe
des Z en changeant, dans celles-ci, u, en u, ou en u;.
Cela posé, soient
x? ’,7 z?

(1) aTE T aT=o

Péquation de la premiére surface,

x? y! z?
2 S+ g —1=0
() atETa
I'équation de la seconde homofocale a la premiére, a?,
b?, ¢? représentant a*—u, b*—u, c*—u respectivement.
Si l'on représente par x,, y,, 2, les coordonnées du centre

de la section plane, ’équation de son plan pourra s’écrire

.1.‘0(.2‘——-.7‘,,\ J’o(]’— 0) zn(z_zo
(3) mlEoml 2lron) wloan)

Considérons les surfaces représentées par les équations

z2 y 2 2?

Ay Rl oIy ey BTy Ay

—1=o0,

‘1.2 2 z?

dhen T ey T am

{2")

\

=0,
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fodésignant toujours la quanme + 5 + =! —1. Elles
forment un systéme homothethue au systéme des sur-
faces (1) et (2); de plus, la surface (1’) passe par le
point (x, o, 2,), €t son plan tangent en ce point est le
plan (3).

Le céne ayant pour sommet le point (x, y,, 2,) et cir-
conscrit 3 la surface (2') a pour équation

4 x? 4 ]” + 22 _
(4 al(fo+1)  bi(fot1)  ci(fi+1)
-F < el vl -1\22 o
Fo\ai(fo+1)  bi(fi+1)  ci(fo+1) J; ’
ou

2 2
z; r: L %

T @) B (frn) ElhrD)

Si I'on rapporte le cone (4) & ses axes principaux pris
pour axes des X, Y, Z, son équation devient

X2 + Y? VA4
U, U, U,
Uy, U,, Us étant les racines de I'équation
x b z,
t —+ — 1= 0.
@ fir) =0 U(f1) 0 a(firn)—0 ' °

Sil'on ajoute aux premiers membres des équations (1)

et (2') la quantité f.,+ —+ 1, les nouvelles équations

représenteront les surfaces (1) et (2). Sil'on ajoute la
méme quantité au premier membre de ’équation (4), on
obtient la surface

( x? r? 22 1

o) TR T AT A

(5)

1 Ty JYo 22y 2
—_— ey —1) =
F.(af(fo+l) BiJor1) (S 1) ') »
300
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qui a pour équation, dans le systéme des X, Y, Z,

(5") x,—!—Y’—!—z’ L

— — e ———— I=o0.

U. U: U3 70 =1
Cette surface, d’aprés I’équation (5), est circonscrite & la
surface (1), et la courbe de contact est située dans le plan

X, Yo 22y
@ for ) B hrn) T

— 1= 0.

Deux des axes des X, Y, Z sont dirigés suivant les axes de
la conique intersection de la surface (1) avec le plan (3).
Nous les prendrons pour axes des X et des Y. Le plan (3)
a alors pour équation, dans le second systéme d’axes
coordonnés,

(3) Z=o.

De plus, il est clair que la racine U de I’équation en U
est égale & — u (f,+ 1), puisque la surface qui corres-
pond a cette racine est la surface (1').
L’équation (5') peut s’écrire
Xz Y z:

-+ -+ —1=o0.
/. % 5T

—_— —_ — U,

. Ly L
Jo1 fo— 1 3]0“1

La conique focale de la surface qu’elle représente, située
dans le plan Z =o0, qui est le plan (3), a donc pour
équation

2 2
(2) X - - Y y; —1="0 avec Z=—o.
—-U,) L — A
G=0)7== (=0

Je dis que cette conique coincide avec I’intersection
de la surface (1) avec le plan (3). D’abord les axes ont
méme direction : il suffit donc de démontrer qu’ils sont
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égaux en grandeur. A cet effet, posons
U;;—Ul"-:U'l, Ua-U::U’z;

U, et U, sont les racines, autres que zéro, de 1'équation
z, X %,

r + ! + 2 ’

a'(fo+1)+U = b (fi+1)+U * e(fo+1)+T

—I=o0,

que I’on obtient en remplagant, dans ’équation en U,
U par Uy —U=—u(fo+1) — U, clest-a-dire les
racines de I'équation

~

2 2
To Jo %o

@ b? c?
—_— = 0.

@(fo+1)+U + b fi+1)+ U + a(fi+1)+U

On voit donc que
U r
— U] —_ U?
Jot1 Sot1
sont les carrés des axes de la conique intersection de la
surface (1) par le plan

?

(6) Ty yny+ %2

a? b? P

paralléle au plan (3). Les plans (3) et (6) donnent pour
intersection, avec la surface (1), des coniques homothé-
tiques, et le carré du rapport d’homothétie, facile a cal-
culer, est — f;; de sorte que les axes de la conique,
intersection de (1) et (3), sont
So-1 Sot+1

Cette conique coincide donc avec celle représentée par
les équations (). C. Q. F. D.

En faisant tendre u vers I'une des quantités a*, 5%, c?,
on a la proposition de M. Darboux.
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Question 1037

(volr 2°* sérle, t. XI, p. 95);
Par M. T. DOUCET,

Professeur au lycée de Lyon.

En un point M d’un tore, on méne une droite MT ,
située dans le plan tangent. Soient a et b les points ot
cette droite coupe la surface; menons les deux sphéres
qui, passant par M, touchent la surface aux points a
et b; désignons par o. et (3 les centres de ces sphéres et
par 1le point milieu du segment «f3.

Cela posé, si, par le point M, nous menons une droite
paralléle a la droite qui joint le point 1 au centre du
iore, dirigée dans le méme sens ct de longueur double,
le point extréme de cette droite est le centre de courbure
de la section faite dans le tore par le plan normal
passant par MT. (LAcuErrE.)

Soient O le centre du tore; A celui de la circonférence
méridienne, a laquelle appartientle point M ; N I'inter-
section de la droite AM et de 1'axe de révolution. Les
points A et N sont les centres de courbure des sections
principales du tore en M. .

Posons MA =R, OA = a, MOA = A. Les rayons de
courbure principaux, dont les directions sont opposées

pour tout point de la nappe intérieure du tore, sont R et
a

cos )

Si P'on désigne par w l'inclinaison de MT sur la tan-
gente en M au paralléle de ce point et par p le rayon de
courbure de la section normale, dont le plan est conduit
suivant MT, on a, d’aprés le théoréme d’Euler,

.

1 sin?e cos?w
o= — s
£ R a

cos)
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d’Ofl R .
R(a — R cos))
(1) :asin’m—l{cos).:'

la direction positive est MA.

Rapportons le tore a trois axes rectangulaires OX,
O0Y, OZ, en prenant pour OZ I'axe de révolution et pour
plan des ZY le méridien du point M. L’équation de la
surface sera

(2) (X2+Y+-Z'+a*—R?)— fa?(X?+-Y?) =0,

Pour la rapporter 4 un autre systéme rectangulaire M,
My, Mz, en prenant pour Mz la normale en M et
conservant pour plan des zy le méridien de ce point,
on a les formules de transformation

X=ux,
(3) Y =2a + ysink —(z -+ R) cos),
Z = y cosh — (z -+- R) sin}.

Faisons z = o dans ces expressions de X, Y et Z, et
substituons-les dans I’équation (2), nous aurons la sec-
tion du tore par son plan tangent. L’équation polaire,
rapportée au pdle M et a la tangente au paralléle prise
pour axe, sera

(4) - 4arsinesin) +- fa(asin’e — R cos)) = o.

Les deux racines ry et ry de cette équation, pour la valeur
de w qui convient 3 MT, correspondent aux points a et.
b, ou cette tangente coupe le tore.

L’équation d'une sphére, passant par le point M et
rapportée au second systéme d’axes, est

22+ y - P—2mx — 20,y —2p12 =0,

my, ny, py désignant les coordonnées de son centre ., Si
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Ion écrit qu’ellg passe aussi au point @, on a

(5) —;1 = m, cosw —+ 7, Sinw.

Exprimons maintenant que le point « est situé sur la
normale en a, 4 la surface du tore.

Par rapport aux premiers axes, la normale en un point
X', Y/, Z' a les équations suivantes, dans lesquelles on a
Pposé, pour abréger,

X2+ Y2+ 72— a*— R*=1¢?,
X—X Y-Y & Z-Z
X' - Y’ - 2+ 2a? VA

Si I'on élimine z entre les deux derniéres des équa-
tions (3), on a

(6) Ysind + Zcos) = asin} 4 y.

Pour le point «, appartenant  la normale, on a, d’aprés
les équations de cette droite,

X £+ 2a X—X'
Y:TY', Z:ZI+Z,—’t—2— T'
Faisons, dans ces valeurs de Y el de Z,

X =m, X =rcoso,
Y = a + r,sine sin\ — R cos}, Z'=—r sinwcosl + Rsin),

= r? + 2a(rsine sin\ — R cos}),

et substituons, dans I’équation (6), ou il faut faire, en
outre, y = ny. L’équation obtenue, combinée avec (5),
donne

R cosw cos)

my = ;
4] . .
— - sinw sinl
2a

.
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on aurait de méme, pour I'x du point f3,
R cosw cos)
my;— -;—-———- .

—L 4 sinew sin)

2a
On voit, en se reportant a I'équation (4), que la somme
des dénominateurs est nulle; donc

m; -+ my;— 0.

L’équation (5) en ry, m,, n,, ajoutée & 'équation ana-
logue en ry, my, n,, donne

n, - n,;
2

— — asin)

. . . X Y .
tnfin, a I'équation 57 =7y que fournit la normale

et qui a lieu entre m,, ny, py, ajoutons ’équation ana-
logue entre m,, n,, ps, en ayant soin de remplacer
m, -+ ms el n,+ n, par o et — 2asini, nous obtenons

P == P2

R(a — )
_;__:accos)\——R—%— (a — Reosh)

asin*w — R cos)’

ainsi les coordonnées m, n et p du point I, si ’on tient
compte pour la derniére de I'équation (1), sont

m=o,

n — — asin),

= *—R L
p = a cos +2

La premiére montre que le point I est dans le méridien
du point M la deuxiéme, que la droite IO est paralléle a

lanormale MAj; la troisiéme que IO et % sont deux lignes

égales et dirigées dans le méme sens.
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Question 1031

(voir 2* série, t. X, p. 335);

Par M. MORET-BLANC.

Trouver les conditions pour que les deux plus courtes
distances entre les cotés opposés d’'un quadrilatére
gauche se coupent. (A. M.)

Soient ABCD le quadrilatére gauche donné, EF, GH
les plus courtes distances des droites AB, CD et AD, BC,
lesquelles se coupent en O. Les droites EH, GF étant,
par hypothése, dans un méme plan, se rencontreront en
un point I qui appartient au plan ABC et au plan ADF,
et, par suite, a leur intersection AC.

Cela posé, les triangles ABC et ADC, coupés respec-
tivement par les droites EH, GF, donnent, par le théo-
réme des transversales,

AE.BH.CI — AI.BE.CH,
AI.CF.DG —= AG.CI.DF,

d’ou, en multipliant membre 4 membre et supprimant
les facteurs communs aux deux membres,

(1) AE.BH.CF.DG — AG.BE.CH.DF,

c’est-a-dire que le produit de quatre segments non con-
sécutifs doit étre égal au produit des quatre autres.

Cette condition est nécessaire; je dis de plus qu’elle
est suffisante.

En effet, la relation (1) étant donnée, supposons que
les droites EF, GH ne se coupent pas. On pourrait mener,
par le point E, une droite EF’ s’appuyant sur les droites
CH et CD, et l'on aurait

(2) AE.BH.CF'.DG = AG.BE.CH.DF'.
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Divisant membre & membre les relations (1) et (2), on
aurait

CF DF CF CF’

cF = prF’ ° DFT DF’
ce qui est impossible, 4 moins que le point F’ ne se con-
fonde avec le point F. Donc les droites EF et GH se
coupent.

Question 1067

( voir 2° série, t. XI, p. 143 );

Par M. GAMBEY.

Parniitoutes les ellipses qui passent par quatre points,
trouver celle dont U’aire est minimum.

(T. Doucer.)

Soient AA’, BB/ les droites qui joignent, deux a deux,
les points donnés, et O leur point d’intersection.
Posons

0A =),
OA'==)
OB ==y,
OB’ —p/,

et prenons pour axes de coordonnées ces droites elles-
mémes.

L’équation générale des conxques passant par les quatre
points donnés est alors

w'zt =+ 2 hay+ Wy —pp’ (=N )z =W (p+p' )y + W pp/=o0,
[ P

h étant une indéterminée.
Les axes sont généralement obliques et font entre eux
un angle donné 6. Passons aux axes rectangulaires en
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I : : LY
conservant I’ancien axe des x. Nous savons que, si I'é-
quation générale est représentée par

ax?+ 2hzxy + by* + 28z +2fy +e=o,

h? .
—p D change pas par la transformation.
sin

De plus, si I’équation de la conique, rapportée a son
centre et a ses axes, est

., a
la quantité

Mz? + Ny’ +F =o,

on sait aussi que I'on a toujours

ab — A2
—— — 4 MN.
sin*f 4

Or, comme la conique doit étre une ellipse, on aura aussi
toujours MN >> o, tant que %* sera plus petit que ab.

Enfin, I’aire de ellipse étant inversement proportion-
nelle & la racine carrée du produit MN, il suffit d’étudier
la variation de ce produit pour en conclure celle de I'aire.

Remplacons a et b par leurs valeurs, nous aurons

W pp — A2

L — MN.
sin%@

Le minimum de I'aire correspond au maximum de MN.
Or ce maximum a lieu pour 2 =o.
L’équation de I’ellipse demandée est donc

ppfa? 4= Wy —pp' (A +V)x — 0 (p + p')y + 0 pp’ = o.

Remarque. — Si I'on avait M pp’ = h*, le produit MN
étant nul, aire serait infinie. En effet, I'ellipse est de-
venue alors une parabole.
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Question 1111

(voir 2* série, t. XII, p. r91);

Pan M. MORET-BLANC.

On sait que si a, est une valeur approchée de \[u,

I n 1 n 1 n
a=-(a 4 —) ag=—-|a+—)y gy—=—-{a; +—)y++-
2 o, 2 a, 2 (723

seront des valeurs de plus en plus approchées de \/r-;
On sait aussi que

r
va, —r=a, -+

r
24,

24, -,

Or M. Weepcke a démontré que, si dans le second
membre de cette équation on s arréte au troisiéme quo-
tient incomplet, on aura a,.

On demande & quels quotients incomplets il faudra
s’arréter dans le second membre de cette méfe équa-

tion pour ayvoir
as, ag, ah ey

ou bien de quelle maniére on peut démontrer que les
valeurs

ne sont pas comprises dans Uexpression

-
a, - —————m—-

7
28, 4+ ———
24,4+,

(BaLTHAZAR Boncompacyl.)

Remarquons d’abord que, a, étant approché par dé-
faut, as. as, @,... seront des valeurs approchées par
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excés, puisque la moyenne arithmétique de deux
n 7

nombres a,, - est plus grande que leur moyenne géo-
m

métrique (/n; et, comme chacune de ces valeurs est
moindre que la précédente, elles convergent vers \/n.
On a, d’aprés la loi de formation,
at,_.-+n
2am—y

ap—=

RP
ou, en posant a,,: ’S—v
(4
S CHNELYY o
" 2R St

Exprimant a,, as,... en fonction de a, et de r, on a

282+ 71 8at + 8a’r+r?
a, —= ——————— a3 — ——7——F——— ¢
2a, 8ad + fa,r
128a® + 25648 r + 160air? + 32a2r3 4+ »*

Ay —
¢ 128a] + 1922’ r + Boalri+ 8a, r

A Y
(128a + 256ar + 160a'r? + 32421 + r)?
+(a?+ r)(128a? + 19248 r + 8oa®r* + 8a, 1)
2(128a¥ + 25647 + 160a! r*+ 32a’r°+r')
< (12847 + 192aér + Boar? + 8a, r?)

Ces fractions sont irréductibles si a, et r sont premiers
entre eux; si ces deux nombres ont pour plus grand com-
mun diviseur d, les deux termes de a, seront divisibles
pard® .

Formons maintenant les réduites successives de la

. . P » 1 a;
fraction continue. Les deux premiéres étant S et — une

réduite de rang quelconque se forme en multipliant res-
pectivement les deux termes de la réduite précédente
par 2a, et ajoutant ceux de la réduite antéprécédente
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multipliés par r. On obtient ainsi les réduites

1 a  2al+r 4at+3ar 8a'+8alr+-r?

- ] ? b
o I 2a, 4at +r 8a+4a,r
16a: + 20air +5a,r*  32a°+ 48a'r -+ 18atri4-rd
?
16al + 12alr 4+ r? 32at + 32adr + Ga, r?

64a’ + 112air* - 56adr* + qa, r’
64a® + Boalr + 24atri+r?

128a® + 2564 r + 160a'r’+ 32a}r® + rf
128a! + 192atr + 8oalr?+ 8a, r’

k]

On voit que la cinquiéme réduite est égale i a;, la neu-
viéme a a,.

P, P
Si I'on désigne ces fractions successives par e
t
P,
—s.-5 0N A
td
Lk P P _P
’ -9 = < =
T TR TR YT

P,
Toutes les fractions X -1,...sont irréductibles, si a,

Qz

et 7 sont premiers entre eux; si ces nombres ont pour

Pn
plus grand commun diviseur d, les deux termes de %
m

sont divisibles par d™~'. Toutes ces fractions satisfont
d’ailleurs & la condition

P — nQn=(—r)"=(P{—rQ})"

On peut vérifier, sur toutes les réduites formées, que
I'on a

s Prn— \2Qu=(P,— V2 Q.)",

et, par suite,

(a)
( Pn—+ V;Qm=(P,+ nQ, "
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On peut donc, dans chaque développement, égaler sé-
parément les parties rationnelles et les parties irration-
nelles. Cette loi subsistant pour les réduites déja for-
mées, il n’est pas douteux qu’elle ne subsiste aussi pour
les autres, puisque la loi de formation reste la méme ().
Or des deux relations
Pp— y7Qn=(P,— V2 Q,)"
et
Py -- \/r—zQZ,,,:: (P. —_ \/;Q.)m
on tire

Pn — \/;sz = (Pm—— \/;2_an)27

d’ou, en égalant séparément les parties rationnelles et
les parties irrationnelles,

PT"': P?n“‘_”Qr%u

Qi == 2Pn Qn,y
P2m i Plzn + ”Q'zzt
Q. 2P, Qn

» . Pm I3 . Pm E) 1
La réduite = se déduit donc de % d’aprés la méme

m m
loi qu'un terme de la suite a,, as,... se déduit du pré-
cédent ; donc, puisqu’on a

P, a P, ; Py
Ay = > 3 w0 = 37
Q Q Q
on aura, en général,
P2m—l
Ap=— ——
Qs

(*) On peut d’ailleurs vérifier qu’en exprimant P, ., P, ., P, et
Qu-s> Qu_,» Q, en fonction de a, et r au moyen de I'une des for-
mules (@), ou P, =a,, Q, =1, et ayant égard a la relation n =a} +r,
les formules

P,=2a,P, ,+rP,, et Qn =24, Qg +7 Qs

se réduisent a des identités; donc les formules (a) sont générales.



