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EXPRESSIONS DE sinma ET cosma EN FONCTION
DE sina OU cosa SEULEMENT;

Par M. MOURGUE.

On se propose de déduire ces expressions des formules
ordinaires

sinma = 2 cosa sin(m — 1)a — sin(m — 2)a,

cosma = 2 cosa cos (m — 1)a — cos(m — 2)a.
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I

Ces expressions sont une conséquence du théoréme
suivant :

Trtorkme. — Lorsque trois termes cons;e'cutz"fc de la
suite indéfinie A, Ay, A,, As,..., A,... sont liés par
la relation A,=KA,_, —A,_,, ot K désigne une
quanlité fixe, un terme quelconque a pour valeur

A, = I{.m—l___'"_—_2 Km—s (,"—3)('”_4)1(”,_5
| I 1.2
(=) m =) (m =) gy g,
1.2.3 |
— Km-—z____m——31{_m_4+(m_4)(m—5)1£m__6
o I 1.2
_("1_5\(’"—6)(”1_-7)Km—'...— A,,
1.2.3 i

formule dans laquelle les premiers facteurs des numé-
rateurs sont des entiers successifs décroissants.

En effet, les premiéres applications de la relation
énoncée donnent

A, —KA, — A,
A= (K — 1)A, — KA,, -
A, = (K*—2K)A, — (K?—1) A,.

Je dis que, en continuant les calculs indéfiniment :

1° Les seconds membres des égalités resteront des
fonctions linéaires de A, et Ay;

2° Le coefficient de A, dans une égalité restera égal et
de signe contraire a celui de A, dans I’égalité précé-
dente;

3° Les coefficients P,_,, P,_,, P, de A,, dans trois éga-
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lités consécutives, auront entre eux la méme relation
que les premiers membres, savoir :
Pn =KP,, — Py—s.
Pour le démontrer, admettons que deux égalités con-
sécutives vérifient 1° et 2° :
(a) An...gz Pn—z A[""‘Pn——a Ah
A, = Pn—-l A — Pn—z Ao-

De la seconde on déduit
An+| == Pn-l Az - Pn—? Al’
d’ou, en remplagant A, par sa valeur,

Ay = (Pn——lK - P,,_,)A. —PriA,
(6) et, par suite,
Pn - Pu_| K — Pn—Z'

La comparaison des égalités («) et (6) met en évidence
1°, 2° et 3°.

Remarque. — En vertu de 2°, pour avoir un terme
quelconque de la suite A,y Ay, A;, Ay,...,il suffira de
trouver la loi des coefficients de A,.

Lo: de formation des coefficients de A,. — La rela-
tion P, = KP,_, — P,_, donne, pour les premiers coef-
ficients de A,, le tableau suivant :

[ Py=1, -

P, =K,

P,—=K*— 1,
) \p _xs

P,— K®*— 2K,

P,=K‘— 3K*+1,
P,=K* — {K° + 3K.

(On a mis en téte I'égalité conventionnelle P, = 1 ,pour
faciliter les énoncés ultérieurs.)
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Dans ce tablean indéfiniment prolongé :

1° Les seconds membres seront des fonctions alternées
de puissances descendantes et de méme parité de K5

2° En ce qui concerne les valeurs absolues, le -coef-
ficient d’une puissance de K s’obtient en ajoutant celui
qui le surmonte d’'un rang au voisin de gauche de celui
qui le surmonte de deux rangs.

3° Cette régle se transforme en la suivante :

Un coefficient placé dans une colonne verticale (sauf
la premiére), et appartenant a la n*™ ligne horizontale,
est égal 4 la somme des coefficients de la colonne précé-
dente, arrétée a la (n — 2)*** ligne horizontale.

Pour le démontrer, admettons que deux égalités con-
sécutives du tableau vérifient 1° :

Pn—2: n-»z_a”_z Kn—4_+_ bn—? K_n—s_ Cn—2 Kn—-s_ “ .y
P =K"'—a,_ K* 3+ b, K—5— ¢, K" 7. ...

D’aprés la relation P,—= KP,_, —P,_,, on en déduit
P,= K'— (@poy+ 1) K2 (b, + @, y) K¢

. ‘ — (Comi=+ bp) K*—5. .,

et par suite

ay =y +1, b,=b,_4-an_, €= Cpey+ bp_gy...,

ce qui met en évidence 1° et 2°.
Eufin, des égalités

bn -— bn—l + an—?, bn—l = bn—? + an—a, bn—-2: bn——.‘! + an—A' )y
on déduit, par addition,

bp—=a, .+ @ s+ @ +ap+...,

et de méme
en=bp 4+ bp_y+ b +...,

ce qui établit 3°.
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Cela posé, dans la m™ égalité du tableau (1), savoir :
Pa = K" '— ap_ K" 34 b, K" 33— cp K™, ..,

on aura, d’aprés 3°,

a,,._.:1+1+x+1+...:ml_2,
bm_‘zm—4+m——5+m-—6+'”:(m—3)(m—4),
1 1 1 1.2
l‘m-q:(m—5)(ln—‘6)'+ (m_b)(m—7)+
1.2 1.2

_m—f) (m—5)(m—8)

- 1.2 3 ’
el comme

Ap= pm—l Al —+ Pns Aoa

on avra finalement

Am: [Km-l__ m— 2Km-—:+ (m_ 3) (m_4) Km_s
I.2
IREET TIPS TER I N
1.2,
—_— [K"‘—‘z_’_n;—j Km-4 (m—4)(m—5) Km—¢
1 1.2
— (m—-5)(rln:§)(m——7) Km—8+ ":IA"'
1I.

1° Puisque sinma, sin(m — 1) a, sin(m — 2) a sont
liés par la relation

sinma = Ksin(m —1)a —sin(m —1)a, ol K= 2cosa,
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en posant, dans I'égalité précédente,

An,=sinma, A ,—=sina, A,—o, K =2cosa,

il vient
S;?n";a =(2cosa )"t — —— 2 (2 cosa)—
(S) + (—-———d”’_z‘l)_(z'” =4 (5 cosajms
_(m— ) (m—5)m—6)

2cosa)” ., ..
1.2.3 ( ) ’

formule que donne sinma en fonction de cosa pour
toute valeur entiére de m. .

En y remplagant @ par z——a, le premier membre

devient
sinma \
cosa ’ 4p + 2,
pour m=—
_ cmma ‘ { 4p,
‘cosa
et
cosma
cosa 3 bp +1,
pour m -—
__cosma 4p —r.
cosa
Donc on aura, pour m pair,
/ —\py, SINME
- cosa
\ (2sing )™ — (2 sina)™—?
(S:) ¢ B
(m 3) (m — 4) ————————(2sina)"*
1.2
_m—f)(m—5) (m — (zsina)""’...,

1.2.3
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et, pour m impair,

;  j— cosmn
(d———l)’" ' cosa

. —2 .
= (2sina)™' — m—‘-— (2sina)™—*

(€) §
+(———————m 3)(m—4) (2 sina)™*
1.2
\ _ (m= 4 "n:g )(2sina)"—7.. s

2° Si, dans I’égalité qui donne A,,, on pose
An=cosma, A,—cosa, A,—=1, K=2cosa,

il vient, en doublant les deux membres,

2cosma = (2cosa )" — 2 (2cosa 2

+ (_’f’_:_?il)_.,_(zm'_ﬂ (2cosa "~
_(m— 4)(’1:?(”’ —6) (2cosa) = . ..

m —

— 2(2cosa)" + 2 > (zcosa )™+

, (m—4)(m—5

) (2cosa)"—s+. ...

(m—p—1)(m—p—2)...(m—2p)
1.2...p
(m—p—1)...(m—2p+1)
Ie..(p—1)
_mm—p—1)...lm—2p—+1)
- 1.2...p >

+ 2
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donc
m —
2c0sma = (2cosa)"— T (2cosa)™? - ? i (2cosa)™*
— —5
_mml)m=5)
1 2.3 '
m{m—5)(m—6)(m—n)
- — m—8
- 3.4 (2cosa)y =t . ...
En divisant les deux membres par 2 cosa, on obtient
cosma _ (2cosa )" — z (2cosa)m—3
cosa I
m m— 3
= (2cosa)™—s

(€) | _m (m—4)(m—35)

2cosa )"~?
I 2.3 (2c0sa)

N '_':_ (m —5) (;”.3*2) (m —17) (2 cosa)*'+-...,

formule qui donne cosma en fonction de cosa pour m
. . . . ”

entier pair ou impair. En y remplacant a par = — a, le
2

premier membre devient

sinma )
il
sina fp —1,
our m=—
sin ma P 4p 1,
0 9
sina
et
cos ma
sina 4ps
pour m=—
cos ma 4p +2;
b 0 ?
sina

donc, pour m impair,

/ — Sinma . oom, . _
(V=1 '-;i;]—;—_—_(').sma)"' ’———l-(zsma)'" 3

mm—3
n

(Ss) +

(2sina)™*

— '?n (m — §)m—5) ;()(;n —5 (2sinay—'+...,
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et, pour m pair,

( (y=1)" cosma (2sinag)* — ? (2sina )y

sinq
mm—3 NN
(C) + n (2sina m*
— 4 m —
_ T (m 4)\”’ 3) ('zsina)"“"'-!-----
I 1.2
111,

, 1
Le méme théoréme donne la valeur de 2™ — = et de

1 . 1
X"+ —>» en fonction de x + —-
x™ x

Puisque

w=(erd) (e ) - -,

en posant

1 I I
Ap=—=x"— — AA—mx — ~ = —— =
m =’ ' x’ ° z° °

et
1
K=ux -+ —
xT
on aura,
1
e —
™ I\™!' m—2 1\"?
={xr 4+ - —_ x -+ -
1 x 1 x
r— —

x

L (m=3)(m—4) /x_,_i)"'-*_‘

1.2

De méme, ayant

“edm ) s (e )




en posant .
1 T 1
Ap—=—x" 4+ —y =X+ -y A= ——2
s z o
et
K=ax+ -
on aura

1 I\®* m 1\™-2
"t — =+ =) —— |+ =
x™" x 1 x
m

—3( 1)"'—‘
xr -+ —
2 x

m(m—3)Y(m—5) < l>"‘"
—_—_—— x - — ...
I x

1.2

m
1

Nota. — Dans la formule qui donye 2cosma, on a
divisé les deux membres par 2cosa, pour donner la
méme physionomie a toutes les formules. Comme le
second membre n’est divisible par 2cosa que dans le cas
de m impair, il en résulte que, dans le cas de m pair, le
dernier terme de la formule suivante contiendra 2 cosa,
avec 'exposant — 1.

Par exemple,

cos8a , 8 85 '
wosa = (2cosa)’ — n (2cosa)* + T3 (2cosa)
84.3 , ., 8321 _
—7133 (2cosa)t - " —2.3'4(2cosa) )
d’ou

cos8a— 128cos*a — 256cos*a + 160cos'a — 32c0s?a -+ 1.
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