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SGOLIES POUR t \ THÉORÈME DARITUMÉTIQLE^

PAR M. S. REALIS,
Ingénieur à Turin.

LEMME I. — Tout nombre entier de l'une des formes

est la somme de trois carrés.



(

Pour la démonstration de ce lemme, qui contient trois
propositions distinctes, nous renvoyons à la Théorie
des nombres de Legendre (3e édition, t. I , p, 3p3 et
suiv.).

Les propositions énoncées, ainsi que les conséquences
que nous allons en déduire, peuvent être considérées
comme autant de scolies au théorème général énoncé par
Bachet de Méziriac et par Fermât, et démontré par La-
grange, que tout nombre entier est la somme de quatre
carrés.

Nous n'avons pas besoin d'ajouter que, dans les énon-
cés, on regarde zéro comme un carré dont la racine est
nulle.

THÉORÈME I. — Tout nombre impair est la somme de
quatre carrés dont les racines, prises avec des signes
convenables, ont une somme algébrique égale à l'u-
nité.

D'après le lemme ci-dessus, et en observant que les
trois carrés dans lesquels se décompose un nombre de la
forme Sn -h 3 ne peuvent être qu'impairs, nous pouvons
poser

(i) 8*-4- Z~{ia — \y-\-{ib _i)>-t-(.2c —T)>,

et nous serons assurés que, pour toute valeur entière et
positive de «, on peut assigner des valeurs entières de a,
£, c satisfaisant à la formule (i).

Cela posé, nous observerons que la relation (i) entre
rc, a, &, c est équivalente à Tune quelconque des sui-
vantes :

(2) 2/? -+-1 — a' -f-

(3) in -f-ir=



où Ton a fait,

2

f „_ b -4*- *

7 = « — ^ ^

ö r-= ;
2

'et

2

• — * -f- ,

ce <jui se trouve vérifié par l'identité des valeurs de n
tirées des formules considérées.

Maintenant, dans la formule (i), il peut arriver deux
cas, selon que la somme a>-\-b-}-c est un nombre impair
ou un nombrç pair. Dans le premier cas, les nombres a,
(3, y, •$ son* enjfers; dans l'autre Gas, les iaombrafi #', (3',
y'9 S' 60«t çwiiers; o& A bailleurs

pout la formule (2), et

pour la formule (3). Dans les deux cas, le nombre 2/2 -f-i
est décomposé en quatre carrés, dont les racines sont des



entiers donwant u«e somma *
ainsi'le théorème énoncé s«i trouve dénianiUm

Et comme de l'une quelconque des formuler(
onxemoute d^sSuUe àv]avfdrjauJe^(i)fon voâtiq^e,;siJxn*
avait une démonstration, direcle du, théorème Lv cejfa
du lemme I, en ce qui concerne, ta décoaapasilioa, du,
nombre 8r*-H3 en trois carrés, s'ensuivrait immédiar
temen t.

Ajoutons, en passant, que la valeur de n tirée de Fuire
quelconque des équations (i), (2), (3) étant*

il en résulte le théorème de Fermât sur la décomposition
d'un entier en trois nombres triangulaires.

THÉORÈME IL — Tout nombre double a"un impair est
la somme de quatre carrés dont les racines ont une
somme algébrique égale à zéro.

Un corollaire immédiat de la troisième partie du
lemme I établit que tout nombre impair est la somme
de quatre carrés dont deux sont égaux.

On peut donc poser

a, fe, c étant des entiers.
On déduit de là

où

[a -+- c) -+- (—ö-r c) -*-{— h>—et) -\- (b — <s) r= a$,

ce qui démontre la proposition.
Réciproquement, de ce qu'un nombre double d'u»

impair se décompose en, quatre carrés dont les racines



fournissent une somme algébrique nulle, il s'ensuit que
l'impair considéré est la somme de quatre carrés dont
deux sont égaux.

THÉORÈME III. — Tout nombre double dyun impair
est la somme de quatre carrés dont les racines ont une
somme algébrique égale à 2.

Quel que soit l'entier positif n, on peut satisfaire à
l'équation

(4) 4« + i - ( 2 « - 1 ) 2 4 - 4#3 -f- 4c*

par des valeurs entières de a, fc, c; c'est ce que nous
apprend le lemme I, où il est à observer que, des trois
carrés dans lesquels se décompose le nombre 4n ~+~ *? u n

seul peut et doit être impair.
Mais on s'assure à l'instant que la relation (4) est équi-

valente à la suivante :

4/2 -+-2 = a2-f- p' 4-72-+- 8%

OÙ
a — a -4- b -t- c,

P — a — b — c,

et
a -t- ,3 -1- 7 -~<î— 2.

De là le théorème énoncé.
Réciproquement, de ce théorème, supposé établi a

priori, découle la conséquence que le nombre \n 4- 1 est
la somme de trois carrés.

Remarque. — On déduit aussi de (4)

2/2 -f-1 =2(« 2 - f - b* -hc2) — a« + i ,

ou



On voit par là que tout nombre impair est la somme
de quatre carrés dont deux sont consécutifs, conformé-
ment à l'énoncé de la question 1061 des Nouvelles An-
nales, proposée par M. Lionnet (2e série, t. XI, p. 96).

En outre, la valeur de n fournie par les relations posées
étant

n = (a2 — a) 4- l7 + cl,

il en résulte d'abord que tout nombre entier est la somme
de deux carrés et du double d\in nombre triangulaire.
Puis, si n est un nombre pair 2/1', on obtient

2 \ 2 ) \ 1

b +- c b — c , . .
et étant entiers (puisque, en ce cas, b et c

sont nécessairement tous les deux pairs ou tous les deux
impairs). Ce résultat fait reconnaître que tout nombre
entier est la somme de deux carrés et d^un nombre trian-
gulaire, et fournit ainsi la solution de la question 1060
proposée par M. Lionnet.

COROLLAIRES. — i° Tout nombre entier de la f orme
{272-1-1)2*'" est la somme de quatre cairés dont les
racines ont une somme algébrique égale à 2m;

20 Tout nombre pair de la forme [in 4- i)2 îm+1 est la
somme de quatre carrés dont les racines ont une somme
algébrique égale à zéro ,•

3° Tout nombre pair de la f orme (2/z + 1) 22m+1 est
la somme de quatre carrés dont les racines ont une
somme algébrique égale à 2m+1.

Faisant m = o, on a les trois théorèmes qui viennent
d'être démontrés.

LEMME II. — Tout nombre double dyun impair est la
somme de quatre carrés dont Vun peut être choisi arbi-
trairement parmi les carrés inférieurs à ce nombre.



uue con&gquenec 4ft lemnae h
Soh &n~jr a le i^mWe.eo^sâdéré^ ^..désüg«öiis par k*x

un canné raoiotfdne qt*e ce aorabre* Si & «at. pair, ie
nombre 4®H-2 ~~#* -est «le Ia forme ^ H - *, ©t $e dé-
compose en trois earmsk CXu&aësfait d®ne À l'équation

/{« 4_ 2 — A2= à1 -f- £2-f- c2

en nombres entiers a, è, c, et l'on a ainsi

(5) 4 * Th 2 = a2 -+- £2 4- c2 -f- i 2 ,

où A* peut être l'un quelconque d ŝ «arrés pairs qui pré*
cèdent le nombre 4 ^ + 2, et *aù il «st bon d'observer
que a, J, c représentent nécessairement deux nombres
impairs et un pair.

Sï h est impair, le nombre ^f/i-f-1 — A* est de la Forme
4p -f-1, «et se décompose en trois carrés. Une éqwatian
telle que ( S ) est donc possible en n«D*mb resten tier s .#, è, c,
quel qu« sma le ca^ré impair À*<^ 4^"-H'a- ^* ^̂  teaîij
a, 5y c ne peuvent èüre-qeiJe deuic paains «t un impair!

THÉORÈME IV. — 7OM^ nombre double âvun impair
est la somme de quatre carrés* qui peuvent <éti%e déter-
mines de manière qwe la somme algébrique de leurs
racines égcde tel nombre ipue /'<w* vaudra de ta suite

O, 2, 4» 6 , . . . , 2p —- 2, 2fA,

fx8 ĉ öwt /e p/a5 grand carré inférieur xiu nombre pm~
posé.

Cette proposition, dont les théanèmes U et III sont des
cas particuliers, se démontre comme Ü sait1:

Soient 4» 4- a le nombre proposéy et A5 un t̂tariré infé-
rieur à ce nombre.

D'a§>ns» le lemme MT une éqoatûm telle que (5;), .ou n
et k «ont fixés d'atanc^admet toujours «ne sol^lian «u
nombres égal iets a, brc.



( **& à
Nous pou vaas ^remplacer .cette équation psifv ta 6Ui-

vante :

(6) 4« + 2 = aa -Hf SW* 714- ^;

en donnant à a, j3, y, 5 les valeurs

a -4- £ -4- c + X-

«— tf

— fl

n —

2

2

— b -4-c + X
2

2

car on aura, par identité,

Si A est pair, a, i , c représentent deux nombres im-
pairs et un pair, ainsi qu'on l'a observé plus haut, et les
nombres #, j3, y4> $ sont entiers»

Si k est impair, a, &, c sont deux nombres pairs et un
impair, et a, (3, y, $ sont encore entiers.

On a d'ailleurs

(7) /x-f-

Ces résultats (6) et (7), où A est la -ratine deTim quel-
conque tJes carrés qtii se trouvent au-dessous du öotubre
proposé 4 ^ 4 - 2 , établissent le tlréorèms énonoë,

CoRouLÀinE. — Tout nombre impair est la somme de
quatre carrés qui peuvent être déteiminés de manière
que les racines de deux d''entre eux,aient pour différence
tel nombre que Vo-n voudra de la suite

o, 1, 2, ^ 3 , ^ . , p.— u, JA,



( 220 )

fx* étant le plus grand carré inférieur au double du
nombre proposé.

Par le théorème IV, l'équation

(6) 4 n -+- 2 = a2 4- p2 -4- y2 -+- <î2

est résoluble en nombres entiers a, |3, y, 5 (deux pairs,
a, y\ deux impairs, (3, #), qui satisfont à la condition

<x -h$ -hy -h$=z2&,

A étant la racine d'un carré arbitraire, inférieur à /\n-f- 2.
En posant

7 R_!Lzi
> D = 5

2 2d'où

l'équation (6) donne

a ii -H i = A2 H- B 2 -f- C' -f- D 2 ,

c'est-à-dire

2rt-4-ir= A2-4-B2 + C2-h (C + R)2;

ce qui prouve la proposition.
Dans le cas de k = o, l'impair 2« + i se trouve dé-

composé en quatre carrés dont deux sont égaux. Pour
A = i, on a la décomposition considérée dans la ques-
tion 1061 déjà citée.

THÊOHÈME V. — Tout nombre impair est la somme de
quatre carrés qui peuvent être déterminés de manière
que la somme algébrique de leurs racines égale tel
nombre que Von voudra de la suite

i , 3 , 5, 7 , . . . , 2/x — i, 2p 4 - i ,

)1 étant le plus grand carré impair au-dessous
du quadruple du nombre proposé.



Le mode de démonstration employé pour le théo-
rème I s'applique comme il suit à la proposition généra-
lisée qu'on vient d'énoncer :

Soient in -+-i le nombre proposé, et k* un carré im-
pair compris entre zéro et 4 (2» + i) .

Le nombre 8n 4- 4 — &% étant de la forme Sp 4- 3,
se décompose en trois carrés impairs que nous représen-
terons par [ia — #)% (ib — #)% [ic — A)1; en sorte
que l'équation

(8) 8/z 4- 4 — l2 ~ (la — /•)» 4- (ib — A-)2 -f-(2C — *)%

dans laquelle n et h sont fixés d'avance, subsistera pour
des valeurs entières de a, è, c.

Cette équation donne

/y
7.)

et nous fournit ainsi une décomposition du nombre pro-
posé en quatre carrés fractionnaires.

Mais cette relation est identiquement équivalente à
Tune quelconque des suivantes :

(9) 2/?-f-ln= a24- P'H-v'-f-*1,

(10) in -T- I — a'2-4-p'M-7'2-î-<î/2,

où Ton a posé, pour abréger,

n -4- b -!- c — l

P-
— a

— a

a —

2

4-/; —

2

— £4-
2

i-h
,

A



(t 4423 )

€ft

— n — h *— c
O =

et où Ton a
a 4-p

Maintenant, si a + J + c est un nombre impair, #, (3,
y, 5 sont entiers, et la décomposition (9) vérifie le théo-
rème. Si a -+- b -+- c est un nombre pair, a', j3', y', $f

sont entiers, et le théorème est vérifié par la décompo-
sition, (10).

Note. — La formule (8) montre que tout nombre
quadruple d'un impair est la somme de quatre carrés
impairs, dont Vun peut être choisi arbitrairement parmi
ceux qui sont au-dessous du nombre proposé.

On a vu plus haut (lemme II) une proposition ana-
logue, touchant les nombres doubles d'un impair.

A ces propositions, il est bon d'ajouter lbs deux sui-
vantes, qui se rapportent à la décomposition des nombres
impairs :

Tout nombre impair de la forme 4^-f-i est la somme
de quatre carrés dont Vun peut être choisi arbitraire-
ment parmi les carrés pairs inférieurs à ce nombre.

Tout nombre impair de la forme 4>* -H 3 est la somme
de quatre carrés dont Vun peut être choisi arbitraire-
ment parmi les carrés impairs inférieurs à ce nombre.



( «aï )
lrcntîtri5îp©i5î3tifi 4 m ^ *"+" 4'h% &**- de4)kf ferme

4^ + i, et se déaom$me<en trais i&teréŝ dfcti* de&tf pairs
et un impair), et l'entier positif 4n -h 3 — [ih'-\-1)* vest
de la forme 4P 4- 2, et se décompose de même en trois
carrés (dont deux impairs et un pair). De là résttlfeiit
deux équations, telles que

^n -f- i —

4/2 -H 3 =

'en nombres entiers a, b>y c ei a(y&', c1

nv/i e t / / étaiU fixés d'aManoe:


