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DÉTERMINATION DES ÉLÉMENTS INFINITÉSIMAUX RELATIFS
AliX LIGNES A DOUBLE COURBURE

(suite et fin, voir même tome, p. z6i);

PAR M. A. DE SAINT-GERMAIN.

VIII. Nous allons établir plusieurs propriétés, et cal-
culer quelques éléments qui se rapportent à l'arc infini-



ment petit OM, outre les théorèmes démontrés aux pa-
ragraphes IV et V. Nous supposerons que les valeurs
de x, y, z aient été explicitées à l'aide du tableau pré-
cédent.

La différence entre l'arc OM et sa corde est

elle a pour limite le cube de l'arc divisé par 24 fois le
carré du rayon de courbure.

L'angle de la corde OM avec la tangente en O peut être

mesuré par ~ = — -f-. . . • il est, à la limite, égal à la

moitié de l'angle de contingence.

L'angle du plan des xj et du plan mené par la tan-

gente en O et le point M a pour mesure lim - = — ; il
est le tiers de l'angle de torsion. Il en résulte que, si l'on
considère la projection de la courbe sur le plan àe$ yz,
l'angle de la corde avec la tangente en O est le tiers et
non la moitié de l'angle de contingence.

Les équations de la tangente en M peuvent s'écrire
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Sa plus courte distance à Oa; a pour équations (I) à la
limite

T-f-— Z = o, X = ' - ;
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sa longueur est (I) ' \ enfin son angle avec Taxe du

plan osculateur est égal au demi-angle de torsion; ces
théorèmes ont été énoncés par M. Ossian Bonnet.

La normale principale en M a pour équations

X - s

s

ÏT

:os)>

— V
— i —

r.u. —

2̂ R

s
R'

Z

COSV

6R

r

s
r "*

on a

les angles que cette normale fait avec les plans des J T et
des xy sont complémentaires de X et de v, et égaux res-
pectivement aux angles de contingence et de torsion.
L'angle des normales en O et en M peut être mesuré par
son sinus

= y^cos2X -h cos'v _̂ = — \Jj{} H- /*.

La perpendiculaire commune aux deux normales a
pour équations

R s
et pour longueur — » Son angle Os , égal à celui du

y R2 -+• r2

plan oscillateur et du plan parallèle aux deux normales,

a pour tangente —•• Les normales principales forment une

surface gauche, sur laquelle le paramètre de distribution

le long de la génératrice issue du point O est ———•

La courbe gauche a même cercle de courbure que sa
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rprojection sur Je plan des xj\ car dans chacune la dis-
tance du point infiniment voisin de Ö à Ia tangente en O

}«t Ja longueur delW^cotkipris ne ûiSepéfti iqti&de
ti tes négligeables. La distance de 41 &ce éerel«>örö
ténuse*l?oü tTiairgèe rectangle cfoii âiftoureôté» le z du
point M et la distance de sa projection au cercle, c'est-à-
dire la puissance du point divisée par le diamètre. Cette
distance est donc

-[*>+ (r - R)' -

IX. L'équation générale du plan normal est, en ordon-
XIÀUt,

1 Le point de rencontre du plan normal en O et des
deux infiniment voisins se détermine en annulant le
terme indépendant de s, les coefficients de s> et de s* ; il a
pour coordonnées

x, — o, yx = H, z, = /• — .

C'est un point de l'arête de rebroussement (À) de la
surface polaire enveloppe des plans normaux à la courbe
donnée. Si de ce point comme centre on décrit une sphère
passaat en Q, son rayon; sera

OS)'.
eJJ»,c/mpfi leplantde&ijf suivant le! cercle ose ulateur, et
je dis quMle-même est osculatrice à la courbe, car elle
passe à une distance infiniment petite du quatrième ordre
du point M jRn>eifet7 celle distance est sensiblèment égale



à la {wijSsateeëdu point M relative à la sphère, divisée par
son diamètre : c'est donc

tfR dr t à*1k\ .<* T
1 ds as R ds2 J' a4f* 4̂?

X» Le rayon de la sphère osculatrice en un point quel-
conque aura la même expression, ou, en vertu de l'equa-
tion (io),

L'examen de ce qui a lieu au point O montre, par une
coïncidence géométrique des plus simples, que le centre
de cette sphère a pour coordonnées

dïi
ac^ = x-^r HcosOt -4- r —•

Pour le poiiàt infiniment voisin deO, il est bien facile de
trouver qu'en négligeant s* on a

as rQ atx0

L'arc oofjt de l'arête de rebroussement (A) correspon-
dant à OM est donc tangent à l'axe du cercle osculateur,
et a pour longueur

4 s •
Si l'on rapproche cette valeur de celle q,ue j'ai donnée

4.



pour £, on retrouve la formule indiquéepar M.Ruchonnet

Les tangentes à l'arête (A) étant les axes des cercles
osculateurs de la courbe donnée, l'angle de contingence
de (dp égale l'angle de torsion de OM. En tenant compte
des termes en 5* dans les valeurs de x^yiy zt, on verrait
que le plan osculaleur de (A) en w est le plan normal
en O; mais cela résulte aussi de ce qu'il est parallèle aux
axes des plans osculateurs en O et M, et que ces deux
plans passent par la tangente OX. Il s'ensuit que l'angle
de torsion de w/x est égal à l'angle des plans normaux en O
et en M, ou à l'angle de contingence de OM. Les rayons
de première et de deuxième courbure de (A) en w sont
respectivement

dp R p d 3
P 5 R ' "7" d&'

J'ai cru devoir indiquer très-rapidement les résultats
connus que j'ai rencontrés; mais on peut voir combien
la mélhode précédente est régulière et facile, et propre
à l'étude de toutes les propriétés qui ne dépendent que
des rayons de courbure des lignes de l'espace.


