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MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL PESANT ET LIBRE
DANS UN FLUIDE HOMOGENE EN REPOS;

Par M. Tu. DIEU.

L’hypothése d'une résistance proportionnelle au carré
de la vitesse du mobile, généralement admise dans les
Ann. de Mathémat., 2° série, t. XII. (Avril 1873.) 1
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éléments de Mécanique rationnelle, n'est pas satisfai-
sante, car elle ne conduit pas a des résultats qui puissent
étre mis, au moins approximativement, d’accord avec
Pobservation, pour quelques mouvements. Quelle que
soit la fonction de la vitesse qu'on prenne pour repré-
senter la 1ésistance, il faudrait sans doute tenir compte
de la communication du mouvement au fluide, comme
T'a fait Poisson dans un Mémoire sur le pendule simple
dans l'air. Mais, sans aller si loin et sans sortir des é1é-
ments, on peut essayer d’exprimer la résistance par la
fonction bindme A v+ B* de la vitesse acquise v, adoptée
par quclques balisticiens, 4 qui elle a donné des résultats

plausibles.
I.

Mouvement d’un point materiel pesant et libre, sans
witesse initiale, dans un fluide homogéne en repos,
dont la résistance pour l'unité de masse est repré-
sentée par la fonction Av + By* de la witesse v
acquise & la fin du temps t.

Si I'on désigne par « et — 3 les racines de I’équation
Bv* + Av — g = o, lesquelles sont de signes contraires,
car on doit admettre que B est positif, I'équation du mou-
vement est

dv
® —B(p o) (a—o).

En posant (« 4+ 3) B =7, on tire de cette équation

de — do dv
Y —fi—-t—u_'—a——o

d’ou I'intégrale particuliére
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la constante étant déterminée de maniére que v soit nul
pour ¢ = o. Résolvant par rapport 4 v, on a

(1) p,—_¢<; L"_@_)

- et + «

Il résulte évidemment de cette formule que la vitesse,
qui augmente avec ¢, reste toujours inférieure a la fonc-
tion « des coefficients spécifiques A et B de la résistance.

e dzx .
Par la substitution de 2 av,ona

d 1
dr —= adt + f_j‘__ﬁ_ _(ff_). s
7 P4ae
d’ou
o ~- ﬂIB -+ ae™ Tt

(2) T = at + s

b

en disposant de la constante de maniére que x soit nul
pour = o.

De aﬁ:% et a+ =T, on déduit
= ﬁ____(wy —8) et a-+f= u—[EZ: A
g -4 «y—§&
les formules (1) et (2) se raménent, d’aprés cela, a

(3) V:a(l—--———ﬂ————)’

xy — g + ge

(4) r—=—alt+ 2 [g-!—-(a'y—-g)e""' ’
o ay—g ay

3

ou il n’entre que deux paramétres, «, y, relatifs a la ré-
sistance.

Il suffit d’avoir les vitesses a, a’, acquises a la fin de
deux chutes de durées 6, 6, pour arriver aux valeurs de
¢, 7, qui conviennent au milieu dans lequel le mouve-

1.
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ment s’effectue, si toutefois 'hypothése sur la résistance
est admissible (*). En remplacant v et ¢ par leurs valeurs
dans la formule (3), il vient

gla—a)(r—1)—aay=o0, ga—a')(T—1)—day=o,
et I’élimination de « donne I'équation

g(a' —a) (e —1) ("1 —1) — aa’y (1 — ') =o.
[ 4
Si I'on pose e"= ¢, d'onn fy=1If et e"1=E’, cette
équation se raméne a

sl —a)(s—n (& —1) =% (F —e) =0,

d’ou il faudra tirer la valeur de £ par des approximations
successives. Celles de y, «, 3, Bet A s'obtiendront ensuite
facilement.

Pour avoir une premiére valeur approchée de £, on
peut employer les deux courbes

v
1 ) (5— x)(ﬁ—x)
a) v
g —¢

qui se coupent au point { = 1, n = o, qu’on doit rejeter,
et qui ont toutes deux 'axe des » pour asymptote. Sil’'on
avait ¢’ = 20, la seconde courbe deviendrait une hyper-
bole ayant son centre a 'origine.

La substitution de leurs valeurs a «, y et celle de 6,
puis de ¢ & ¢, dans la formule (4), devront conduire aux
hauteurs de chute qui auront été mesurées. S’il n’en

était pas ainsi, la résistance ne pourrait pas éire repré-
sentée par la formule Av -+ B2,

I
n=1§ =n=g0 (;—

(*) Les vitesses a, @' peuvent étre évaluées au moyen d’un pendule
balistique convenablement modifié.
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II.

Mouvement d’un point matériel pesant et libre dans
un fluide homogéne en repos, dont la résistance est
la méme que dans le probléme précédent, la vitesse
initiale étant verticale et dirigée de bas en haut.

L’équation du mouvement est

do A? +Blo+ A\?
_—— —_— 0 —_— .
de d 4B 2B
Il y a trois cas & examiner :
. A? . o
o .
1° Soit g — B > o. B étant toujours positif, on po-
A" _ Be*. Si on remplace, en outre, v 4 -2
sera g— ;= = Be’. i T'on remplace, utre, v+ —
par ¢, I'équation devient
dv'
Bdt = — 62_—-{——972- .
L’intégration, faite de maniére que ¢' = ¢/, pour t=o,
v, désignant la valeur de ' correspondant, d’aprés

A o s
v =y 5B 2 la valeur initiale v, de v, donne

v, of e(¢,— ')
Bet — arctang — — arctang — = arctang ————~,
s € L R

d’ou
v'o-—stanngt A

(1) p—eg—+——°

¢v,tangBez +~¢ 2B
dzx
Remplagant ¢ par ' ona

v,cosBest — esinBst Adt
-5’

dr — ¢ +— —_
v,sinBet —+ ¢ cosBet 2B
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d’otl

1 v’, . At
(2) z_l—sl(?smBet—;-costt) 5B’

en disposant de la constante de maniére que x soit nul
pour 7 =o.

D’aprés la formule (1), la vitesse devient nulle et le
mouvement ascendant cesse pour la valeur de ¢, qui sa-
tisfait & I’équation

2Bs(v, —stangBet) — A (v, tangBet +-¢) = o.

On en tire
2By, — A 2Bev,
tangBet —e —— - ——— — -
& 2Be? — AV, 2g+A¢'u’

puis

1 2Beo,

t = — arctang ———— .-
Be 28 —+ Av,

La formule (2) donne, pour cetle valeur de ¢,

1 g+ Av¢,+ Boj A 2Bey,
x=—1 — arctang ————»
2B g 2B 28 + Ay,

ce qui détermine la position extréme du mobile. Dés qu’il
y sera parvenu, le mouvement changera de sens et sera
celui qui fait I'objet du premier probléme.

Si I'on remplace, dans la formule (4), probléme I,
x par la valeur que donne la formule ci-dessus, on a
Yéquation qui détermine la durée du retour du mobile
a la position d’ou il a été lancé, et, en remplagant ¢ par
la valeur de cette durée dans la formule (3), méme pro-
bléme, on obtient la vitesse correspondante.

L’expression ci-dessus de x devient indéterminée pour

A =0, B=o0; mais, si on la développe d’abord suivant
?
. (4
les puissances de A et de B, elle donne x = ;—'gr
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2° Soit g-——fi:o. En posant A =3a£, ona
A? g

:4-—6;:;5,

B

et I’équation du mouvement devient

dv
Bapr—0 2 .
a? (v +a)
L’intégration, faite de maniére que v =v, réponde a
t = 0, donne
gt _ Py — ¥
a” (s +a)(v+ a)’
d’ou 'on tire
__ ¢y —akt
ot

si 'on pose, pour abréger, a—‘i: (vo +a)=A.
On a, d’aprés cela,
2
_— __a_}d;. —_— adt,
g(1+ Xe)
d’od
a2
x = El(x—!—).t) — at,

en intégrant et en disposant de la constante de maniére
que x soit nul pour t=o.
Au point extréme,

(2 a? 7 2
t=— et x:—l(l-}——'—’)—_’.
g a 2

T ax
3° Soit g-——ZA—;<o. En posant g——f—; =—DB¢* et

v+A =v/, ona
. aB” T ?

. ’ —
Bm:i(@ _ v.

28 \¢ 4-¢ o — ¢
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L’intégration, faite de maniére que v'=+¢, pourt=o,

. o .. A
¢/, désignant la valeur initiale v, + B de ¢, donne

’_ ’
2B£t:l<0° ¢ @ ),

0',—}-1 o —¢

d’oit I'on déduit
A‘L”B‘t +1 A

= -?

ST

’

uo—{—e
7

en posant =k.

Vyo— ¢
On a, d’apreés cela,
d keBtt 4 g—Bet Ade
TS e T 5B
dou
1 keBit— Bt Ap
B~ k—1 B’

en ayant égard i la condition que x soit nul pour t =o.
La vitesse v devient nulle pour la valeur de ¢, qui sa-
tisfait a I’équation
2Bs(kerBt 1) — A(ke*Btt— 1) —o,
de laquelle se déduit

,— 1 A + 2Bz
~ 2Bs k(A—zBe)'

On a, pour cette valeur de ¢,

b 28 Bk A l(A—}—zBs)’
TB \4k—1V ¢ 4Be 4Bgk
ce qui détermine la position extréme du mobile, a partir

de laquelle le mouvement change de sens et devient celui

du probléme I.
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11I.

Mouvement d’un point matériel pesant et libre, ayant
une vitesse initiale oblique & I’horizon, dans un fluide
homogéne et en repos, dont la résistance est la méme
que dans les deux problémes précédents.

1° 6 désignant 'inclinaison de la vitesse v acquise a la
fin du temps ¢, et s la longueur de I’arc de la trajectoire
décrit & partir de la position initiale, on a, en prenant les
composantes horizontales,

d ] d

—(-fffi—):——(A—!—Bv)v cosd ou M:—Adt—]}ds,
de v cosh

d'ou

v €osH = 0,080, e~ At—Bs

eu égard aux conditions initiales, 6, étant l'inclinaison

de la vitesse initiale v,.

. . R ds
Le rayon de courbure de la trajectoire est égal 3 — %

pour la position du mobile 4 la fin du temps ¢; la consi-
dération des composantes normales donne donc

i ds
v :—gcosGCTO-

Cette équation et la précédente reviennent a

d
(1) d—:-cose—aocosooc‘“'“-‘: o,
ds df
(2) o 5 T Ecst=o,

entre lesquelles I'élimination de s est facile. On a, en
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différentiant,

dis ds (db
—_— — e | — @1 _ —At—Bs
I cos b 7 <dt sinf — v, cosf,Be )

-+ v, cosf, Ae—At-Bs — o,

ds db ds d*0 9(19
At m e 8 =0

e e . d?s
et, par I'élimination de o

d?0 2 . do
: —Af—Bs
dt[dt’ t> sinf—o, cosf, Be dz]
dh

— (g sin6 cos 8 —-v, cosf, Ae~At—Ds) 7= 0.

On tire de I'équation (2)

ds 6 db
— —=—gcosf:—
de & cos dt’

et, par suite, I’équation (1) donne

e—Af—Bs cosf ds__ g cos’0 dO
v, cos8, dt ¢, 0S8, 7

. , ds . .
Substituant ces valeurs a S eta e~At—Bs dans I'équa-

tion (3), on arrive &

2

d?f do\? db
(4) — T 2taogé <E> —A

— +B 6 —o.
= T Bgcost=o0

x et y désignant les coordonnées du mobile 4 la fin du
temps ¢ par rapport aux axes ordinairement employés pour

. d
le mouvement dans le vide, en posant j_; ou tangf=y’,
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d,oﬁ ) . A : Ly t“‘) v ! ‘\::_‘
9 d ’ d ’ 0
B oste =2 1
dt~ dt dt 1 +y"
et
©) vy’ y(drt\?
r2 — ——
arg (T =2y (d: )
—d_l; - -+ ylz)z 3

I’équation (4) se raméne a

dy' dy —
(6) - — AL +Bg/iTri=o.
Enfin, par le changement de variable indépendante,

dy' 12 . .
pour lequel on pose —- =z, ona P’équation du premier

ordre

(7) ,—‘—if——A)z—kBg\/:?_’:o.
y (2

Il n’est pas possible d'intégrer cette équation sous
forme finie, et le développement de z, en série ordonnée
suivant les puissances croissantes de y', ne conduit a rien,
si Uon ne suppose pas que y’ reste assez voisin de zéro
pendant une certaine partie du mouvement a laquelle on
veut se borner. Mais, étant donnée la valeur y’ de y’,
ou, ce qui revient au méme, la valeur 6, de 6 pour une
position M, du mobile, on peut, par la méthode de Cauchy
(Lecons de Calcul différentiel et intégral, rédigées par
M. I'abbé Moigno, t. II, p. 385 et suiv. ; 1844), calculer

dy' .
la valeur correspondante z, de z = {%’ et, cela fait, on
[¢

a la valeur v, de v par la formule
dy’

(8) =—gVi+y"i o

qui se déduit de équation (3) et de la premiére des for-
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mules (5). Pendant une durée assez petite 7 & partir de
Pinstant ot le mobile arrive en M, on admettra qu’il
parcourt dans la direction M, T,, déterminée par y'=y’,
de la vitesse v;, ’espace M, M, = v, 7; et I'on considé-
rera M, comme appartenant 3 la trajectoire. Pour M,,
on aura y' =y + z,7T =y, et ainsi de suite. Les pre-
miéres valeurs de § et de v seront naturellement, dans ce
calcul, leurs valeurs initiales 6,, v,.

2° Si 'angle 8, avait une valeur positive assez petite,
et si 'on ne considérait que la partie de la trajectoire
située du coté des y positifs, y'* serait toujours une quan-
tité trés-petite. En négligeant y* par rapport a 1 dans
I'équation (6), elle se réduit a

d*v’ dy'
s TA T e
dont I'intégrale générale est

}":C—*C’gﬂA' - EA_g__t_l,

(1. . dy'
La formule (8), réduite de méme dy—=—g: _d)% y donne,
en y remplagant y' par sa valeur,
A
V= ——————
C'A‘ert — B

Pour que v = v, et ' = tangf, répondent & ¢ = o, il faut
prendre

C'= §—+—B"", C — tangf, + C'g;
A,
on a donc
- A -+ By, . Bgt
(9) y —'G“SGo—gW(f‘A "")'*‘T’
A
(10) 0= %

{A = Byg)er? —Bv,
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De dxr =ds cosf qu’on doit réduire  dx =ds=v dt,
et de la valeur précédente de v, il résulie
. Av, e~ At gy
T A+ Bo(1—e Ay’

d’ou, en intégrant de maniére que x soit nul pour ¢t =o,

1 1A-—¥—B0,,(l—e"“)

(11) =g Y

L’élimination de ¢ entre les équations (9) et (11) con-
duit a
A ~+ Bo, BT —1

Av, A -4 By, — AeB~

__Bg 1A+B00—Ae‘”)dx
td

dy — (tang bo— 8

A3 By,

dont I'intégrale, prise sous la condition que y soit nul
pour x = o, est

— (ranmo+ £ ) &+ (1 — By AEBo— AL
\ r= (tang,eo—!— Av,>x+A’(I Bz) Br,
(12) Bg x zx dx
- A o (A+B0°)e~BI—A

Cette équation permet de calculer approximativement,
lorsque 6, est assez petit, la valeur x, de x, différente
de zéro, pour laquelle y est nul (amplitude du jet), et
les valeurs de y correspondant & des valeurs de x entre
zéro et x,. Aumoyen de ces valeurs, on pourra décrire &
peu prés la partie de la trajectoire qui est au-dessus de
I'axe des x. Il n’y a aucun compte a tenir de I’asymptote
verticale que 1'équation (12) indique, de méme que la
formule (11).

3° Les résultats connus pour une résistance simple-
ment proportionnelle au carré de la vitesse se déduisent
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facilement de I’analyse précédente. En faisant A =o dans
Péquation (7), elle se réduit effectivement a

2dz 4+ Bg\1+ydy' =o,
dont I'intégrale générale est
2+ Bg[y Vi P+ 1y + V157 — 7] = o,

v étant une constante arbitraire. On tire de la

si 'on pose, pour abréger,
1=y Vit =y + T +77) =Y.
D’aprés la formule (8) et d’aprés

(13) do = — _,

qui s’appliquent a toute loi de la résistance, on a ensuite
g [1+y" 1 dy’
= by —_— dy =— — — ——
v \/B \/ Y YTTBY?

Ly dy
dy =—= — = PN
Ly BY

puis

4° Si 'on supposait B = o, c’est-a-dire la résistance
proportionnelle a la vitesse, ce qui parait ne pouvoir
convenir qu'a un mouvement assez lent, par conséquent
peu étendu et de vitesse initiale assez petite,1'équation (6),

réduite a
Ly

det @ =0
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donperait immédiatement

dy’
L — Ay —
i Y —C,

C—Ay
(14) t:;;I_—TZ.’

C et C’ étant deux constantes arbitraires. Par la sub-

T . dy’
stitution de sa valeur a -d—yt-— dans la formule (8), on a

. i+
_._g————’-.
C—Ay

C et C' sont donc déterminées par

g y_.. &
b —_——————)
11, COS B, vy COS B,

C—= Atang0, +

en raison de ce que v = v, et y'= tangf, doivent ré-
pondre a t = o.
On tire de la formule (14)

c
— Y
Y=ETxC

En remplagant y’ par cette valeur dans la formule (13),
il vient

g’
dr — — —2e
x (C—-A}”)”
d’ou
—_r_ &
(15) z=0C A(C—AJ"),

et la constante C” est donnée par

g __ v, cos,
(C— Atangg,) — A

"o
C~A
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d’aprés la condition que x = o pour y’= tangf,, eu

égard a la valeur de C.

On a enfin

dy— _ B __g[ ' Cay ]
T=T C—Ay )y AlC=ay (€—ar))’

n_ & [ no G
=c—flic—a —
Y C Az[_( ])"_C_Ay/]’
et, en remplacant y’ par sa valeur tirée de I’équation (15),
il vient
C g x
y= X x - -A—‘ 11— '&) ?

aprés avoir déterminé la derniére constante C”, de ma-
niére que y soit nul en méme temps que x.

La courbe que cette équation représente, et qui a pour

v, cos 0,

asymptote la verticale x = C/ = » est facile a

construire.



