NOUVELLES ANNALES

DFE

MATHEMATIQUES.

DEUXIEME SERIE.

1873.



PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS,

quai des Grands-Augustins, 55.



NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIOUES.

JOURNAL DES CANDIDATS
AUX ECOLES POLYTECHNIQUE ET NORMALE,

Par MM. GERONO,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES,

ET -
TR
Cu. BRISSE, g
ANCIEN ELEVE DE L’ECOLE POLYTECHNIQUES = o
AGREGE DE L'UNIVERSITE. £ S
4 e «‘;/’f
DEUXIEME SERIE: -

\“’N ’ /1;‘% ;“"P‘
TOME DOUZIEME.\ ____»"

PUBLICATION FONDEE EN 1842 PAR MM. GERONO ET TERQUEM,
ET CONTINUEE PAR MM. GERONO, PROUHET ET BOURGET.

P D el Y w
t“' M
4,/9 rx'

GRERCE
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE
DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHNIQUT,
SUCGCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,
Quai des Augustins, n° 55.

1873.






NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SUR UN NOUVEAU MODE DE CONSTRUCTION DES CONIQUES;
Par M. Aser. TRANSON.

1.

Dans sa belle théorie des caractéristiques, M. Chasles
a fait voir qu’un segment de droite (double) devait quel-
quefois étre considéré comme une conique infiniment
aplatie. En effet, dans un systéme de coniques dont les
caractéristiques sont p et v, il existe un nombre fixe
(2p—v) de segments de droites qui participent en un
certain sens aux propriétés des coniques du systéme (*).

Le nouveau mode de construction des coniques que je
vais exposer, étant comparé & I'un des modes les plus
usuels, mettra en relief I'existence d’une propriété com-
mune aux véritables coniques et aux coniques infiniment
aplaties.

Je ferai voir, en effet, que si, en chaque point d’une
conique a centre, et sur une direction constamment in-
clinée du méme angle sur la normale, on porte une

(*) Poir Yexposition élémentaire de la méthode des caractéristiques de
M. Chasles, donnée par Prouhet dans les Nouvelles Annales ; 1866, p. 193,
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longueur proportionnelle & la moyenne géométrique
des deux rayons focaux relatifs & ce point, Iextrémité
de cette longueur décrira une nouvelle conique con-
centrique & la premiére et de méme genre qu'elle.

On congoit qu’une infinité de coniques distinctes
pourront étre ainsi dérivées d'une autre. Elles différeront
entre elles soit par I'inclinaison constante de la moyenne
géométrique des rayons focaux sur la normale, soit par
le coefficient attribué a cette moyenne. — C’est ce mode
de construction qui faitI'objet (¥) du présent article. Or
il y a cet autre mode, usuel et trés-élémentaire: Si, &
partir de chaque point C d'une droite terminée aux
points A et B, on porte dans une direction constante
une longueur proportionnelle a la moyenne géométrique
des deux segments CA, CB, U'extrémité de cette lon-
gueur a pour lieu une conique & centre. Cette co-
nique est une ellipse si les points C sont entre A et B;
une hyperbole, §’ils sont en dehors. Dans le premier
cas, le segment AB peut étre considéré comme une ellipse
aplatic; dans le second cas, les segments de la direction
AB, qui sont extérieurs aux limites A et B, et qui s'é-

- -

(*) Je dis Yobjet et non pas V'objectif; c’est que, malgré la faveur
universelle accordée & ce dernier mot depuis quelques années, je ne
puis me résoudre a 'employer dans le nouveau sens qui lui est attribué.
Je sais bien que pour des idées nouvelles, ou méme pour d’anciennes
idées que la marche du temps aura modifiées, c’est le privilége d’une
langue vivante de créer des mots nouveaux, ou méme de modifier le sens
de quelques mots anciens; mais quand des mots consacrés par l'usage
n’ont pas cess¢ de répondre ecxactement a I'idée qu'on veut exprimer,
lIeur substituer un mot qui correspond a une idcée d'un tout autre ordre,
nest-ce pas, pour une langue vivante, un signe de décadence plus que
de vitalité ? Et, par exemple, quand on a le choix entre des mots
aussi expressifs que les suivants, objet, but, wisée, etc., pourquoi leur
substituer un vocable emprunté aux marchands de lunettes ? Pour moi,
lorsque dans un salon, ou au barreau, ou a la tribune, un discoureur
parle de son OBIECTIF, je me sens toujours en curiosité de savoir ou est
SON OCULAIRE.
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tendent a l'infini de partet d’autre, peuvent étre con-

sidérés comme les deux branches d’une hyperbole aplatie.

Dans les deux cas, on peut dire que les points extrémes

A et B sont les foyers de la conique, et que AC, BC sont

les rayons focaux du point C. Enfin les lignes issues des

différents points de AB et sur lesquelles on porte des-
longueurs déterminées comme il a été expliqué, ces

lignes ayant une direction fixe, font un angle constant

avec une droite perpendiculaire 4 AB, c’est-a-dire avec.
la bissectrice des deux rayons focaux, ou encore avec la

normale de la conique aplatie.

Dans ce mode usuel, ane infinité de coniques distinctes
dérivent d’une méme conique aplatie qu'on peut con-
sidérer comme leur base commune, et 'on peut dire que
les coniques du nouveau mode ont a leur tour une base
commune qui est une conique non aplatie. Or les unes
et les autres dérivent de leurs bases respectives suivant
une loi qui est, comme on vient de le voir, exactement
la méme pour les deux modes. Il y a plus; parmi les.
coniques issues d’une conique aplatie AB, considérons
seulement celles qui sont relatives 3 une méme incli-
naison de la moyenne géométrique sur la base, et qui ne
différent entre elles que par le coefficient attribué a cette
moyenne (*); si on construit la tangente de chacune
d’elles dans les points ou elles sont rencontrées par une
méme droite, issue d'un point C de la base selon!’in-
clinaison particuliére au systéme, on sait que toutes ces
tangentes rencontrent la base AB en un méme point D,
qui est le conjugué harmonique de C par rapport aux
points A et B (foyers de la conique aplatie). — Eh bien,

(*) C’est-a-dire, considérons un systéme de coniques ayant un diamétre
commun et les cordes conjuguées a ce diamétre selon une méme di-
rection.
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cette propriété si connue se retrouve (mutatis mutandis)
dans les coniques construites selon le nouveau mode;
mais il faut d’abord démontrer la proposition principale.

1I.

Dans les articles que j'ai publiés antérieurement sur le
_calcul directif ( Nouvelles Annales, 1868), jai établi un
cas trés-particulier de cette proposition, celui ou il s’agit
de placer sur la normale d’une ellipse et de part et d’autre
du point de la courbe une longueur précisément égale a
la moyenne géométrique des deux rayons focaux. J'ai
fait voir qu'on trouve alors deux cercles concentriques a
Pellipse donnée, et qui ont pour rayons respectivement la
somme et la différence de ses deux axes.

Le calcul directif offrait pour ce cas particulier un
moyen de démonstration infiniment facile. Son appli-
cation au théoréme général, quoique un peu moins
simple, fera voir encore une fois qu’il peut rivaliser, non
sansavantage, avec laméthodedes coordonnées. Quoiqu’il
en soit, ce sera un exercice intéressant pour ceux des
lecteurs des Nouvelles Annales qui auront pris con-
naissance des régles de ce calcul, ou mieux encore qui
auront été préalablement initiés a la Théorie des équi-
pollences de M. Bellavitis, exposée dans ce Recueil par
M. Hoiiel (Vouvelles Annales, 1869) (*).

(*) En terminant la publication de mes articles sur I’ dlgébre directive,
j’ai été informé et je me suis empressé d’annoncer (Nouv. Arn., 1868) que
I’éminent professeur de I'Université de Padoue possédait depuis longtemps
et avait publié en un vrai corps de doctrine, avec beaucoup d’autres
beaux résultats, quelques-uns de ceux que je venais de trouver moi-
méme en développant les idées d’Argand, de Francais, de Mourey et de
M. Faure (de Gap), sur les nombres inclinés; sur ces nombres pendant si
longtemps et maintenant encore si indiiment appelés nombres imaginaires.
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Supposons donc une ellipse dont les axes soient a et &,
a étant P'axe focal dontla direction sera considérée comme
I'origine des inclinaisons. Si x est une longueur comptée
sur cet axe a partir du centre de la courbe, I’ordonnée
cartésienne serait

le rayon central Y, sera représenté, en calcul directif,
par une somme algébrique :

b
Y= >+ - {yzx*— a®.
a

Le second terme de cette somme a manifestement une
direction perpendiculaire a celle du premier, puisque
x* — a® est nécessairement négatif. En méme temps, les
deux rayons focaux sont représentés (conformément aux
régles du calcul directif) par Yo+ ¢, Y, —c¢; leur
moyenne géométrique, nécessairement dirigée selon la

normale (*), est égale & /Y: —c*; et si on la multiplie
par un coefficient directif m, de grandeur et de direction
déterminées, on aura une longueur proportionnelle i la
moyenne en question et inclinée sur la normale d’un
angle constant. Comme on aura pu porter cette longueur
de part et d’autre du point de la courbe, les extrémités
de ces deux longueurs égales seront fixées sur le plan
par un rayon vecteur Y,,, dont 'expression ci-dessous, &
cause du double signe qu’elle contient, convient égale-
ment aux deux, savoir :

Y.=Y*+tm VY2 — 2

(*) Je donnerai a la fin de cet article la détermination en grandeur et
en direction de la moyenne géométrique de deux lignes diversement in-
clinées.
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ou bien, en remplagant Y, par sa valeur et c¢* par
— 5,

b
a4+ — \(2?— a?
a

s ; V(a+ b?) 2 — a* + 2abz 2 — @

Le second de ces deux radicaux est assimilable & la

forme \/a +f\/—1, qui se raméne, comme on sait, a
la somme sunivante :

\/’iw+ L
2

2
or, dans I'application actuelle, on a
a=(a*+ b')z*— a‘; B =o2abx Var — 22,
et, par conséquent,
Vi + B = a' — (a2 — b?) 2.
D’aprés cela, on trouve, aprés toute réduction,

a-=mb b+ ma
Y.—= r -+ \/.2' — a’.
a

A peine est-il besoin d’observer que, en supposant
m == 0, on retrouve Y,, c’est-a-dire le rayon vecteur de
I'ellipse aux axes a et b, base commune de toutes les
courbes i rayons vecteurs Y,. D’ailleurs il est aisé
de reconnaitre ici les rayons vecteurs de deux ellipses
distinctes. En effet, le premier terme représente une
ligne que nous appellerons x’, laquelle a la méme ori-
gine que x, c’est-a-dire le centre de Uellipse (a, ). Cette

. x . .
ligne x/, ou (a == mb) = est inclinée sur I’axe focal, ou

bien, au contraire, est sans inclinaison, selon que le
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coefficient m est lui-méme incliné ou non; et, dans tous
les cas, la direction de x' est la méme que celle de la

. . . x .
ligne a &= mb, puisque le quotient ~» qui entre comme

facteur dans la composition de x’, est sans inclinaison.
Or le rayon vecteur Y, étant exprimé en x’, prend la
forme '

+
YYo=+ f’l—:_—;':—:’ V2" — (a = mb).

La quantité sous le radical est négative, puisque x"
x? , . 22 o .

3 2 —_—
est égal a (a E=mb) —» et qu'on a toujours —; < 1. Ainsi

le second terme de Y, représente une ligne dont la di-
rection est inclinée sur celle du premier terme x' d’un
b+t ma
aztmb
de go degrés. Appelons « cet angle total. L’extrémité
de'Y,, s'obtient donc en élevant, en chaque point de la
base rectiligne 2 (a==mb) et sous ’angle &, une longueur
proportionnelle 4 la moyenne géométrique des deux seg-
ments a = mb 4+ x', a == mb — x'. A ces caractéres, on
reconnait une ellipse.

Autrement : Y,, est la somme algébrique de deux
termes qui ont sur le plan deux directions fixes. Prenons
deux axes de coordonnées tracés selon ces deux direc-
tions, et convenons de représenter, comme M. Bellavitis,
la grandeur absolue de toute longueur inclinée par la

angle égal A l'inclinaison du facteur augmentée

préfixe gr; on aura, pour la double équation cartésienne,
correspondant aux deux valeurs de Y,,, la forme sui-

vante, qui est bien celle de deux ellipses :
J»? 1‘2

=1.

—_—2

gr (b= ma) ) ;r-;z(aimb)

En termjnant ce paragraphe, il doit m’étre permis
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de faire observer que j’aurais pu affecter une plus grande
concision, si je n’étais pas fondé & croire que, probable-
ment, quelques-uns des lecteurs des Nouvelles Annales
sont peu familiarisés avec la pratique du calcul directif.
On doit avoir égard  cette observation pour apprécier
équitablement ce calcul.

Il

Pour établir le théoréme commun aux coniques a base
aplatie et & base non aplatie, j’observe d’abord que si I'é-
quation d’une courbe quelconque en calcul directif est la

suivante :
Y= ‘f(x)a

ou Y est le rayon vecteur de cette courbe, et x une va-
riable indépendante qui peut éire elle-méme le rayon
d’une courbe directrice de la proposée, ou plus simple-
ment, ainsi que je I'ai supposé dans les paragraphes pré-
cédents, une longueur variable sans inclinaison; la di-
rection de la tangente a la courbe proposée sera donnée
par I'angle du quotient

a
_— =0 Z ).
e ¢ (=)

En méme temps, 'équation d’une ligne droite issue du
point qui correspond sur la courbe a une valeur de x sera
donnée par son rayon vecteur

Y
OL:Y—FI—Y)
dx

expression dans laquelle / est une ligne de longueur va-
riable, mais d'inclinaison constante. Si « est cette incli-
naison, la droite dont il s’agit fera avec la tangente ce
méme angle «. Donc, si « est nul, c’est-a-dire si  est
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sans inclinaison, I'équation ci-dessus sera I’équation de
la tangente elle-méme.

AT’aide de ces principes, on démontrera d’abord comme
il suit la propriété bien connue des tangentes aux coni-
ques qui sont dérivées d’une base rectiligne.

L’équation de ces coniques résulte de la valeur ci-
dessus de Y,,, dans laquelle on fera b = o il vient alors,
pour le rayon vecteur,

(Ya) =z myx*—a,
mzx

d(Y')zl"’" .
dx Tz — a?

d’ou

Une droite issue d’un point quelconque de la courbe a
donc pour équation

OL———I"}'I_—tm(V-Z‘z—aZ—F l—_x_)-

22 — a?
Or, en prenant pour / la valeur particuliére

a?
l= ; — X,
qui annule le coefficient de m, on a un rayon vecteur

particulier

2
OD::ﬁ-
x

commun 2 toutes les droites OL relatives aux différentes
ellipses caractérisées par les diverses valeurs de m. Ces
droites concourent donc en un méme point D. D’ailleurs
la valeur de I est sans inclinaison; ces droites sont
donc les tangentes elles-mémes. De plus, le rayon vec-
teur OD est lui-méme sans inclinaison ; donc le point D
est sur le prolongement de la base AB. Enfin, en
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appelant C I'extrémité de x, de sorte quex =0C, on a

0C.0D =a’; )

de sorte que les points C et D sont conjugués harmo-
niques par rapport aux extrémités de la base, c’est-a-dire
par rapport aux foyers de la conigue aplatie.

Considérons maintenant une ellipse dérivée d’une base
non aplatie (dérivée d'une ellipse aux axes a et d).

Une droite issue d’un point quelconque de cette ellipse
a pour équation, ainsi qu’on I'a expliqué,

OL—=Y, dY
On a d’ailleurs
dY,
- dY, dY, ‘dr
Ym:Ynivaz—'Cz et E:-E iﬂl \/—ff———c?.

Le rayon vecteur de cette droite recoit donc la forme
suivante :

ay, , _m day,
l =+ 2 _—).
OL=Y,+ Vofer ( — 1Y, dx)

Or en prenant pour / la valeur qui annule le coeffi-
cient de m, savoir:

Y2 . dY,
= dY: ou bien (=(a? — a7 d—x”,
*dx T

on a un rayon vecteur particulier

c?
oD = —
Y,
lequel est commun i toutes les droites OL. Ces droites
concourent donc au point D. D’ailleurs cette valeur
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de ! n'est pas sans inclinaison  elle est inclinée d’un

. . . .,dY, S :
angle égal a celui du guotient directif E“ : Y,. Donc ces

droites ne sont pas tangentes a-leurs courbes respectives,
mais elles font avec les diverses langentes ce - méme
angle (¥).

Enfin si, dans le numérateur de OD, on remplace
c? par sa valeur, et dans le dénominateur Y, par OC, il

viendra
O0C.OD = a*— b%; ’

par conséquent le point D est le conjugué harmonique
du point C par rapport aux deux foyers de la courbe
de base.

Pour apprecxer cette remarquable analogie entre les
coniques a base aplatie et & base non aplatie, il faut
savoir que deux couples de points peuvent sur un plan,
comme deux couples de points sur une méme droite,
former une proportion harmonique; ou, en d’autres
termes, que quatre points sur un plan peuvent former un
quadrilatére harmonique. Quoi qu'il en soit, je ferai
voir (§ V) comment on peut construire le point D au
moyen des deux foyers et du point C.

Iv.

Voici maintenant le nouveau mode de construction
pour les coniques dénuées de centre :

8i, en chaque point d'une parabole et sur une di-
rection constamment inclinée du méme angle sur la

(*) C’est un angle égal a celui que le rayon Y, prolongé fait avec la tan-
gente & la courbe de base, mais a cet angle pris négativement; de sorte
que, C étant le point extréme du rayon Y,, la tangente a la base en C est
bissectrice de CD et de Y, prolongé.
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normale, on porte une longueur proportionnelle & la
moyenne géométrique entre le rayon wecteur et une
longueur constante, l'extrémité de cette longueur aura
pour lieu une autre parabole, dont I’axe aura la méme
direction que celui de la premiére.

Soit p le paramétre de la parabole donnée ; prenons
son foyer pour centre des rayons vecteurs, et la direction
de son axe pour origine des inclinaisons. Son rayon
vecteur, identique avec son rayon focal, aura pour
expression la somme algébrique

Y=z +y—p(22+p).

Le rayon vecteur de I'une des courbes dérivées de
cette base sera

Yo=Y, +my—2Y,q,

o ¢ est une ligne sans inclinaison, et m un nombre
directif de grandeur et de direction déterminées.

Cette valeur de Y,,, exprimée en fonction de x, est la
suivante:

Yo=z+V—p2z+p)+my—2g9Vz+y—p(2z+p).

En luiappliquant le méme calcul qu’au rayon vecteur
issud’une ellipse de base (dans le précédent paragraphe),
il viendra

— +myg
Yon=m \/pq +x + ’N/;—VE—\/‘]‘\/—p(zz—{—p}.

Or, si 'on transporte 'origine au point dont le rayon
vecteur est m \/pq, le nouveau rayon vecteur du lieu sera
exprimé par la somme des deux derniers termes de Yn, et
alors on reconnaitra aisément que ce lieu est une para-
bole.
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Il y aura une infinité de telles paraboles se distinguant
entre elles par les valeurs de ¢ et de m. Si I'on considére
une ligne droite issue d’un point quelconque de I'une
d’elles, le rayon vecteur de cette droite, mesuré a partir
du foyer de la parabole de base, sera "

dY,
OL =Y, + 122",
dx

c’est-a-dire

, dy,
dyY, ( dr
OL=Y,+1—= +my—ayg VY, HUR
Or, en prenant pour Z la valeur qui annule le coef-

ficient de m, savoir
2Y,

- dYu,

“dx

=

onaun rayon vecteur Particulie[‘
oD = —Y,,

lequel est commun i toutes les droites OL. Ces droites
concourent donc au pointD. Ce point est, comme on voit,
sur le prolongement du rayon vecteur de la parabole de
base, et 4 égale distance de I'autre c6té du foyer. Cette
propriété répond & celle des paraboles & base aplatie,
pour lesquelles la sous-tangente est le double de I’ab-
scisse; puisque alors I'abscisse n’est autre que le rayon
focal de la base.

On peut aussi remarquer que les deux points C et D sont
conjugués harmoniques par rapport aux deux foyers de
la parabole non aplatie ; parce que, dans un quadrilatére
harmonique, si I'un des points passe a I'infini dans une
direction quclconque, son conjugué se place au milien
de la diagonale qui réunit les deux autres sommets.

Ann. de Mathémat., t. X1I, 2¢ série. (Janvier 1873.) 2
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V.

Jarrive 3 montrer comment on peut construire en
grandeur et en direction la moyenne géométrique de
deux lignes inclinées; c'est-a-dire comment on peut
résoudre le probléme de construire la ligne OX dé-
terminée par l’équation directive suivante ot OA et
OB sont données : '

OA.OB—0X..
On déduit de 1a
oA 0X
0X ~ 0B’

d’otut il résulte premiérement que OA est inclinée sur OX
autant que OX I'est sur OB c’est-a-dire que OX est sur
la bissectrice de I'angle AOB.

De plus, P'égalité des rapports directifs g% et g—%{
prouve que les deux triangles OAX, OXB sont sem-
blables. Par conséquent, la somme des deux angles en X

est égale 4 la somme des deux angles en A et B, et1’angle

PN PR
total AXB est le supplément 4 180 degrés de } AOB.
On construira donc sur AB un segment AXB capable

PN . .
de 180 degrés — 3 AOB, et le point X scra a la rencontre

. . PN
de ce segment avec la bissectrice de AOB.
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Si les deux lignes OA, OB sont en prolongement I'une
de V’antre, c’est-a-dire si I'angle en O vaut deux droits,
on retrouve comme cas particulierla construction donnée
dans les Eléments de Géométrie.

Le point D, qu'il nous restait a construire i la fin du
paragraphe III, était déterminé par I’équation

0C.OD — OF .

C’est comme si, dans la figure précédente, on donnait
les lignes OA et OX, et qu'il fallat construire OB.

VI:

La propriété relative aux tangentes, qui est si connue
dans un systéme de_coniques dérivées d'une conique in-
finiment aplatie, et que nous avons retrouvée dans tout
systéme de coniques dérivées (selon la méme loi) d’une
conique non aplatie, pourrait sembler d’abord une dé-
pendance essentielle de la nature des coniques, et par suite
une propriété exclusive de ces sortes de courbes; mais il
n’en est pas ainsi : la propriété en question résulte du
mode de dérivation, et en ce sens elle est indépendante
de la nature particuliére de la base.

En effet, soit une courbe quelconque : « En chacun de
ses points C et sur une droite inclinée d’'un angle constant
sur la bissectrice des deux rayons focaux de ce point, soit
portée une longueur proportionnelle 4 la moyenne géo-
métrique de ces deux rayons. » L’extrémité de cette lon-
gueur engendrera une infinité de courbes qui différeront
entre elles, soit par I’angle constant, soit par le coefficient
de proportionnalité, soit par ces deux éléments i la fois.
Or les droites qui seront construites pour ces courbes de

2.
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la maniére que nous avons indiquée pour celles dont la
base est une conique se rencontreront aussi en un méme
point D, lequel sera encore le conjugué harmonique du
point C de la courbe donnée par rapport aux deux foyers.

C’est que la circonstance de ces rencontres est une pro-
priéié générale de la transformation directive du second
ordre, c’est-a-dire de la transformation représentée en
calcul directif par I'équation générale du second degré.
J’ai démontré, en effet (Nouvelles Annales,1868), qu’une
telle équation se raméne a la forme simple

Y=X+4+myX?—¢,

dans laquelle X est le rayon vecteur de la figure trans-
formée, et Y celui de la figure transformante.

A cette occasion, )'ai fait remarquer que la transforma-
tion des figures par le moyen des équations directives
semble ouvrir un vaste champ aux investigations géo-
métriques, puisque, dans chaque ordre ou degré, les
courbes transformantes ont d’abord des propriétés dé-
pendantes des courbes transformées (courbes appelées
bases de dérivation dans le présent article), et de plus ont
aussi des propriétés communes qui dépendent essentiel-
lement du modede dérivation, comme on en a ci-dessus un
exemple remarquable. Et enfin, de méme qu’il y a des
propriétés communes a toutes les courbes dites algé-
briques dans la méthode des coordonnées cartésiennes, il
y a aussi en calcul directif des propriétés communes a
toutes les transformations représentées par des équations
algébriques.

P.-S. — Non-seulement i 'occasion des caracté-
ristiques, mais aussi dans le 7Traité des sections coni-
ques, M. Chasles fait voir qu’on peut considérer un seg-
ment de droite limitée comme une conique infiniment
aplatie.
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SUR LE THEOREME DE DANDELIN;
Par M. Aser TRANSON.

Lorsqu'un plan coupe un cdne de révolution, si une
sphére est inscrite dans le cone de maniére a toucher ce
plan, le point de contact est I'un des foyers de la section,
et la directrice correspondant 4 ce foyer est la droite de
rencontre du plan sécant avec le plan de contact de la
sphére et du cone. Tel est le beau théoréme di a
MM. Quetelet et Dandelin.

Ce théoréme a une extension bien connue. Si une autre
sphére, inscrite aussi dans le céne, pénétre le plan sécant,
la distance tangentielle d’'un point de la section conique
au cercle de pénétration est dans un rapport constant avec
la distance de ce point a la droite de rencontre du plan
sécant avec le plan de contact de la nouvelle sphére et du
cone. Ce cercle de pénétration peut étre appelé un cercle
JSocal, etla droite dont il s’agit une directrice relative a
ce cercle.

Mais si la sphére inscrite au céne ne touche ni ne pé-
nétre le plan sécant, devient-elle étrangére a la conique,
étrangére aux propriétés focales de la conique?... On va
voir qu’il n’en est pas ainsi.

Lemme.— « Soit une sphére de rayon r,dont le centre C
est a la distance @ d’un plan donué; toutes les sphéres
qui ont leurs centres sur le plan et qui coupent orthogo-
nalement la premiére se rencontrent en un méme point
placé sur la perpendiculaire abaissée du centre C et 3 une
hauteur égale 4 \/u®*—r*; » proposition connue et d’ail-
leurs trés-facile 2 démontrer.

Maintenant si I'on se représente une sphére inscrite au
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cdne, mais ne touchant ni ne pénétrant le plan sécant, on
montrera, précisément comme pour la sphére tangente
ou pénétrante, que la portion d’aréte du cdne comprise
entre le plan de contact et un point quelconque m de la
section conique est dans un rapport constant avec la
distance de ce point 4 la droite de rencontre des deux
plans. D’ailleurs cette portion d’aréte issue du point m
est égale & la distance de ce méme point a celui qu’on
aura placé, selon la régle indiquée dans le lemme, sur la
perpendiculaire abaissée du centre de la sphére sur le
plan sécant; car ces deux distances sont des rayons d’une
méme sphére dont le centre est m.

Ce point de la perpendiculaire abaissée du centre de
la sphére est indépendant de la situation du point m sur
le périmétre de la conique. C’est un véritable foyer qui
a sa propre directrice.

On démontrera aussi, absolument comme dans le cas
de deux sphéres tangentes & une section elliptique, que
si I'on considére les deux foyers relatifs a deux sphéres
non pénétrantes, la somme des deux rayons vecteurs est
constante pour tous les points de Iellipse si les deux
sphéres sont situées I'une au-dessus, 'autre au-dessous
du plan sécant. Ce serait la différence si elles étaient du
méme c6té. Dansle cas de la section hyperbolique, c’est
toujours la différence, parce que les sphéres non péné-
trantes sont toujours d’'un méme coté du plan sécant.

On retrouve ainsi ces foyers extérieurs au plan de la
conique, dont l'existence et les propriétés sont bien
connues.

RECTIFICATION.

Les questions 1056, 1079 et 1080 ont été résolues par
M. Lucien Bignon, de Lima.
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CORRESPONDANCE.

——

Extrait d’une Lettre de M. Doucet, professeur au
lycée de Lyon. — Permettez-moi, je vous prie, de re-
venir un instant sur une question traitée deux fois déja
dans les Annales, et qui est la suivante :

Par deux points fixes A et B pris sur une ellipse
donnée, on fait passer des cercles wariables; on de-
mande le lieu des points M ol concourent les tangentes
menées a Uellipse et & chacun des cercles.

Vous avez donné, Monsieur, dans les Nouvelles An-
nales (17 série, t. X, p. 408) une solution géométrique
qui ne laisse rien a désirer. En méme temps, vous de-
mandiez & vos lecteurs une solution analytique qui, en
raison de certaines difficultés, devait étre intéressante ef
instructive (¥).

M. Breton (de Champ) a donné une solution de cette
nature, fondée sur les principes de ’homologie. Cette so-
lution est reproduite par M. Housel, dans son Intro-
duction & la Géométrie supérieure (p. 177). « L’ana-
lyse ordinaire, dit cet auteur, ne donnerait pas uni-
quement I'équation du lieu cherché, parce que les quatre
tangentes communes que le calcul indique toujours pour
deux coniques se coupent deux i deux en six points.... »
11 fallait donc avoir recours aux formules de I’homologie
pour n’obtenir que le facteur du second degré, qui résout
seul la question.

Je vous adresse, Monsieur, une solution analytique

(*) Cette solution a été donnée par MM. Mister et Neuberg, 2¢ série,
t. 11, p. 481; et par M. Paul Serret, 2¢ série, t. I, p. 49.
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que j’ai eu 'occasion de donner 2 des éléves de Mathéma-
tiques spéciales. Je ne fais usage que de I’analyse la plus
ordinaire; c’est un calcul trés-simple, dans lequel le be-
soin de I’homologie ne se fait nullement sentir.

Soit T = o I'équation du systéme des deux tangentes
menées i l'ellipse par le point M («, 8) qui correspond
a 'un des cercles.

Soient en outre P = o, Q = o les polaires de ce point
dans V'ellipse et dans le cercle. Ces deux courbes peuvent
étre représentées par les équations

(1) T+ 21P?=o,
(2) T+pQ=o,

A et p étant deux paramétres & déterminer.
En retranchant, on a

P\/i:iQ\/—’

équation d’un systéme de cordes communes. Prenons,
pour la droite AB,

(3) PVA=0QVp.

Soit maintenant
(4) — 4= —12x0

P’équation de l'ellipse. Alors

T=(f—6)(z— e —2af(x—a)(r —B)
+ (et —a)(r — )%
B
P= pe -+ b I.
Pour identifier les équations (1) et (4), il suffit d’an-
nuler, dans la premiére, le coefficient de xy; il en ré-
sulte

A= a2b
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Soit d’ailleurs Q =y + px + ¢. L'équation (3) de-
vient

< +%Z,—l> ab=(y +pz +q) Ve,

et si P'on désigne par x4, y, les coordonnées a Y'origine de
la droite AB, on a

(55-: -——l) ab—=(px,+ q) \/—,
By - i~
Tr 1) ab=(n +a)Ve.
En retranchant, on élimine ¢, et il vient
ax, By
(—;‘— b,)‘zb——(l’xl—‘.ﬂ)\/"
équation ou n’entre que le rapport L, et qui montre par
1a quele lieu cherche ne dépend que de la direction de AB.
Soit m = — 2! le coefficient angulaire de cette direction.

Z
L’équation ci-dessus devient

Exprimons maintenant que la courbe (2) est un cercle;
il vient
F— o+ at— b= p (1— p?),
of
&
Substituons cette valeur de p dans les deux équations
qui précédent, on a

p:

o Bm a8
(;—F o )ab—v;—i- ”’V}‘-a

2R2
B BE
1°3

(8)
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et il faut, entre ces deux équations, éliminer p. La pre-
miére donne deux valeurs pour \/ut.

— a o o .y
1° Ju=p 3 Cette valeur doit étre rejetée; car, sub-

stituée dans la deuxiéme des équations (5), elle conduit
by “2 2 . E] b -

4 — + ;—1=o0, qui n’est autre chose que Iellipse
donnée.

- b
o et —_— -C1
2° Ju=a —+ Celle-ci donne

at ﬁz— a’—b’»

am* b7 atmi+4 b?

Telle est I'équation dulieu demandé. C’est une hyperbole
homofocale a I'ellipse donnée.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1038

(volr 2°* série, t. X, p.336);

Par M. Lion LECORNU,

Eléve du lycée de Caen.

Etant donnés en grandeur les quatre cétés d’un qua-
drilatére plan et la droite qui unit les milieux de deux
cOtés opposés, trouver l'aire du quadrilatére en fonction
de ces cing droites. Discussion du probléme.

Soient ABCD le quadrilatére, S sa surface, MN la
droite qui unit les milieux des cotés AC et BD. Prolon-
geons ces deux cdtés jusqu’a leur rencontre au point O,
appelons 6 leur angle, et posons

OM—=x, ON=y, MA—¢, NB=d, AB—a,
CD ==a', MN:=—=b;
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nous avons les relations suivantes :
28=[(z +¢)(y +d)—(z—¢)(y —d)]sin 6 =2(dz -+cy)sinb,
d’'ou
(1) S=(d.;+cy)sin.9,
(2) x4 y?— 2y cosh = b?,
(3) (x—e)+(y—d)—2(z—c)(y—d)cosd =a?,
(4) (z+c)+(r+ad)P—2(z+c)(y +d)cosd=a'".
Les équations (3) et (4) peuvent s’écrire
(¢ + &) — 2 (cx + dy)+ 2(dx + ¢y — ed) cos§ = a* — b?,
(2~ d@?) + 2(cx +dy)— 2 (dx + cy + ed)cosb ==a'*— b?,
ou, en ajoutant et retranchant successivement ces deux
équations membre 4 membre,
(5) 2(+ &) — fedcosd = a*+ a"*— 2.b?
(6) 4(ex + dy)— f(dz + ¢y) cosb —a'*-— a’.
De I'équation (5) on tire

_ 2(+d)—(a*+ a’'— 2 b?)
cosf — fed

Si 'on pose, pour abréger,

¢ —dcosf—m,
d— ccosh — n,
I'équation (6) devient
fmx 4 fny = a'*— a?,
d’ou
a'*—a*— fmx
L e s
4n
Portant cette valeur dans I'équation (2), développant et
chassant les dénominateurs, il vient

16 (m?+ n*+ 2mn cos8) 2? — 8(a'*— a*)(m + ncosd)x
+({a"*— a* ) —16bn*= o;
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Pour que le quadrilatére existe, il faut que cos6 soit
plus petit que + 1, c’est-a-dire que 'on ait
2(¢+ d%) — (@ 0" — 2) < fod,
ou
2(c—dp<a*+ a'*— 2b.
Il faut aussi que cos6 soit plus grand que — 1, ou
2(c +d)>a’+ a'* — 25
Il faut enfin que I'on ait
86*(a'* + a* — 2b*) — (a'*— a?)>>> o.

Si ces trois conditions sont remplies, I’expression (7) est
réelle, et par suite il en est de méme de I'expression (8).

Note.— La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc.

Question 1081
( voir 2°* série, t. XI, p. 192);
Par M. L. DESMONS,

Professeur au lycée de Troyes.

Trouver l'enveloppe de la corde commune & une
ellipse et & son cercle osculateur; trouver le lieu des
milieux de ces cordes. (E. Lemorne.)

I. L’équation de la corde commune au cercle oscula-
teur et a I'ellipse est

(1) zcom—%sinu:cosza,
a étant le paramétre angulaire du point de contact, etle
second point d’intersection ayant pour paramétre — 3a.
Je pose
®

a=7—¢;

4
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I’équation (1) devient alors

Z cos (2 2 sin (2 =si
2 77° — 7 sin Z—q =sin2g,

ou

xZ Yy x Y . 4 .
(2) <; — Z) cosg —+ (; -+ 5) sing = -—\/; sing cosg,

équation de méme forme que cellede la normale a I'ellipse.
Si I'on pose

=P

QI8

-i—‘%:q,

RR]

7

b
on peut I’écrire
_ 4 _ 4

p + qtange— —=sing, ou pcoty + g =— ——= Ccosg.
V2 V2

Dérivant ces deux équations par rapport 4 ¢, on a
successivement

cos’«p_—:la,
ot
sin®e — %,
22
d’'ou
2 2
(3) PP+g=2

telle est 1’équation de la courbe en coordonnées rectan-
gulaires.

On peut la mettre sous une forme plus simple en pre-
nant pour axes les diagonales du rectangle des axes. On
a, MP et MQ étant les perpendiculaires abaissées sur OX
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et OY, et 6 étant 'angle XOY des nouveaux axes,

MP — Ysin6, MQ = Xsin9,

z_y Ty
(a b) ab <a+b) ab
—_— —_—t

MP= -2 2/ MQ =2 2/
Jar+ & Var+ b
. 2ab
snnezm-
Ainsi
xr oy 2Y x 'y  2X
—_——rEm— e =+ 5 = =)
a b \/a’+b’ a b a4 b?
et I'équation (3) devient
2 2t 1
(4) X 4+ Y’ =2%(a*+ 6%)*.

Cette courbe a sur les axes quatre points_de rebrousse-
ment de premiére espéce, a, &, b, b'. Elle est symétrique
par rapport aux axes de D'ellipse et lui est tangente en
ses quatre sommets. Les points a, a’, b, &/ sont sur un

cercle de rayon /2 (a* + b%), facile 4 construire.

II. Les coordonnées du point milieu de la corde sont,
en prenant pour axes les axes de l'ellipse,

(cose + cos3a)
= a ———)

2
5 .
(%) ( (sine — sin3a)
yr= b
2
ou bien
I =—acosx cos2a,

y =— bsina cos2a.
En élevant au carré ces deux équations et ajoutant, on a

. x? yz
cos 2a__;; -+ =3



donc

c0sx = ——————y Sina = — 7

oy 7
(E+5)

En introduisant ces valeurs dans

cos2a = cos’a — sin’a,
il vient

2 2\ 3 2 2\ 2
6) G5 =G-5)"

Cette courbe a pour équation, en coordonnées polaires,

cos?w sin’w

I T

P= cos?w sin?w\3
(7 +

La courbe est symétrique par rapport aux axes; l'ori-
gine est un point quadruple dont les tangentes ont pour
équation

(7)

‘rﬂ ‘7’

a5
ce sont les diagonales du rectangle des axes. Si 'on con-
struit I’hyperbole qui a pour axes 2a, 25, I'équation (7)

donne une propriété des rayons des trois courbes
(8) pe"? = p"%
py p' et p” désignant les rayons de la courbe, de I'ellipse

et de I'hyperbole correspondant 4 un méme angle w.

III. L’équation de I'enveloppe des cordes communes
en coordonnées tangentielles s’obtient aisément. L’équa-
tion de la corde commune (2) peut, en effet, s'écrire,
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dans le systéme des axes OX, OY,
Y cose Xsing 2

(9) - \/aA’Av_—:_b»’—!_ Jm: 75- singeos (*)

et, en désignant par u, v les coordonnées tangentielles de
cette droite, on a
1 -
- = cosg V2(a?+ b2),
1 —_———
- =—si 2(a®+ b*).
S sing V2 (a? + b%)
On tire de 1a I'équation de la courbe
I 1 )
(10) -———1—;2:2(&1’-}—1)’);

u?

elle est donc de quatriéme classe.

-

N. B. — Voici comment M. Hilaire, professeur
Douai, trouve ’équation de I’enveloppe dont il s’agit :
« L’équation

(1) L cosa — L sina = cos2a
Qa

b

de la corde commune a I'ellipse et au cercle osculateur
peut s’écrire

z . r "
<; + 5) (cosa — sina )+ (; — b) (cos« + sina)

= 2(cos*a — sin’a),
ou

x xr oy

A
b L9 b6 3
sin (« + 45°) cos(az-%-»45°)_~2 ’

a

(*) Plus simplement, en posant K = y/2(a’+ &*),
X ¥ _k

cosp sing

Ann. de Mathém., t. XII, 2¢ série. (Janvier 1873.) 3
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équation de la forme
X Y _,
sinf cos®
» Or on sait que 'enveloppe de la droite. représentée
par cette derniére équation a pour équation
2 2 2
X Y = cs;

donc, par analogie, 1'enveloppe qui nous occupe a pour

équation
i
z r\® xz  y\°’_
(;"*-b) +<a ‘5> = 2.

» Cet ingénieux artifice de calcul est indiqué par
M. Salmon (Higher plane Curves, p. 106). »

Note. — La question 1081 a aussi été résolue par MM. Moret-Blanc;
Moreau, lieutenant d’Artillerie de la Marine; Androuski, étudianta 1'Uni-
versité de Varsovie ; R. de Paolis, étudiant 4 I’'Université de Rome; Chervet,
éléve du lycée de Moulins; Gambey ; Pellissier; Brocard ; Hilaire ; Lenglet,
Lez et Kcehler.

Question 1088

(voir 2° série, t. XI, p. 336); *
Parx M. MORET-BLANC,

Professeur au lycée du Havre.

Trouver U'aire de Uenveloppe de la corde commune

& une ellipse et a son cercle osculateur.
(L. Desmons.)

Soient
a'v,'.’ <+ b2x? — azbz

I’équation de I'ellipse, et  le paramétre angulaire du
point de contact d'un cercle osculateur. Les coordonnées
de ce point sont

z, —acosw, y, = bsinw.

La corde commune au cercle et & I'ellipse, ayant méme
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inclinaison sur les axes que la tangente commune, a pour
équation

b sin b cosw( )

— 0= — z — a cosw

4 asine ’
ou

(1) bx cosw — ay sinw = ab (cos*w — sin’s),

dont la dérivée par rapport a & est
(2) bz sine + ay cose = fab sinw cose.

L’élimination de » entre ces deux équations donnerait

celle de 'enveloppe; cette équation a été trouvée (ques-

tion 1081). Il vaut mieux, pour I’objet qui nous occupe,

tirer des équations (1) et (2) les coordonnées d’un point

de la courbe. Il vient

x = a(cos’e + 3sin’w cosw),

y = b(sin’ v + 3sinw cos’w),

d’on
dx = 3a(sinw cos’w — sin*w ) dw.

Y

De w =0 & w=,dx est positif, et I'aire comprise
entre la courbe et 'axe des x est extérieure a la courbe.
Dew="2w= ;, dx est négatif, et I'aire comprise
entre la courbe et Iaxe des x se compose de I'aire pré-
cédente, plus le quart de I'aire cherchée. En appelant A

. A .
Iaire totale de I’enveloppe, on aura donc > en intégrant,

N . . , .
deo a P dx exprimé en fonction de w et dw, ce qui

donne
T™

A 2 . . . .
7 = 3ubf (sin*w + 3 sinw cos’w ) (sindw — sinw cos?w) dw
o

K3
= 3ab.[2 (3 cosw — 3 cos‘w + 2 sin‘w — sin‘w)dn;
o
3.
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., T .
et, en remarquant que, de o a > sin®w et cos®w passent

en sens inverse par les mémes valeurs, 'expression pré-
cédente se réduit a

A 2
Z = 3abf (2 coste — costw)dw

1.35 1.3« 7
_3ab< 4,6 2 42\—‘3ab§,

d’ou
A= 3rab.

Cette aire est les £ de celle de ellipse; par suite, I'aire
comprise entre la courbe et ellipse est la moitié deaire
de lellipse.

Les coordonnées des points de rebroussement sont

rz=ctay2, y===b\a.

L’aire du rectangle passant par les quatre points de
rebroussement est donc 8ab, et 'aire comprise entre le
périmétre de ce rectangle et la courbe est égale a

(8 — im)ab.

Note.— La méme question a été résolue par MM. Hilaire, Pellissier,
Brocard, Gambey, Androuski, Chervet et Keehler.

Questior. 1089
( voir 2° série, t. XI, p. 336);
_Par M. MORET-BLANC,

Professeur au lycée du Havre.

Trouver le lieu des pdles des cordes communes et la
podaire du centre relative a Uenveloppe des cordes

communes & une ellipse et & son cerc.e osculateur.
(L. Desmons.)
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1. Soient « et 8 les coordonnées du pole d’une corde
commune

(1) bx cosw — ay sinw = ab (cos’o — sin’w);

sa polaire

(2) blax + a*Ry — a*b?

devant étre identique a la corde commune, on aura les

équations
ba a [3 . ab

e . — *7
COoSw D114} COS*w — SIN*w

entre lesquelles il faut éliminer ®. On en tire

b2g? azp: azﬁe+ b2 a?b?
= = = 2 < 2?
cos’w sin’w I (cos?ew — sin%w)
d’ou
bra?
CO8*0 —— ————y
a2ﬁ2+ bzaz
. ”7@7
sin?w — —-—*———,
azﬁ:_+_ bzaz
et

a2b2(a2ﬁ2+ b’a7>2

2Q12 b? 2:
a ﬁ -+ % (a'zpz__bza'ly

2
ou, en chassant le dénominateur, et écrivant x et y au
lieu de « et f3,
(uz},z . bz_za)z — a’b’(a’y’ —+ b’.T’).
Le lieu est une courbe du quatriéme ordre, tangente a
I'ellipse aux quatre sommets, et ayant pour asymptotes

les diamétres conjugués égaux de 'ellipse indéfiniment
prolongés.

2. La perpendiculaire abaissée du centre sur la corde
P
commune

(1) bz cosw — ay sinw = ab(cos*w — sinw)



(38)
a pour équation
(2) azx sine + by cose = o.

On aura I'équation de la podaire en éliminant » entre
ces deux équations. De 1'équation (2) on tire

a’x? bz),z atx? 4 bz),z alor? — b’y’

— — fon ot T ’
€08 w sinw 1 cos?w — sin’w
d’ou
a.x . by
cosw —F — oo smm:¢—~i—~—_—.-
‘/az‘,,z_,_ b‘zyx \/a’.zz 4+ 62y2

Substituant ces valeurs dans I'équation (1), et élevant les
deux membres au carré, on a

(xz__‘_ye)z (azxz + b’]") — (a’.z" — b:rz)z,
ou, en coordonnées polaires,

_(a*cos?6 — b?sin?6)?
a*cos*0 + b*sin?0

2 —.

La courbe se compose de quatre feuilles symétriques
par rapport aux axes, tangentes a l’ellipse aux quatre
sommets, et ayant pour tangentes au centre les droites
a
b
métres conjugués égaux de l'ellipse.

y=z==+x, cest-a-dire les perpendiculaires aux dia-

Note. — La méme question a été résolue par MM. Brocard, Hilaire,
Kcehler, Pellissier, Gambey, Chervet, R. de Paolis, étudiant & I'Uni-
versité de Rome.

Question 1090

( voir 2* série, t. XI, p. 336);

Par M. A. PELLISSIER,
Capitaine d’Artillerie.

Le triangle qui a pour sommet le centre de Uellipse
et pour base la corde du cercle osculateur en un point
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de Uellipse est équivalent au triangle qui a pour sommet
le centre de Uellipse et pour base la corde de Vellipse
perpendiculaire au grand axe, menée au point dont le
paramétre angulaire est double de celui du point de
contact. Maximum de l'aire de ce triangle. Maximum
de la longueur de la corde commune. (L. Desmons.)

Soit MN la corde commune a Pellipse
x? 72
P -+ o 1=o0
et au cercle osculateur en M. Le paramétre angulaire
(ou angle excentrique), étant égal 4 « en ce dernier point,
sera au point N égal & — 3 a.
La surface du triangle OMN, dont le sommet O est le
centre de P’ellipse, sera donnée par la formule

bsina @ cosx sina cosa
28 = —a

— bsin3a acos3« —sin3a cos3a

= ab (sina cos3a + cosasin3z) = ab sinfa.
Celle du second triangle de I'énoncé sera donnée par

bsin2a acos2a sin2a  cos2a

28 — —ab

— bsin2a a cosaa —sin2a cos2a

—2absin2acos 2a = absinja.

Ces deux surfaces sont donc bien égales.
Maximum de l'aire de ce triangle. — Le maximum
de S aura lieu évidemment pour

c’est-a-dire

. , , ab -
L’aire est alors égale a ~» ou au huitiéme du rectangle

des axes.
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Maximum de la longueur de la corde commune. — La
corde MN a pour équation

z cosa — 7 sina = cos2a;
a b
en appelant L sa longueur et p la perpendiculaire OP

abaissée du sommet sur la base du triangle OMN; on
aura

28 = pL;
donc
S
L= 2——;
P
d’ailleurs
abcos2a

et par suite

L = 2sin2z \/a? sin’a + &% cos®a.

Pour avoir le maximum, il suffit d’égaler a zéro la dé-
rivée par rapport & a; on trouve ainsi

4 cos2a (@*sin*« + b* cos?a) -+ c?sin?2a = o.

Remplagant cos2« et sin 20 par leurs valeurs en sina
et cosa, on arrive, toutes réductions faites, a ’équation

a®tang'e — 2¢? tang’z — b2=o,
d’ou

s o= Vet 4 arb?
tapg*e — -——— —

a?

Le signe -+ convient seul au radical, puisque tang®«
doit étre positif; donc les valeurs de « correspondant
au maximum sont données par

\ 1 o ———
tange === — Vet + o + a?br.
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On a donc pour « quatre va'eurs, ce qui est évident a
cause de la symétrie.
La valeur correspondante de L sera égale a

1
2

4a’K (b + K?)
-
3
(@ + K2)?
ou l'on a posé
K= it ot ar b,
Note. — La méme question a été résolue par MM. Brocard, Hilaire,

Gambey, Moret-Blanc, Androuski, Chervet, Lez et R. de Paolis, étudiant
a I'Université de Rome.

Question 1094

(voir 2° série, t. XI, p. 479 );

Par M. V. JAMET,
Eléve du lycée de Bordeaux (classe de M. de Lagrandval).

On donne deux coniques dont l'une est fixe et dont
Vautre se meut autour du foyer commun. Démontrer
que le lieu du point de concours des tangentes com-
munes est un cercle. Si, pour une certaine position de
la conique mobile, les tangentes communes sont paral-
leéles, elles le seront pour toutes les positions de cette
derniére conique. (E. Lemoine.)

Soient F le foyer commun, F” le second foyer de la
conique mobile, F’ le second foyer de la conique fixe.
Abaissons FA, FB, F'C, F'D et F’E, F”G perpendicu-
laires sur les tangentes communes. On a, en appelant b
et &' les demi-axes non focaux des deux coniques,

FA X FC =10
FAXF'E=10"7



d’ou
FC __ b
FE~
De méme
F'D b?
G
d’ou
F'C F'D
F’E F'G

Les trois points ', F”, M sont donc en ligne droite.
De plus, on a
F'M F'C b2

M~ F’E &*

Or le lieu du point F” est un cercle décrit du point F
comme centre avec la longueur FF” pour rayon; et le
lieu du point M qui, d’aprés I'égalité précédente, est ho-

mothétique par rapport 3 F/ du lieu du point F”, est un
cercle dont le centre se trouvera sur F'F a une distance d
de F’, telle qu'on aura, en appelant ¢ et ¢’ les demi-
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distances focales des deux coniques,

d . b?
d—o2c b7
ou bien s
2b%c
="

De méme le rayon R sera donné par I’équation

2b%

b b

R=

Si, pour une certaine position de la conique mobile,
les deux tangentes communes sont paralléles entre elles,
elles seront aussi paralléles 2 la droite F'F” qui passe
par leur point de concours, et 'on aura

F'C—=F"E oubien F'C>X FA=F"E X FA,
ou encore v

b= b2,

Il en résulte que, pour une position quelconque de la
conique, on aura

F'C> FA=F"E X< FA,

ou
F'C=F"E.

De méme, on aura

F'D—F" G,
et les deux tangentes communes, étant paralléles 8 FF”,
seront paralléles entre elles.

Note. — Solutions analytiques de MM. G. Launoy et Gambey.
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Question 1095

(volr 2* série, t. X, p. 479);

Pan M. H. LEZ.

Le minimum d’une tangente & lellipse, comprise

entre les axes, est égal & la demi-somme (a +-b) des
L4
axes.

La tangente a Vellipse a?y®-+ b2x®= a®l?, en un
point dont 'abscisse est @1, a pour équation
b

= — px + a?);
y a\/au_w( # )5

E] . . a? 3 e e
elle rencontre I'axe des X 4 une distance — de l'origine et
fL

I’axe des Y a une distance

a?— y?
Par suite, la longueur de la tangente, comprise entre
les axes, est exprimée par

l*:a—:+ :121,11 ou 1=, /ela—ap+ bt
3 a—p atp?— pf

Cherchant maintenant les valeurs de p qui annulent
la dérivée du radical ou

)= a(b’y‘—a’y.‘—l- 2a‘f"’_a6)7hw ,
p (@' — ) (@' — p?) (o' — a*p+ by

on aura celles qui rendent la fonction 7 minimumj elles
sont les racines de I'équation

a
bpt— aPpf+ 2a'p’—a®=o0 ou p:ia\/aib-
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Or la valeur de g, qui répond a la question, est

a ) .
a a+b<a’

z otz z . a
car la dérivée reste négative pour p < a \ / P

Transportant cette valeur dans l’expression de £,
on a

l=a—+b (%)
G. Q. F. T.

Note. — Cette question a été résolue, de méme, par MM. H. Heldermann,
ancien éléve de I'Ecole Polytechnique de Delft; Pierre Arnould, éléve
du collége Stanislas; Kruschwitz, de Berlin; A. Tourrettes, surveillant
général au lycée d’Albi; Moret-Blanc.

Question 1096

( voir 2° série, t. XI, p. 479)

Par M. H. LEZ.

Le maximum de la distance du point de contact
d’'une tangente & lellipse & la projection du centre
sur cette tangente est égal a la demi-différence (a— b)
des axes.

La tangente a lellipse a’y + b*x?= a%b?, en un

(*) On arrive au méme résultat par le calcul suivant. En désignant
par y = mx + n ’équation de la tangente, on a

'l, 6’
P=n+—=a'm" - b’+a’+;h—,-
m

b . .
Mais le produit de a*m?* par g étant une quantité consiante a*5*, le mi-

. bt . s
nimum de la somme a*m?+ o est zab. Donc le minimum de # est

2ab + b+ a® ou (a + b)*. (G.)
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point dont I'abscisse est p, a pour équation
b
y=——{(—pz+a)
a \/az____ ®*

et la perpendiculaire abaissée de I'origine est représentée

par —
T 2
yoaVE—p
pb

De ces deux équations, on tire facilement les coor-
données du point de rencontre des deux droites; elles
sont

Il’b’y. a*b \/az__ p?

A i wpr g ¢ T gt b

Or, le point de contact ayant pour coordonnées
b e
H=py Jr=— Var— p2,

la longueur du segment intercepté sur la tangente aura
pour expression

P=(yi— )+ (v, — 2,)
ou
_ bzw(az_ b’*)’(a"—-y?) _’_azyz(az_ bz)z(az_{‘a)w

12
a'l(al__ azy_z_'_ bzy.z )2

et

I = (a*— b7)*(a?— p?) p?
- (a‘—-a’y’-i—[)’y")a"
Cherchant maintenant les valeurs qui annulent la dé-
rivée du radical oun

(az_ba)(azy‘t__ b’f""— 2a‘p."+a‘)
’
a(a'— azy_z._i_ b‘:yz')“(az_ p?)(at— atpr 4 b?l")

U=

on aura celles qui rendent la fonction ! maximum;
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elles sont, comme dans le cas précédent, les racines de
I’équation :

a
a’y‘—b’p.‘——za‘p.’—%aﬁ::o ou y.:ia\/aib-

Or la valeur de gy qui répond a la question, est encore

a ¢ _<ZLa;
a-+b

car la dérivée reste positive pour u <l a \/a —5

Transportant cette valeur dans I'expression de /%, on
trouve

l—a—b. °
c. Q. F.T. (%).
Note. — La méme question a été résolue par MM. Gambey; Pierre

Arnould, éléve du collége Stanislas; A. Tourrettes, surveillant général au
lycée d’Albi; Moret-Blanc.

(*) La question 1096 se raméne a la précédente 1095, en remarquant
que le produit d’une tangente comprise entre les axes, par la distance
du point de contact a la projection du centre sur cette tangente, est une
quantité invariable égale a a*— 542, Cette proposition s’établit facilement ;
car soient A, B les points ou la tangente coupe les axes 0X, OY; C le
point de contact; D la projection du centre sur la tangente; E I'inter-
section de 'axe OX et d’'une normale menée au point C, et OP la per-
pendiculaire abaissée du centre de I’ellipse sur cette normale. La simili-
tude des triangles rectangles AOB et OPE donne

AB _0A
OE 0P’

d’ou .

. AB <X OP=0E€ < 0A;

mais
OP =CD;

done ' .

AB><XCD =OE > OA == a* - 5.

Le minimum de la tangente étant a -+ 4, l¢ maximum de la distance CD
est nécessairement a — . (69
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Question 1103

(voir 2* série, t. XI, p 527);

Par M. PELLISSIER,
Capitaine d’Artillerie.

Si a, b, c désignent les sommets d’un triangleet a', V',
¢’ les traces, sur les cotés opposés, des polaires de ces
sommets par rapport & une conique, les cercles décrits
sur ad', bV, cc' comme diamétres se coupent aux mémes
points. (H. Fauee.)

Soit ABC le triangle polaire réciproque de abc par
rapport  la conique; on sait que les lignes Aa, Bb, Cc
se coupent en un méme point; donc les intersections a,

b, ¢ des cotés de ABC avec les cotés de abe sont sur une
droite MN. Or, dans la figure formée par le triangle abc
et la transversale MN, nous avons un quadrilatére ac a’c’
dont ad' et ¢c’ sont les diagonales, et b4’ la ligne qui
joint les points de rencontre des cdtés opposés. Donc
(Géométrie supérieure, n° 345) les circonférences décrites
sur aa’, bb/, ¢’ comme diamétres se coupent aux mémes
points.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc et
Gambey.
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BIBLIOGRAPHIE.

Cours p CALCUL INFINITESIMAL, professé a la Faculté
des Sciences de Bordeaux, par J. Hoiiel, 1871-1872;
deux Parties, in-4°, de 376-336 pages, lithographiées.
Prix : 20 fr. (La seconde Partie se vend séparément :

10 fr.)

Le plan général de cet Quvrage s’écarte en quelques points du
plan adopté dans la plupart des Traités d’Analyse. L'auteur a
renoncé i la division ordinaire du Calcul infinitésimal en Calcul
différentiel et Calcul intégral. Cette division n’a pas pour raison
le degré de difficulté de ces deux branches, lescommencements
du Calcul intégral étant beaucoup plus faciles que certaines
applications du Calcul différentiel. En séparant les deux opéra-
tions, inverses I'une de 'autre, la différentiation et I'intégra-
tion on s’interdit de nombreuses et notables simplifications
dans I’établissement des propositions fondamentales, et I'on se
condamne A scinder certaines théories, qui se rattachent natu-
rellement 2 P'objet du Calcul différentiel, mais dans lesquelles
'usage de I'intégration est nécessaire.

Le caractére dominant de ce Cours, c’est le soin avec lequel
Pautenr a développé tout ce qui touche aux fondements de la
méthode infinitésimale. Bien que la légitimité et la rigueur de
cette méthode eussent été mises hors de doute depuis longtemps
par les travaux de Carnot, de Cauchy, de Duhamel, il semble
cependant que beaucoup de Traités classiques ne I’emploient
qu’avec timidité, en changeant sa dénomination en celle de
meéthode des limites ; comme si ces deux méthodes ne découlaient
pas des mémes principes, et différaient autrement que par des
détails de forme. Convaincu, parson expérience de I'enseigne--
ment, de la nécessité d’aborder franchement les difficultés appa-
rentes, et de se rapprocher autant que possible, dans les déve-
loppements théoriques, de la voie indiquée tant par l'instinct

Ann. de Mathémat., 2® série, t. XII. (Février 1873.) 4
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universel que par la pratique, 'auteur a pris pour point de
départ le mode d’exposition suivi par M. Duhamel dans la pre-
wmiére ¢dition de son Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique
(1840-1841). Il Ini a paru peu naturel de commencer par
définir la différentielle d’une fonction comme une partie seule-
ment de l'accroissement infiniment petit de cette fonction, cette
eonception artificielle pouvant jeter quelque obscurité sur cer-
tains points, par exemple, sur la définition des différentielles
totales des divers ordres d’une fonction de plusieurs variables,
sur la question du changement de la variable indépendante, etc.
On ne tarde pas, du reste, & reconnaitre que les deux points de
vue sontidentiques, A la forme prés ; mais 'on n'a plus i craindre
la confusion entre l'infiniment petit et le trés-petit, que 'emploi
de deux lettres, d et A, pour désigner sucoessivement les méines
accroissements, peut faire naitre dans certains esprits. Si I'on
¢vite, an début, de traiter & fond certaines questions réputées
délicates, les difficultés devant lesquelles on a d’abord reculé se
représentent inévitablement plus tard, dans des cas ou la com -
plication duo sujet rend leur solution difficile. C'est la la source
de tous les paradoxes qui embarrassent encore tant de bons
esprits. En s’habituant dés le commencement a Pemploi du lan-
gage de la méthode infinitésimale, auquel on est forcé 1ot ou tard
de recourir dans les applications, comme 1’auteur de la Méea-
nique analytigee en a lui-méme donné 'exemple, on n’est pas
expesé¢ i mettre en suspicion la rigueur d’un mode de raisonne-
ment dont on a appris & controéler I'exactitude dans I’exposition
des premiers principes.

Le contenn de ’Ouvrage de M. Hoiiel correspond a pea prés
au programme de la licence ¢s Sciences mathématiques, sanf
Vaddition de quelques suppléments, qu’exigeaient les progies
récents de la Science. Voici un apercu de la Table des matiéres
avec l'indication des numéros des Lecons correspondantes.

PREMIERE PARTIE.

Introduction. — (1-6). Premiéres notions sur les déterminants.
Calcul infinitésimal. — (1-3). Généralités. Principe des limites. Infini-
ment petits, infiniment grands. Principes fondamentaux sur la substitu-
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tion des infiniment petits. Dérivées. — (4-8). Différentielles des fonetions
d’une ou de plusieurs variables. Intégrales définies et indéfinies. Métho-
des générales de différentiation et d’intégration ; application aux princi-
pales fonctions simples. — (9-12). Infiniment petits des divers ordres.
Dérivées et différentielles d’ordre supérieur; leur calcul direct. Différen-
tielles et dérivées partielles des divers ordres des {onctions de plusieurs
variables. Changement de variables. — (13-16). Relations entre les ac-
croissements des fonctions et les valeurs moyennes des dérivées. Théo-
rémes de Taylor et de Maclaurin; leur application au développement des
fonctions en séries. Théorémes sur les séries de puissances entiéres et
positives. Développement en séries au moyen de 'intégration. Coeffi-
cients indéterminés. — (17). Valeurs limites dans les cas d'indétermina-
tion apparente. — (18-19). Maxima et minima des fonctions d’une ou
de plusieurs variables. — (20-23). Décomposition en fractfons simples
et intégration des fonctions rationnelles. Irrationnelles du second degré.
Formules de réduction successive des intégrales des fonctions algébriques
et transcendantes. — {24-26). Remarques sur le passage des intégrales
indéfinies aux intégrales définies. Différentiation et intégration sous le
signe /. Calcul des intégrales définies spéciales. Intégrales eulériennes.
— (27-29). Tangentes et normales aux courbes planes. Asymptotes rec-
tilignes. Longueur d’un arc de courbe. Angle de contingence; sens de la
concavité. — (30-33). Courbure des courbes planes. Contacts des divers
ordres; courbes osculatrices. Développées. Enveloppes. — (34-35). Tan~
gente, plan normal, plan osculateur aux courbes dans I’espace. Plan
tangent, normale, lignes de niveau et de plus grande pente des surfaces
courbes. — (36-41). Théorémes de Géométrie infinitésimale; double
courbure des lignes non planes; développées. Etude d’une surface en un
point donné. Rayons de courbure principaux en un point quelconque.
Lignes de courbure, lignes asymptotiques, lignes géodésiques; théoréme
de Dupin. Applications a I'h¢lice et aux hélicoides. Contacts des lignes
ct des surfaces. — (42-44). Quadratures, rectifications, cubatures. Centres
de gravité, moments d’inertie. — (45). Déterminants fonctionnels. Chan-
gement de variables dans les intégrales multiples.

Additions : Calcul approché des quadratures. — Série de Lagrange pour
le développement des fonctions implicites.

SECONDE PARTIE.

(1). Intégration des différentielles du premier ordre a plusieurs varia-
bles indépendantes. — (2-3). Formation des équations différentielles par
I’élimination des constantes arbitraires. — (4). Nouvelle démonstration
du théoréme, que toute équation différentielle d’ordre quelconque admet
une intégrale générale. — (5-9). Principales méthodes d’intégration pour
les équations différentielles du premier ordre. Application a la recherche
des formules d’addition des transcendantes. Théorie du multiplicateur.
Equations ou la différentielle entre & un degré supérieur au premier.

§.
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Solutions singuliéres. Méthode de P.-H. Blanchet pour distinguer les
solutions singuliéres des intégrales particulidres. — (10). Intégration
et cas d’abaissement des équations différentielles d’ordre supérieur. —
(11-13). Théorie des équations différentielles linéaires. — (14-16). Equa-
tions différentielles simultanées. Intégration des équations linéaires.
— (17). Equations aux différentielles totales du premier ordre et du
premier degré entre trois variables. — (18-19). Formation des équations
aux dérivées partielles par I’élimination des fonctions arbitraires. Equa-
tions aux dérivées partielles des principales familles de surfaces. — (20~
21). Surfaces enveloppes. Formation des équations non linéaires aux
dérivées partielles du premier ordre. Equations aux dérivées partielles 2
deux variables indépendantes; exemples d’intégration. — (22-24). Equa-
tions linéaires aux dérivées partielles du premier ordre. Equations non
linéaires aux dérivées particlles du premier ordre, dans le cas de deux
variables indépendantes. Equations linéaires aux dérivées partielles d’or-
dre quelconque. — (25-27). Calcul des variations des intégrales simples.
— (28-30). Mesure de la courbure des surfaces. Coordonnées curvilignes.
Triangles géodésiques. Applications a ’ellipsoide.
APPENDICE : ELEMENTS DE LA THEORIE DES QUANTITES COMPLEXES.

(1). Théorie générale des opérations. — (2). Des quantités négatives.
— (3-5). Définition des quantités complexes. Addition et soustraction.
Mulfiplication et division, puissances entiéres et fractionnaires. Toute
équation algébrique a une racine réelle ou complexe. Fonctions exponen-
tielles et circulaires, logarithmes. — (6). Fonctions d’une variable com-
plexe. Fonctions monogénes. — (7-9). Intégration le long du contour
d’une aire donnée. Théoréme de Cauchy. Résidus. Représentation d’une
fonction synectique sous forme d’un résidu. Théorémes de Cauchy et
de Laurent sur le développement des fonctions en séries de puissances.
Etude d’une fonction dans le voisinage d’un point. Indices. Décomposition
d’une fonction rationnelle en fractions simples. — (10-11). Séries de Biir-
mann et de Lagrange. Calcul des intégrales définies. — (12). Application
de la théorie des quantités complexes a la Géométrie analytique.

Cours pE PrYSIQUE MATHEMATIQUE, par M. Emile
Mathieu, professeur a la Faculié des Sciences de Be-
san¢on. Un volume in-4; 1873. Prix : 15 francs.

La Physique mathématique est une branche de la Science qui |
a été créée en France, mais (ui n’est presque plus cultivée dans
notre pays; cela tient en grande partie a ce que ceux qui dési-
reraient I’étudier ne trouvent pas d’ouvrages qui puissent les
diriger dans leurs travaux.

M. Mathieu vient de combler cette lacune, en publiant un
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Traité didactique sur les méthodes d’intégration en Physique
mathématique. Ces intégrations se rencontrent dans les théories
de 1a chaleur, de V'élasticité, de P'acoustique, de électricité, et
les physiciens eux-mémes sont obligés de s’appuyer sur les for-
mules qu’on en déduit. '

M. Mathieu a rangé les questions qu’il a traitées, non sui-
vant les théories physiques auxquelles elles appartiennent, mais
suivant I'ordre dans lequel elles se présentent d’aprés les inté-
grations.

La Théorie mathématique de la Chaleur de Poisson et, i plus
forte raison, la Théorie analytique de la Chaleur de Fourier ne
sont plus 4 la hauteur de la Science. Les découvertes de Lam¢
sur les intégrations de la Physique mathématique sont répan-
dues dans quatre ouvrages qu’il a publiés (*); mais il n’est pas
toujours revenu sur les recherches de ses prédécesseurs. Aussi,
aujourd’hui, pour connaitre les méthodes d’intégration en Phy-
sique mathématique, faut-il lire, outre des Mémoires détachés,
I'ouvrage de Fourier, celui de Poisson et ceux de Lamé.

Le livre de M. Mathieu rend donc un service évident.

On vient, il est vrai, de faire paraitre en Allemagne un ou-
vrage de Riemann sur le méme sujet : Méthodes d’intégration
en Physique mathématique; mais ce Livre, publié aprés sa
mort, ne fait que reproduire les lecons du savant professeur et
ne peut avoir les développements qui auraient été donnés i un
Traité proprement dit.

Le Chapitre I du Cours de Physique mathématique de M. Ma-
thieu traite de I’emploi des séries trigonométriques, introduites
pour la premiére fois dans I’Analyse par la théorie de la corde
vibrante; il contient historique complet de la corde vibrante,
a la théorie de laquelle travaillérent tous les grands géométres
de ’époque, et il montre ensuite la nouvelle importance que

(*) Lecons sur les fonctions inverses des transcendantes et les surfaces
isothermes; in-8, 1857. — Lecons sur les coordonnées curyilignes et
leurs diverses applications; in-8, 1859. — Legons sur la théorie analy-
tique de la chaleur; in-8, 1859. — Lecons sur la théorie mathématique
de U’élasticité des corps solides; 2¢ édition, in-8, 1866.
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donne Fourier A ces séries, en les employant pour représenter
des fonctions discontinues.

Le Chapitre II, relatif aux surfaces isothermes et aux coor-
données curvilignes, donne sur ces belles théories de Lamé tout
ce qui est nécessaire pour le sujet du Livre. A la fin du Chapitre
se trouve un article publié autrefois par I'auteur sur I'écoule-
ment des liquides dans les tubes capillaires, et qui a été signalé
plusieurs fois 4 I’ Académie des Sciences par M. de Saint-Venant.

Dans le Chapitre III, 'auteur étudie I’équilibre de tempéra-
ture des cylindres. Cette question a été traitée dans les Legons
sur les coordonnées curvilignes de Lamé; mais M. Mathieu y a
apporté des perfectionnements en reprenant le plus souvent les
questions mémes de Lamé. Cest lui qui a reconnu le premier
que les équations aux différences partielles de la Physique,
mises en coordonnées curvilignes, peuvent devenir fausses sur
certaines surfaces; alors les intégrations qu’on en déduit sont
¢également fausses. 11 montre comment on doit résoudre cette
difficulté.

Le Chapitre IV renferme des recherches sur les équations
différentielles linéaires du second ordre, utiles dans la Physique
mathématique, et reproduit, avec des simplifications notables,
les recherches de Sturm.

Le Chapitre V traite de la théorie du mouvement vibratoire
des membranes; ¢’est un sujet qui a été spécialement étudié par
'auteur; il y donne avec développement la théorie du mouve-
ment vibratoire d’'une membrane de forme elliptique qu’il avait
publiée en 1868 dans le tome XIII (2¢ série) du Journal de
Mathématiques pures et appliquées de M. Liouville.,

Le Chapitre VI a pour objet la distribution dela chaleur dans
une sphére; cette question a été traitée par Laplace et Poisson ;
'auteur y ajoute peu an fond; mais I'exposition en était diffi-
cile et mérite d'étre remarquée.

Le Chapitre VII traite de la distribution de la chaleur dans un
wilieu indéfini et des températures du globe terrestre. On y
voit les principaux résultats des recherches de Laplace, Poisson,
Fourier.
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.L’aygteur y yésout certains prablémes d’ Analyse par des foy-
mules plus simples que celles données avant lui.

Le Chapitre VIII est relatif & I'équilibre de températyre dL
lellipsoide. G'est une (uestion qui avait ¢té entiérement résolue
par Lamé. Mais Pauteur en a changé Vexposition en usant de
réflexions générales auxquelles il a ét¢ conduit par le sujet de
son Livre et en profitant de recherches faites par Jacobi et par
M. Liouville.

Le Chapitre IX traite du refroidissement d’un ellipsoide plané-
taire. Cette question difficile appartient entiérement i 'auteur et
renferme des résultats trés-curieux au point de vue de I'Analyse.

M. Serret a présenté ’Ouvrage de M. Mathieu & I’Académie
des Sciences, ct voici les paroles qu’il a prononcées A cette oc-
casion : « Le livre dont M. E. Mathieu a tenu a faire hommage
aI’Académie tire son origine des lecons professées par 'auteur
dans un cours complémentaire institué & la Sorboune, il ya
quelques années, par M. le Ministre de I'Instruction publique.
M. Mathieu a pleinement justifié¢ la confiance ui lui fut témoi-
gnée en cette occasion, et I'Ouvrage, dans lequel il publie au-
jourd’hui le résultat de ses études sur les méthodes d’intégration
usitées dans les recherches de Physique mathématique, est ap-
pelé, sans nul doute, & rendre d’importants. services aux per-
sonnes qui s’gccupent de cette branche des Mathématiques ap-
pliquées. »

RECHERCHES ANALYTIQUES

sur la surface du troisitme ordre qui est la réciproque de la surface

de Steiner
( suite, voir »* série, t. XI, p. 418);

Par M. LAGUERRE.

V. — Digression sur les covariants doubles des formes
binaires. o

29. Comme, dans tout ce qui suit, les covariants dou-

bles des formes u et w se présentent trés-fréquemment,
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les considérations suivantes, quoique trés-simples, ne
paraitront peut-étre pas inutiles.
Soient les formes u(x, y) et w(x, y), dans lesquelles

j’ai, pour un instant, substitué aux variables ¢ et 7 de
nouvelles variables x et y.

 On a évidemment, en conservant les notations précé-
dentes,

u(tz+ty,rz+y) =uz' + 42y +6 22y 2 -4 Cxy 3+ uly s,
et de méme
o(tz4ty, rxt'y)=0r'+4 3 2y +6F, 2+ Fay +o'y,
en posant

§'=t'(at’+3 Beiz+3 i+ 07°) /(R £+ 3y t2r -3 0tr*+57°),

DI I R o I R PP B R e ese

Soit maintenant F un covariant double quelconque
de uetde w; on a, par suite de Ia définition méme des
covariants,

F(a, by...y a5 Bye.oy tz + ty, 12 4+ 1y, ta' + Uy, 12 +2'y')
=t —t'z)""F(u, ,..., 0, j’,. Ty Yy )s

d’ou, en faisant dans cette identité x =1, y =0, x'= o,
r—
y =11 ,
F(a,b,...,2,8,...,4,1,¢,7')

= (tr' — ') "F(u, 5.y 0, F,. .., 1,0, 0,1).

D’ou les conclusions suivantes :

1° Un covariant double (et il en est de méme évidem~
ment d’un covariant simple et d’un invariant) est déter-
miné quand on connait son terme principal, c’est-a-dire
le terme auquel se réduit le covariant quand on y fait
t=1,t=o0,t'=o0, 1t =1.

On obtient, & une certaine puissance prés de (t7'—2'7),
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la valeur du covariant en remplacant respectivemenrt
dans le terme principal a, b, ¢,... par u, &', &,. .., et
@, Byys-.. par o, §, Fo,e ...

2° Si 'on veut établir une relation entre des éléments
géométriques dépendant de deux points de la sextique Z,
on pourra toujours supposer que les paraméwes de ces
deux points sont o et  ; de la relation qui a lieu dans
ce cas particulier, on déduira la relation générale en
remplacant respectivement a, b, ¢,... et a, 3,7,... par
les émanants que j’ai mentionnés ci-dessus.

30. Pour faire une application simple des considéra-

tions qui précédent, je remarquerai que I'on a
i=ae— fbd+ 3¢ = (tr/ — t'z)~*[uw — 4ET + 4E]).
L’équation de la quadrique $ peut done s'écrire de la
fagon suivante :
w' — fEE 4-4E =o.
Les plans osculateurs de la sextique Z aux points (t)
et (t'), dont les équations sont
u=—o0 et u =o,

coupent 8 suivant deux coniques situées sur le cone dont
I'équation est
4E — 4E =03

le sommet de ce cone est défini par les équations
=0, =0 e ¢ =o.

Ce point est d’ailleurs le point (¢, ¢’) de la surface .
On peut donc énoncer la proposition suivante :

Tutorime VII. — Etant donnée une sextique Z, si
l’on méne deux plans osculateurs quelconques de cette
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courbe, ils coupent la quadrique, qui contient 4, suivant
deux coniques; le sommet d’un des cdnes qui passa par
ces deux coniques se trouve sur la surface X, dont Z est
une asymptotique, et quand ces plans se déplacent de
tautes les maniéres possibles, le sommet da ce céne décrit
la surface X.

Remargque. — On peut par ces deux conigues mener
un deuxiéme cone; le sommet de ce cone décrit une sur-
face que )'étudierai dans la suite de ce Mémoire.

VI. — Centre et plan central d’une sextique gauche.

31. Outre 'invariant
ac — 63+ 6cy — 4dB + ¢q,

qui est identiquement nul, les deux polynomes u et w ont
un autre invariant, du premier degré relativement aux
coefficients de u,

hy=ua(ys— )+ 2b(y0 — Be) + c(ae +2Bd — 34?)
+ 2d(By —ad) + e(ay — B*).
L’équation %, = o représente un plan II; pour trouver
les points d’intersection de ce plan avec la sextique Z, il
faut remplacer @, b, c,... par leurs valeurs tirées du
tableau Bj le résultat devant étre un covariant de o, il
suffit de calculer son terme du degré le plus élevé et
par conséquent de faire a, b, ¢ égaux a zéro, et
d=at* et e=/4p¢;
il vient ainsi, comme premier terme de ce covariant,
2[3afy —a?d — 2f]655

d’oit 'on conclut que les paramétres des points ou le
plan II rencontre la sextique Z sond les racines de |'équa-
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tion que 'on obtient en égalant a zéro le covariant du
sixiéme degré de w (*).

Les paramétres desquatre pointsstationnairesde Z étant
les racines de I'équation @ = o0, on déduit de la et des
propriétés bien connues du covariant du sixiéme degré
d’une forme biquadratique la proposition suivasnte :

Tatorime VIII. — Les quatre points stationnaires
d’une sextique Z peuvent éitre partagés de trots facons
différentes en deux groupes de deux points; a chaque
mode de groupement correspond sur la courbe une di-
vision en involution donnant lieu & deux points dou-
bles. Les droites qui joignent les trois couples de points
doubles sont situées dans un méme plan 11, qui est le
plan central de la sextique.

Comme je le montrerai plus tard, ces trois droites sont
situées sur la surface 9¢, dont Z est une asymptotique.

32. Il est facile de conclure de ce qui précéde qu’il
ne peut y exister d’autres covariants de u et de w, du
premier degré par rapport aux coefficients de u, que
ceux que je viens d’examiner.

En égalant, en effet, a zéro un tel covariant, on a I’é-
quation d'un plan qui rencontre Z en six points dont
les paramétres sont les racines d’une équation que I'on
obtient en égalant a zéro un covariant de @ du sixiéme
degré. Or il n’existe qu'un seul covariant de ce degré; la

(*) Les points cuspidaux d’une sextique sont souvent désignés sous le
nom de points stationnaires.

Par tout point (¢) d’une sextique Z, on peut mener en effet un plan P
osculateur de cette courbe et différent du plan (¢); le paramétre ¢’ de ce
plan s’obtient en égalant a zéro ’émanant

Fr=rt (a+380437+8)+(RE+3y 0+ 35t +e)=o0.

Si le paramétre (¢) satisfait & la relation w = o, on voit que 'on a
t'=t¢ et le plan P se confond uvec le plan (¢).
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proposition que je viens d’énoncer est donc démontrée.

De 1a diverses conséquences importantes.

En premier lieu, %, étant le seul invariant linéaire par
rapport aux coefficients de u (sauf ae — 460 +. . ., qui
est identiquement nul), si 'on passe de la sextique Z a
la sextique Z,, en employant les substitutions dont j’ai
parlé au § 1, /, devra, 4 un facteur numérique prés, con-
server la méme valeur; et, en effet, on vérifie facile-
ment que I'on a, en conservant les notations de ce méme
paragraphe,

Hy= (0% — pp)h,.
D’ou la proposition suivante :

Tatonime IX. — Toutes les sextiques qui sont les

asymptotiques d’une surface X ont méme plan central.

Je dirai que ce plan est aussi le plan central de X;
comme je I'ai déja fait observer, il coupe cette surface
suivant trois droites.

33. Equation de la surface du quatriéme ordre qui
contient les lignes nodales correspondant aux asympto-
tiques de la surface 3.

Pour tous les points de la courbe 9%, qui est la ligne
nodale de la surface développable ayant Z pour aréte de
rebroussement, on a
ac—b*  ad—bc _ac+2bd—3¢*  be—ed __ce—d* _3j

a 26 T 6¢ 2d e  2i

On déduit de la

—k 3
Gk 20
d’ou
Gj"o -+ ik =o,
el encore

(12) 6jhy + ik — h* =o.
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Cette équation représente .une surface du -quatriéme
ordre Q qui contient la nodale JG; en se reportant aux
formules (3) du tableau A, on voit que l'on a

Pk — B2 = (0 — pp)? (ihk — A*);

en vertu de la formule donnée dans le numéro précédent,
on a donc identiquement

6jiy ~+ 1"k — W= (6 — pp)*[6j ke + ik — 1]

d’ott I'on déduit facilement que la surface Q contient les
nodales 9%,, dont le lieu est ainsi donné par I'équa-
tion (12).

34. 11 y existe un point O de V'espace dont les coor-
données s’expriment au moyen des coelficients de u et
du hessien de u.

Les coordonnées de ce point sont déterminées par le
systéme suivant d’équations

a b ¢

3joa— 20,{ay — pz): 3jop — 24, a8 — By = 3juy — 24y ag -+ 2@6‘—372’
¢ 6

D L I I I L I R I I A R P SR

On vérifie facilement que les quantités a, b, c,... sont
les coordonnées d’'un point, car clles satisfont identique-
ment 4 la relation

(1) ae — 4b8 + 6cy — 4dB + ca=o.

Cela posé, si I'on détermine le plan polaire du point O
par rapport a une quadrique quelconque du réseau (7, &, k),
c’est-a-dire a4 une quadrique dont I’équation soit de la
forme

Ai+ Bh+ Chk=o,

il est clair que I'équation de ce plan s’obtiendra en éga-
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lant 4 zéro un invariant de u et de ©, du premier degré
par rapport aux coefficients de u. .
D’aprés ce que jai dit plus haut, son équation est
nécessairement
hy = o.

D’ot la proposition suivante :

Tatorime X. — Le plan central 11 de la surface
a méme péle relativement & toutes les quadriques du
réseau (i, k, k).

Je dirai que ce péle est le centre de la surface % ot

des diverses sextiques qui sont les asymptotiques de cette
surface.

VII. — Sur les droites qui sont situées sur la surface X.

33. Si une droite peut étre placée sur la surface o,
clle rencontre 8 en deux points situés sur I'asympto-
tique Z. Cette droite est donc une corde de la sextique Z.
Pour trouver la relation qui existe entre les paramétres
des extrémités de cette corde, je supposerai qu’ils soient
respectivement o et oo, en faisant

t—=1, t=o0, t!=o0 et 7 =1.

D’aprés le tableau B, les coordonnées de ces points seront
donc
a=b=c=o0, d=a, e=/B,
et :
a=—43, b=—¢ c=d=e—o.

Désignons par x un paramétre variable; les coordon-
nées d'un point quelconque de la corde seront données
par les équations

a=—4d, b=—¢, c=o0, d==2=x, e=4f.
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On a

1 —48 —e o | ‘
— o xa = f(e*B — 2a28);
o xa  — 4B

d’ou1 I'on voit que la valeur du paramétre x correspondant
au troisiéme point de rencontre de la corde avec N est
donnée par I’équation

&8 — xa’d = 0;
si la corde est située tout entiére sur la surface, cette

équation doit étre satisfaite pour une infinité de valeurs
de %. On doit donc avoir

=0 ety a’d=0;
d’out 'on déduit, d’aprés les propositions données n°® 29,

les relations suivantes, qui existent entre les paramétres
des extrémités d’une corde de Z située sur la surface,

0§ =0 et wF=—o,
ou bien
(at't 4+ 4B + 690"+ 431 + ¢€)?
X[t (@ +3B+3yt+38)+ (BL+ 392+ 30t+¢)]=o,
et
(2tf 4+ 4B+ 6ye? + 4+ ¢)?
X [t(at'*+ 3B+ 3yt + 0)+ (Bt + 3y#'2+3d¢'+e)]=o.

36. On peut satisfaire 4 ces relations de deux fagons
distinctes :
1° En faisant

w=—o0 et o' =—o.

Les racines de ces équations sont les parameéires des
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quatre points stationuaires de Z (qui sont les quatre
points coniques de 9¢) ; on en conclut que les six arétes du
tétraédre dont ces points sont les sommets sont situées
sur la surface.

2° En faisant
~

F=o0 e F=o.
Pour résoudre ce systéme d’équations, je remarque que,
en éliminant 7’ entre ces deux équations, le résultat est
un covariant dont le premier terme est

a(a?d + 2B®— 3afy)r.

Ce covariant est donc Ty, I'| désignant le covariant du
sixiéme degré de .

Laissant de c6té le facteur étranger w, on voit que les
parametres des extrémités des cordes cherchées seront les
racines de I'équation

Ty,—o.

Soient z4, z, et z5 les racines de I'équation (¥)
2 — iz + 2j, =0}

on sait que I’y est le produit des trois facteurs

\/z.m—zn, \/zzm—Zn, \/z,&)-—Z’n,

ou n représente le hessien de .
Les deux racines de I'équation

Vaie—an—=—o

sont les paramétres des extrémités d’'une corde située sur
la surface. Je désignerai cette corde par la lettre D,.-Aux
deux autres facteurs correspondront deux autres cordes D,
et Dy; il suit d’ailleurs de ce que j’ai dit au n°® 31 que ces

(*) Poir SaLMon, Algébre supérieure, p. 180 et suiv.
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trois droites sont l'intersection de la surface ) par le plan
central II (¥). : ,
A cette occasion, je ferai remarquer que le théoréme
donné au n° 31 peut s’énoncer d’une fagon un peu plus
générale de la maniére suivante :

8i l’on coupe une asymptotique quelconque de X par
une quadrique du réseau (i, h, k), cette quadrique ren-
contre la courbe en quatre points distincts des points
coniques. Si 'on partage d’une facon quelconque ces
points d’intersection en deux systémes de deux points,
la droite qui joint les deux points doubles de linvolution
déterminée par ces deux systémes est une des droites
de la surface K située dans le plan central.

VIII. — Péles et plans polaires relativement
& la surface 8. Applications diverses.

37. Considérons un point dont les coordonnées soient
a,b,c,d, e

L’équation du plan polaire de ce point, relativement
a la quadrique 8, est évidemment
di

i
—_ =0
de ’

i di di di
e ° it d' ’
Tttt m Tt YaTe

ou bien
ae’ — 4bd’ + 6cc’ — 4db’ + ea' = o.

Si la quadrique 8 est telle que I'on ait 7, = o, les coor-
données du centre de la surface o (n° 34) sonta, 3,7,0,¢.
L’équation du plan polaire de ce point est donc

ac — 4 b8+ 6¢cy — fdBf+ ea= o,

(*) 11 est clair que tout ce qui précéde suppose que la forme w ne
présente aucune particularité. J’examinerai plus tard les cas particuliers
ol  aurait un facteur triple ou deux facteurs carrés.

Ann. de Mathémat., t. XII, 2¢ série. (Février 1873.) 5
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et, cette relation étant identiquement satisfaite, on en
conclut que le plan polaire est indéterminé; par suite:
Lorsque, pour une asymptotique Z, on a i,= o, cette
asymptotique est située sur un céne du second degré
dont le sommet est le centre de la courbe.

38. Soit un plan
ae,— 4638, + 6cy, — fdB, + ea, = 03

on voit immédiatement que les coordonnées du péle de
ce plan sont données par le systéme d’équations

a b ¢ d e
N = . = N == N = . ?
2ioxg—82  24,B,—8B 2/, —8y 2{,0,—8d 2i,—se

ey e , , i
ou j’ai posé, pour abréger,

8= at, — 4P — Oyy, — 43P, + e
Il est facile, en effet, de vérifier :
1° Que les quantités déterminées par les équations

précédentes sont effectivement les coordonnées d’un
point, car elles satisfont 4 I'identité

ae— f65 +6cy —4dB+ ex—=o0;
2° Que le plan polaire de ce point, par rappori a8,

est le plan donné.

39. Comme application des formules précédentes, con-
sidérons un plan tangent quelconque a la surface o¢.
Comme nous I'avons vu (n° 18), son équation est

Ce=att +2b (U400 )+ c (0 + 4t +1'*) +2d (¢4 )+e=o0;

on a, dans ce cas,
s=9,

et les coordonnées du péle de ce plan sont données par
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le systéme d’équations
a b e
(13) 2ip— Foa ——i,,(t+t’)—§o[3 YN Y2 foe‘

Supposons le point tellement choisi sur la surface &
que I'on ait

$,=o,
les coordonnées du péle seront données par les équations
a 2b e
T = (t+t’) e ey tlt'"

en se reportant au n°® 25, on voit que le point ainsi dé-
terminé est le point de la nodale 9%, qui est I'intersection
des tangentes (1) et (¢');le Plan polaire de ce point touche
par conséquent la surface & au point (¢, /).

D’oti encore cette conséquence :

La surface développable, qui est la polaire réciproque
de la nodale 3G relativement & la quadrique 8, est cir-
conscrite & K.

40. D’aprés ce que je viens de dire, on voit que la sur-
face de Steiner &, qui est la polaire réciproque de o
relativement & la quadrique 8, contient la nodale 9%,

Cherchons I’équation de cette surface; il faut, pour
I'obtenir, éliminer ¢ et t’ entre les équations (13). A cet
effet, » désignant une quantité inconnue, je suppose que
la valeur commune des rapports contenus dans ces équa-

. o » . % . , .
lions soit égale a 7 On mettra facilement ces équations

[]
sous la forme suivante :

26% _a+ze  b428  c-4uy ez
g, 1 —+t) o440 T e
2 6

Je remarque maintenant que ces équations expriment
K
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que la forme u 4 xw est un carré parfait; or, pour que
cela soit possible, on doit avoir entre les invariants de u
et de » la relation suivante (¥):

(A—48B) —R =o.

Dans cette formule, A et B représentent deux combinants
qui, dans le cas actuel ou

ae— 4b8 +6cy — 4dB + ea=o,

s'expriment, au moyen des invariants que nous avons
introduits, par les formules suivantes :
, ko1
A=4fii et B=—- ——ii;
4 ©
R représente le résultant des équations u et w. Par suite,
la relation précédente (qui est évidemment ’équation de
la surface &) devient

144(k + ii)* —R =o.

I est clair que I'équation R = o représente les plans
osculateurs de la sextique Z en ses quatre points sta-
tionnaires; ces plans touchent la surface & le long de
quatre coniques situées sur la quadrique

k—+iji—=o.
Cette quadrique est la polaire réciproque relativement

4 8 d'une quadrique T a laquelle sont circonscrits les
quatre cones nodaux de la surface (*¥).

(*) Sarmon, Higher Algebra, §§ 213 et 214.

(**) Pour un point conique de la surface ), V’équation w = o étant
satisfaite, de la formule donnée (n° 10), il résulte que I’équation du cone,
circonscrit & 9{ et ayant ce point pour sommet, est

Ji=o.

Le cone circonscrit est donc un cone du second degré double; cest un
des cones nodaux de la surface. .
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La forme de I'équation précédente montre qu’elle re-
présente une quadrique passant par l'intersection des
deux quadriques i=o et k =o.

Je dirai, pour abréger, que la quadrique k=o est
adjoinie & la quadrique § (i = o), el je la désignerai par
la notation 8. Cela posé, la remarque précédente donne
lieu, relativement a la surface T, a la proposition sui-
vante :

Trtorime XI. — Si Uon considére une quadrigue
quelconque $,, passant par une asymptotique de X, et
la quadrique adjointe 8, la développable, circonscrite
a 8, le long de leur intersection, est circonscrite a la
quadrique T.

Réciproquement, si l’on circonscrit a T et & 8, une
surface développable, la courbe suivant laguelle cette
developpable touche 8, est située sur s, .

IX. — Sur les fonctions qui jouent le réle d’invariants
relativement aux substitutions qui permettent de
passer d’une asymplothue de N aux autres asympto-
tigues de la surface.

41. Etant donnée une asymptotique quelconque Z de
la surface 3¢, on peut, en général (sauf un cas particulier
que j'examinerai tout & 'heure), en déduire toutes les
autres asymptotiques au moyen des substitutions dont

j’ai parlé au § I.

Il est important de remarquer que les quatre cénes nodaux appar-
tiennent & toutes les asymptotiques.

Sur ces cones, et en général sur la théorie de la surface qui fait I'objet
de ce Mémoire, voir :

Sturm : Uber die Romische Fliche won Steiner (Math. Ann.,1I1);

Eckarbr : Beitrige zur analytischen Geometrie (Math. Ann., V);

Townsexp : On the Nodal Cones of Quadrinodal Cubics (Quarterly
Journal, X).



(70)
Ces substitutions peuvent étre définies par le systéme
linéaire
e 0
Ao,

et il y existe un certain nombre de fonctions des coeffi-
cients a, b, c,. .. qui, quand on 'y effectue ces substitu=
tions, ne changent pas de valeur, ou, pour parler plus
exaclement, sont simplement muliipliées par une puls-
sance de (pp— 28).

Ces fonctions, lorsqu’on les égale & zéro, représentent
des surfaces indépendantes de I'asymptotique particuliére
qui sert de base au systéme de coordonnées et ne dépen-
dant que de la surface & elle-méme.

Telles sont, par exemple, les fonctions ik — 2* et 71,
qui donnent lieu aux relations
PR — W= (p — 20)? (ik — A?)
et ’

ho = (pp —29) (ik — h?).
I’équation ik — h* = o représente, comme nous ’avons
vu, I'enveloppe des quadriques 8, et I'équation 7, =o
est celle du plan central.

Les fonctions qui jouissent de cette propriéié jouent
évidemment un réle important dans la théorie de la sur-
face 9¢; outre celles dont je viens de parler, il est facile
d’en trouver plusieurs autres.

Il résulte, en effet, des formules données au n° 7 du
§ I, que, par la substitution

p 9

Yo,
les formes

iz’+ohzy+ky? et 2 —i,xy?+2jy°
se changent respectivement en

'zt + ol zy + k'y? et 2 —ijxy?+ 2j, .
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De la résulte que les invariants de ce systéme de formes
sont des fonctions jouissant de la propriéié dont je viens
de parler.

Nous aurons a considérer (¥) :

1° L’invariant quadratique

2i+18j,h + 3ijk;

je désignerai par © la quadrique dont I’équation s’ob-
tient en égalant & zéro cet invariant;

2° Le résultant de ces formes; j’étudierai de préfé-
rence les facteurs de ce résultant.

En désignant, comme au n° 36, par z,, z, et z; les
trois racines de I'équation

2 — iz 4 2j,=— o0,

je m'occuperai des surfaces représentées par les équations
Zji+23h+ k=0,
z.’zi—(— 22,k + k=,
2li+2z,h+hk=o.

(La suite prochainement.)

NOTE SUR UNE QUESTION DE GEOMETRIE BE COMPAS (**);
Par M. PEAUCELLIER.

Nous donnerons le nom de compas composé a un sys-
téme quelconque de piéces rigides articulées & liaison
compléte. On sait que cette dénomination s’applique
généralement a tout assemblage de corps unis entre eux
de telle sorte, que le mouvement d’un point quelconque

(¥) SauMon, Algébre supérieure, § 157.

(**) Cette question date de 1864, et a été résolue a cette époque, comme
Vindique la lettre insérée aux Nouvelles Ammles de Mathématiques,
2¢ série, t. I, p. 414.
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commande celui de tous les autres. Le pantographe, le
parallélogramme de Watt, etc., constituent de pareils
assemblages et peuvent étre considérés comme des com-
Pas composés.

Les appareils de ce genre jouissent du précieux avan-
tage d’exiger de trés-faibles efforts pour étre mis en mou-
vement; ils donnent lieu a des déplacements continus et
parfaitement définis, grace & la possibilité de supprimer
pour ainsi dire complétement tout jeu dans les articula-
tions. Ils n’ont pointd’irrégularités ni de « temps perdu »,
pour parler le langage technique. Ces diverses propriétés
les recommandent d’'une maniére toute spéciale au con-
structeur d’instruments de précision, et nous les adopte-
rons exclusivement pour I'objet que nous avons cn vue :
c’est-a-dire le tracé mécanique des courbes planes.

La ligne que parcourt un point quelconque guidé par
une combinaison de piéces articulées est nécessairement
algébrique. On congoit que, réciproquement, toute courbe
algébrique puisse étre engendrée a I'aide d’un systéme
articulé convenablement choisi : carondisposera toujours
d’un nombre suffisant d’éléments variables, rayons et
centres de rotation, pour satisfaire aux équations expri-
mant l'identité entre la courbe décrite et une courbe
donnée.

Dans ce qui suit, nous nousbornerons 4 faire connaitre
les compas composés tragant les lignes les plus connues :
la droite, le cercle de tout rayon, les sections coniques,
enfin les conchoides, la cissoide. Nous présenterons les
résultats de nos recherches sous la forme synthétique,
les procédés analytiques qui nous ont guidé dans la partie
la plus intéressante de ce travail, celle relative 4 la ligne
droite, étant beaucoup plus compliqués et ne constituant
pas, dans I'espéce, un procédé d’investigation suffisam-
ment méthodique.
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Lemme. — Un point quelconque C ( fig. 1), pris sur la

diagonale d’'un losange, la divise en deux segments dont le

produit AC >< CBest égal 4 la différence AD’ -—Eﬁz, en-
tre les carrés construits sur le c6té du losange et sur la
distance CD du point considéré aux sommets de I’autre
diagonale.

En effet, prolongeons CD jusqu’ sa rencontre en F

Fig. 1.

et G avec le cercle décrit du point D comme centre avec
DA pour rayon; on aura

AC < BC = CF > CG = (AD — CD)(AD ~+ CD)
—AD —CD (*).

Il suit de 1a que si I'on suppose que la figure EADBECD
représente un assemblage de tiges rigides articulées a
leurs extrémités, et que le point C demeure fixe, les
sommets opposés A et B décriront des courbes récipro-
ques I'une de l'autre. Cette combinaison formera l'or-
gane essentiel des divers compas composés que nous au-
rons 4 examiner.

(*) Cette démonstration, d’une remarquable simplicité, nous a été
donnée par M. Mannheim.
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En effer:
1° La réciproque d’unc droite étant un cercle passant
par le pole, si le point B ( fig. 2 et 3) est assujetti a se

Fig. 2.
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mouvoir circulairement, en passant par le centre d’ar-
ticulation C, le mouvement du point A sera rectiligne.
11 suffira donc, pour engendrer la droite, d’introduire
dans le mécanisme précité EADBECD un nouveau centre
fixe C’, auquel on reliera le point B, le lien C’B étant
d’une longueur égale a la distance CC/' des centres fixes.

Ce qui précéde constitue une solution rigoureuse du
probléme posé par Watt; elle est assez simple pour pou-
voir étre employée avec avantage dans certaines machines
a longue course. M. Mannheim, en 1867, en a fait

I’objet d’'une communication a la Société Philomathique
de Paris. .
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2° Lorsque le cercle décrit par le sommet B ne passe
point par le centre fixe C, le sommet opposé A se meut
sur un cercle dont le rayon est représenté par 'expression

R= <———-‘::: f;,)rs
dans laquelle on désigne par a le coté du losange AD,
b la bride CD, r le rayon C'B, d la distance des cen-
wres C, C',

Sir=d,on aR=w,cequi repond en effet, au cas
de la ligne droxle.

Cette combinaison de piéces articulées permettra donc,
en faisant varier 1’'un des éléments, la distance CC' par
exemple, de tracer d’une maniére continue des arcs de
cercle de toute courbure. Les dessinateurs savent que
cette opération, en apparence si élémentaire, n’est pas
moins compliquée que le tracé d’une courbe géométrique
quelconque, dés qu’il s’agit d’une courbure dépassant les
limites extrémes du compas a verge.

3° Considérons maintenant les sections conigques. On
sait qu’il existe, pour la construction de ces courbes, une
infinité de théorémes conduisant a déterminer, au moyen
de la ligne droite et du cercle, des points successifs de
ces lignes. Les systémes articulés dont il vient d’étre
question permettant, pour ainsi dire, de matérialiser
toute combinaison de lignes droites et de cercles, sans
recourir & d’autres organes de transmission que des tiges
articulées, on pressent qu’il doit exister une infinité de
compas composés, propres au tracé des lignes du second
ordre.

Ainsi, une droite finie-AB ( fig. 4) se mouvant, par
exemple, en s’appuyant sur une circonférence de méme
rayon et sur un de ses diamétres OB, chaque point de la
ligne mobile décrit une ellipse. Ce théoréme fournit un
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moyen trés-simple de constituer le compas elliptique,
puisque nous savons guider la droite AB par ses ex-
trémités, comme l’exigent les données de la question.

Fig. 4.

Mais il est une solution plus générale, susceptible, par
une méme combinaison de lignes, d’engendrer toutes
les coniques indistinctement.

L’équation en coordonnées polaires de ces courbes est

V2

b —= ——
I -+ ecosw

.
etreprésente des ellipses, des paraboles ou des hyper-
boles, selon que e est <1, égala 1 ou >1.

Sil’on considére la courbe réciproque dela précédente,
elle aura pour équation
__ k(14 e cosw) A
o= » ’

k étant une constante. C’est un limagon de Pascal, dont
nous allons indiquer la génération mécanique. )

Pour cela, revenons au compas relatif a la ligne droite,
auquel nous ajouterons la bride C,I ( fig. 5), articulée
aupoint I dela piéce CC', onla droite décrite par A coupe
la ligne des centres CC’. Si I'on fixe le point C, ainsi que
le sommet A, que I'on fasse C,I = C, A, et que toutes les
autres parties de la figure soient libres, il est visible que
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tout point M de la perpendxculalre IM a CC’ parcourra
un limagon de Pascal. L’équation en sera

P= 2C,I cosw + IM.

Fig. 5.

Sa réciproque par rapport a A est une conique. On
obtiendra cette derniére en liant le point M au sommet
libre d'un losange articulé, dont on fixera le centre d’as-
semblage des brides en A. Ce point deviendra le foyer de
la conique, dont AC sera la direction de I’axe principal,
et qui sera :

Une ellipse ‘ <1,
. . IM

Une parabole ) si Y

Une hyperbole ( >1.

11 est d’ailleurs évident que, en attribuanta IMet a G, I
des valeurs convenables, il sera possible de tracer avecle
méme compas composé toutes les courbes du second degré.

Conchoides du cercle et de la droite, cissoide, etc.
— On vient de voir comment on peut opérer pour le
tracé de la conchoide du cercle ou limagon de Pascal; en
modifiant la combinaison relative i cette courbe, d’'une
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maniére analogue & ce que I'on a fait pour les coniques,
on engendrera la conchoide de la droite. On trouve de
méme des combinaisons propres a la lemniscate; mais la
plupart d’entre elles sont assez compliquées. Nous nous
contenterons d’indiquer, pour terminer cette étude som-
maire, le compas et le cissoide, qui est d’une extréme
simplicité.

Le centre d’articulation des brides CD, CE (fig. 6)
est assujetti & parcourir un cercle passant par le sommet

fixe A du losange, et dont le diamétre égale \/6* — a*;

Fig. 6.

b et a désignant, comme précédemment, les longueurs CD
et AD. Le sommet opposé B tracera, dans ces conditions,
la cissoide, comme il est aisé de s’en assurer en formant
P’équation de la courbe décrite.

SUR LA CAPILLARITE (*).

Influence de la courbure.

Soient AmB (fig. 1) une section normale faite en un
point m de la ligne de séparation de deux liquides (L,),

(*) Extrait du Traité de Mécanique générale de M. Resal, en cours de

publication chez M. Gauthier-Villars, avec I'autorisation de 'auteur et de
I’éditeur. '



(79)
(L), superposés dans un tube capillaire, la concavité étant
tournée vers (Ly);
ab la trace du plan tangent en m;
01,0 les densités des deux liquides 3
z la hauteur du point m au-dessus du niveau de la por-
tion de (L) extérieure au tube.

Fig. 1.

(L)

Le point matériel m est en équilibre sous I'action de
son poids mg et des actions qu’il regoit des molécules
(L) et (Ly).

On peut considérer la résultante des actions molécu-
laires de (L, ) sur m, comme étant due a celle Q, du méme
liquide dans ’hypothése ot ab serait la surface de sépa-
ration, et a la résultante ', prise en sens contraire,
des actions provenant des molécules du ménisque.

Si nous désignons, pour (L), par Q et Q' les équiva-
lents de Qy et ', I'action exercée par ce liquide sur m
sera de méme la résultante de Q et Q'; de sorte que les
forces Q, Q', =— Q,, Q,, mg doivent se faire équi-
libre sur le point m.

D’aprés cet exposé, pour smlpllﬁer le langage, nous
pourrons considérer le ménisque comme existant pour
les deux fluides, en le considérant comme positif pour (L)
et négatif pour (L,). Laplace et Gauss ont supposé que
les liquides dans les tubes capillaires n’éprouvent aucune
variation dans leur densité. Poisson' au contraire, par des
considérations particuliéres, admet que la densité a subi
une altération dont il croit devoir tenir compte dans le

[ 4



(8)
voisinage de la surface AmB. Lamé, dans ses lecons de
Physique, en se basant sur la faible compressibilité des
liquides, considére cette variation comme nulle ou négli-
geable. :

Nous nous rangerons a cette derniére maniére de voir,
qui nous conduit 4 regarder (L) et (L,) comme homo-
génes dans toute leur masse, et par suite les actions Q
et Q; comme normales 3 AmB.

1l faut donc, pour I'équilibre, que la résultante de mg,
— Q’, —Q/, soit aussi normale & la surface, ou que le
travail élémentaire de ces trois forces pour un déplace-
ment de m sur cette surface soit nul, ou encore que le
potentiel de mg, des actions du ménisque de (L) sur m,
et de celles du ménisque de (L,) prises en sens contraire,
soit constant pour tout point de la surface.

Le potentiel de I'action de la molécule m’ du ménisque
de (L) sur m est de la forme mm' f(r), f(r) étant une
certaine fonction de la distance r de ces deux molécules.

Considérons un élément de volume de ce ménisque,
limité par deux plans normaux en m faisant entre eux un
angle df, et par deux cylindres concentriques. Si I'on
remarque que le rayon ¢ de la sphére d’activité est trés-
petit, on peut supposer, pour toute molécule de I'élément
de volume considéré, r = mec, et par suite cd =dr; le
potentiel dii & 'action de la masse déterminée par I’élé-
ment de volume est par suite

mdrddf(r)ec.dr,

et, pour toute la portion du ménisque limitée par les deux
plans normaux,

v
md def rf(r)ec.dr.
o

Mais, en appelant p le rayon de courbure de1'une des sec-

L]
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. r? o .
tions normales, on a ¢c' = 27’ et I'expression ci-dessus

devient

¢ do &
6ﬁmf f(r)r’dr:m-——e )
)

2P 2P ™

< .
en posant ﬂd’f S(r)r*dr =k, qui est une constante.
o

Soient maintenant R, R’ les rayons de courbure prin-
cipaux de la surface en m, I'angle § étant censé mespré i
partir de la trace sur le plan tangent du plan normal cor-
respondant au premier de ces rayons, on a

I T r .
~=x cos’6 + " sin?0,
et le potentiel, pour tout le ménisque, est

mk (T (1 . mk (1 1

— — 08?0+ — sin?0 | dl = — | — + — )-

A (R R ) > \R W~

Le potentiel du ménisque de (L) sera représenté de la
méme maniére par

mk, [1 4t

2 \R R

Si donc on appelle C une constante, nous aurons

mk [ 1 ¥ mk, (1 I
mr S \ETw)T 2 \RTR)T76

ou, en posant ki, — k = H,

H/1 I
gz:;—(—R—i—W)-i—C.
Dans le cas d'un seul liquide, (L,) représentera 'atmo-
sphére, etI’on devra avoir C = o, puisque, pour un dia-
métre suffisamment grand du tube, on doitavoir R =0,
R' = o et z =o0, et 'on a la formule connue

z__H I T
E=T\RTwr)

Ann. de Mathém., t. XII, 2¢ série. (Février 1873.) 6
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Influence de la paroi du tube.

La fig. 2 représente la section normale en un point m

Fig. 2.

3y

(L1)

de l'intersection de la surface de contact de (L) et (L,)
avec celle de la paroi.

Soient mn, aa, les tangentes en m aux deux sections
faites respectivement dans ces deux surfaces par le plan
de la figure; : 'inclinaison de mn sur ma dans (L), mx
la normale  la paroi, que nous supposerons formée d'une
matiére homogéne. Si la paroi était un plan indéfini,
son action mN sur la masse m serait dirigée suivant mx,
et N serait une constante.

Quelle que soit la forme dela paroi, on peut également
considérer N comme constante ; car il est clair que les ac-
tions sur m exercées par les molécules du ménisque dela
paroi ne peuvent donner, suivant mx, que des compo-
santes de I'ordre de quantités que ’on peut négliger.

Nous ferons également abstraction, mais avec moins
d’autorité, de 'influence du ménisque de (L) et (L,), qui
d’ailleurs est relativement faible dans la détermination
de la composante suivant mx des actions qu’exercent les
deux fluides sur m. Cette hypothése doit étre implicite-
ment faite dans ses calculs par Poisson, lorsqu’il arrive
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a conclure que Z est constant, ce qui est évident d'aprés
les considérations qui précédent.

Soit mm'g(r) l'action exercée par une molécule m'
de (L) sur m, r étant la distance des deux molécules.
Concevons dans ce liquide un céne ayant m pour sommet
etd'une ouverture infiniment petite dw, et dont les géné-
ratrices fassent, aux infiniment petits prés, 'angle « avec
mn. La masse élémentaire 07%*dw dr de ce cone donnera,
suivant mx, la composante

h mdridedr¢(r) cosa,

et 'on a pour tout le cone, en continuant & appeler ¢ le
rayon de la sphére d’activité,

T
mdde cosaf ¢(r)r*dr = mqdw cosa,
[+]

g étant une constante dépendant de la nature de (L). Il
vient, par suite, pour la composante normale totale due
a I'action de ce liquide

mq [ cosa dw,
I'intégrale se rapportant au fuseau sphérique de centre m,
d’un rayon égal a I'unité, limité par les plans mn ct ma.

Mais il est clair que cette intégrale représente la projec-
tion du fuseau sur un plan perpendiculaire 4 mx, c’est-

. ™ ki3 . . . .
a-dire 5 — 5 Cosi. L’expression ci-dessus devient donc

mq;(l — cosi).

En appelant g, ’équivalent de ¢ pour (L,), ce liquide
donne de méme la composante normale

mq, g (14 cosi). .

6.
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Si I'on néglige I'action de la pesanteur, ou si 'on suppose
ma vertical, on a donc

mN + mgq g (1 — cosi) + mq.?—;(l + cosi)=o,

d’ou
cosi = 2N+l + )

w(q —q1)

THEOREMES SUR LES COMBINAISONS ;
Par M. Desing ANDRE.

I

1. Nous désignerons, dans tout ce qui va suivre, par K,

le nombre des combinaisons complétes, et par C, le nom-
bre des combinaisons simples de m objets n a n.

Nous représenterons par (g) la partie entiére du quo-

tient de p pargq.

Enfin nous nous appuierons sur ce fait bien connu,
que le nombre x, qui exprime combien de fois le nombre
premier p entre comme facteur dans le produit 1.2.3...7,
est donné par la formule

)+ )+ () o

1I.

2. TatorEME. — S m —1 et n 41 sont premiers

entre eux, K., est divisible par n +1.
Ceci revient a démontrer que, dans le cas ot m — 1 et
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n -1 sont premiers entre eux, le quotient

m(m --1) (m - 2)...(m +n;|)
1.2.3...n(n 1)

est un nombre entier.

Il suf(it pour cela d’établir que, dans ce cas, tout
nombre premier p, qui entre au dénominateur, entre au
numérateur au moins le méme nombre de fois.

Le nombre premier p entre au numérateur un nom-
bre x de fois donné par la formule

<m+n—1) <m--;—n—-l> <m-|-n——l>
x = -+ _ - +...
P v I
<m——1> (m.——v\ (m—«x)
P 2. P o
Le méme nombre premier p entre au dénominateur
un nombre y de fois donné par la formule

) (505
AN RN
Donc il suffit de prouver que, quand m — 1 et n +1

sont premiers enlre eux, on a, pour toute valeur de?d en-
tiére et supérieure a I'unité,

(22525 3
(=525

Divisons m — 1 et n—+ 1t par ). Soient M, N les quo-
tients; p et v les restes. Nous aurons

ou bien

m—1=M) +p,

n+1=NJ+v.
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L’inégalité précédente revient alors a celle-ci :

(MD+ND§y+vf1>>(Mba+p>+<NDa—}-v>'

Or,si m — 1 et n + 1 sont premiers entre eux, p el v
ne sont pas nuls en méme temps; done p+ v—1 est
supérieur ou égal 4 zéro; donc la partie entiére du pre-
mier quotient est, au moins, M + N, c’est-a-dire au
moins égale a la somme des parties entiéres des deux der-
niers quotients. L'inégalité est donc satisfaite, et le théo-
réme démontré.

3. Tutorkme. — Sim et n sont premiers entre eux,
K., est divisible par m.
En eflet on a, identiquement,
n n—x
Km . I{m+x .

m n

m—+1?
d’aprés le théoréme précédent, est divisible par . Donc
le second membre de I'identité précédente est entier.
Donc le premier I'est aussi. Donc K, est divisible par m.

Or, puisque m et n sont premiers entre eux, K7

4. TutoriME. — Sim —1 et n sont premiers entre
eux, K, est divisible par m +n —1.
En effet on a, identiquement,
T n—1
I\r." _ Km
m—+n—1 —/_ n

Or, puisque m — 1 et n sont premiers entre eus, d’a-
prés le premier théoréme, K, " est divisible par n. Donc
le second membre de I'égalité précédente est entier.
Donc le premier l'est aussi. Donc K7, est divisible
parm—+n—1.
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III.

5. TetorkME. — 8i m —+1 el n+ 1 sont premiers
entre eux, C,, est divisible par n 1.
Pour le démonirer, nous pariirons de I'identité

n n
Crp=Km—n+1.

Or, si m -1 et n 41 sont premiers enire eux, m — n
et n 41 le sont aussi. Donc, d’aprés le premier thée-

n « e a
réme, K, _, ., est divisible par n +1. Il en est donc de
méme de C,, ce qui démontre le théoréme.

6. Tatorime. — 87 m et n sont premiers entre eux,
C,, est divisible par m.
En effet on a, identiquement,
n 77—
¢ _ o

m n

Or, si m el n sont premiers entre eux, d'aprés le
théoréme qui précéde immédiatement, C;, ', est divi-
sible par n. Le second membre est entier. Le premier
I'est donc aussi, et C}, est divisible par m.

7. Tatorkme.— Sim -1 et n sont premiers entre eux,
C, est divisible par m — n +- 1.
En effet on a, identiquement,
(08 I

m—n—+1__ n

Or, simn + 1 et n sont premiers entre eux, C;7, d'a-
prés le premier théoréme relatif aux combinaisons sim-
ples, est divisible par . Le second membre de I'identité
est entier. Le premier!est aussi. Donc Cf, estdivisible par
m—n-1.
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IvV.

8. Le premier des six théorémes qui précédent a été
démontré directement; les cinq autres en ont été déduits
par la considération de certaines identités.

Ces mémes identités peuvent servir 8 démontrer sépa-
rément chacun de ces six théorémes, d'une fagon fort
indirecte, il est vrai, mais trés-facile et surtout trés-ra-
pide. Nous nous contenteronsde donner, comme exemple,
la démonstration du premier théoréme.

Reprenons, pour cela, I'identité employée au n° 3. Elle
peut s’écrire

L

— b
m— i n -1

ou bien
(r+ 1)K, = (m — 1)K},

Or n -+ 1 divise le premier membre; donc il divise le
second; par suite, s'il est premier avec m — 1, il divise

n. Donc :

Si m—1 et n -1 sont premiers entre eux, K7, est
divisible par n + 1.

Les cing autres théorémes se démontreraient d’une
facon analogue.

V.
9. Comme conséquence des propositions précédentes,

on peut citer le théoréme suivant :

TatorimME. — Si m -+ 1 est un nombre premier,
chaque coefficient du développement de (a + b)™, ex-
cepté le dernier, est divisible par son rang.

En effet, le terme de rang n 41 a pour coefficient C,.
Or m —+ 1, étant premier, est premier avec toutes les va-
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leurs de n + 1 inférieures & m + 1. Donc, d’aprés le
premier théoréme sur les combinaisons simples, C;, est
toujours divisible par n + 1, excepté dans le cas ou n=m.

THEOREMES SUR LES CONIQUES ET SUR LES SURFACES
DE SECOND ORDRE;

Par M. Louis SALTEL.

I

Prenons i volonté une conique S définie par cing
peints P, A, B, 1, 25 menons les rayons (P1), (P2),
et imaginons les cercles (AB1), (AB2); soient1’et 2
leurs seconds points d’intersection avec ces rayons; si
I'on considére le cercle Z défini par les trois points P,
1/, 2/, on peut énoncer les divers théorémes suivants :

Tatorkme 1. — Par les points A, B, faites passer
un cercle arbitraire X, qui coupe le cercle Z en a, b;
menez les rayons PA, PB, et soient A', B' les seconds
points d’intersection de ces rayons avec le cercle X :
les points A', B’ sont deux points de la conique S.

Remarque. — Ce théoréme donne une solution de ce
probléme :
Construire la conique S définie par cing points.

Trtorkme II. — 8i Ion joint les points de rencontre
de la droite AB avec le cercle T au point P, les deux
droites ainsi obtenues sont les directions asymptotiques
de la conigue S. Conséquemment, la conique S sera une
hyperbole, une parabole ou une ellipse, suivant que la
droite AD rencontrera, touchera ou ne rencontrera pas
le cercle 2.
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Remarque. — Ce théoréme donne une solution immé-
diate de ces trois problémes :

1° Etant donnés cing poinis d’une conique, déter-
miner la forme de la courbe sans la construire.

2° Consiruire une parabole, connaissant quatre
poinis. '

3° Construire une hyperbole équilatére, connaissant
quatre poinis.

TrtoriMme III. — 1° La tangente & la conique S en
lun des points A, B, au point A, par exemple, est la
tangenie en ce point au cercle passant par les points A,
B et par le second point de rencontre du cercle Z
avec PA. 2° La tangente en P est la droite qui passe
par le second point de rencontre des deux cercles Z
et (PAB).

Nota. — Si 'on joint deux & deux les points de ren-
contre des tangentes en A, B, P au milieu des cordes dé-
terminées par les mémes points, les droites obtenues pas-
seront par le centre; de la la détermination de ce point.

Remarque. — Les trois points P, A, B étant uel-
conques, il résulte du théoréme précédent la consiruction
de la tangente en un point quelconque de S.

Tuatorkme IV, — Les bissectrices des angles des deux
droites AB, A’B’ sont les directions des axes de la
courbe.

Remarque. — Pour obtenir la grandeur des axes, on
n’aura, d’aprés ce théoréme, qu’a recourir a la solution
de ce probléme :

‘Une conique étant définie par cing points, trouver
son intersection avec une droite. _

Tatorime V. — 8t l’on suppose les deux points A, B
confondus en A suivant la direction AB, le cercle tan-
gent en A & cette droite et passant par le second point
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de rencontre de PA avec Z est le cercle osculateur en
ce point de la courbe.

Remarque. — L’hypoihése que I'on vient de faire
étant toujours possible, d’aprés le théoréme IlI, il en ré-
sulte la construction suivante du cercle osculateur en
un point A d’une conique définie par ce point, sa tan-
gente AT et trois points P, 1, 2 :

Ricre. — Par chacun des points 1, 2, menez le cercle
tangent en A & la droite AT; soient 1, 2' les seconds
points d’intersection de ces cercles avec (P 1), (P2); le
cercle osculateur en A est le cercle tangent en ce point
a AB, et passant par le second point de rencontre du
cercle (P1'2') avec la droite PA.

IL

Prenons 4 volonté dans ’espace une surface du second
ordre V, définie par une section circulaire C et quatre
points P, 1, 2, 3; menons les rayons (P1), (P2), (P3),
et imaginons les sphéres déterminées par le cercle C et
par les points 1, 2, 3; soient 1, 2/, 3'leurs seconds points
d’intersection avec ces sphéres; si I'on considére la
sphére £ déterminée par les quatre points P, 1/, 2/, 3/,
on peut énoncer les théorémes suivants :

Tatorime I. — Par le cercle C, faites passer une
sphére quelconque A, coupant la sphére X suivant un
cercle Cy; mencz le cone qui a pour sommet le point P
et pour base le cercle C,, et soit C' le second cercle
d’intersection de ce cdne avec la sphére ) : le cercle C'
est une nouyelle section circulaire de la surface V.

Tutorime II. — Le cone qui a pour sommet le point P
et pour base le cercle d’intersection du plan C avec la
sphére 3 est le cone asymptotique de la surfacey consé-
quemment, la surface V est un kyperboloide, un parabo-
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loide elliptique ou un ellipsoide, suivant que le plan du
cercle C rencontre, touche ou ne rencontre pas la
sphére Z.

Remarque. — Ce théoréme donne une solution de ce
probléme :

Construire un paraboloide elliptique défini par une
section circulaire et trois points.

La solution de ce probléme revient & construire une
sphére passant par trois points et tangente i un plan
donné.

Tatorime IIl. — Le plan tangent en P a la surface V
est le plan d’intersection de la sphére 2 et de la sphére
(CP).

Renarque. — Cethéoréme enseigne a construirele plan
tangent en un point quelconque de la surface.

Tatorime IV, — Les plans bissecteurs des plans des
deux cercles C, C' sont deux plans paralléles a deux
plans principaux de la surface.

SOLUTION ANALYTIQUE

de la question de Mathématiques spéciales proposée an Concours
d’Agrégation de 1872
(voir 2° série, t. XI, p. 450);
Pax M. GAMBEY,

Professeur au lycée de Saint-Etienne.

Prenons pour origine des coordonnées le milieu O de
la plus courte distance 2d de A, &', la direction de cette
plus courte distance pour axe des x, la bissectrice de
I'angle formé par les paralléles 8 A, A menées par l'ori-
gine pour axe des z, et enfin, pour axe des y, une per-
pendiculaire au plan xOz.
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I. Les équations des droites données seront
{ xr—d=—o,

y —mz=—0;

(a)

z+d=—o,

(a")

Yy +mz = 0,
m étant un coefficient donné ainsi que d.

L’équation d'une surface du second ordre passant par A,
A’ sera

(z+d)[Mz—d)+p(y —mz)]
+(y +mz)[M(x—d)+ p(y —mz)]=o,
ou, en effectuant les calculs et ordonnant,
(s) Yt p gt — mPp 2 m (O — p) zx + (N +p)zy
—d(W—p)y —dm(\ +p)z —rd*=o0,

A, Ay, @, gy étant des indéterminées.

Les coordonnées du centre satisfont aux équations

2)z 4+ (M+p)y +m(h—p)z =0,
(1) M+ p)z+ 2py — d(h—p) =0,
(

MW—p)x—a2mpz—d(\+p)=o.

by
1

Or on voit sans peine que, si 'on y fait x = o, I'une
des trois équations est alors une conséquence des deux
autres. Donc le plan x = o contient tous les centres, et
les relations (1) se réduisent a

2py —d(h—p)=o,
2mpz +d(d+p)=o0.

(2)

Nous aurons deux autres relations entre les indétermi-
nées A, Ay, @, gy, en nous servant de I'équation en S.

On sait que si I'on appelle généralement p la longueur
algébrique de 'un des axes de la surface a centre

Ax*+ A'y’+ A"22+ 2Byz + 2B'zx + 2B"2zy =H,
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les axes des coordonnées étant rectangulaires, on a

. H
= ?'
L’équation en S devient alors
— ; B B
» a—3 =o.
14
BI B A//__ _:_-2!

Appelons A* la somme et — I° le produit des carrés
des longueurs algébriques des axes; 1’équation ci-dessus
nous donnera

h*(AA'A"— AB*— A’B'*— A"B”*+ 2 BB’B”)
(3){ =H(AA'+A'A"+A"A—B—B"—B"),
— I5(AA’A”~-AB*—A'B" —A"B"'+ 2 BB'B") = H-.

Mais si I'on rapporte la surface (S) a son centre, son
équation devient

My —mip 22+ m(\— p)zz
dz
+ (M +p)zy= = (g — Xp).
1
En faisant les substitutions dans les équations (3) et
effectuant les calculs, on obtient
fmrpt (B*—d?) —d?* (1 + m?) (A} + )
(4) ‘ +2d*(1—m*) (22 — 2 p) = o,
dé (O — A p)—¢m?pt =o.
L’élimination se fait maintenant facilement entre les
équations (2) et (4). On trouve

(A) d(y'+m'zs}) — md(h*— d*)z ml*(1— m*) = o.
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Le lieu est donc composé de deux ellipses concen-
triques situées dans le plan yOz.
Pour m =1, ce qui correspond au cas o A et A’ sont
rectangulaires, les deux ellipses se réduisent & uu cercle

P =h—d

II. Si o, B, y sont les coordonnées du centre particu-
lier I de I'une des surfaces (S), les équations de la
droite DD’ seront

z=p(z—17)
y—B=pr(z—19)
avec les conditions
. | p(B—my)+d(qg—m)=o,
(5) .
p(f+my)—d(qg+m)=o.

Les coordonnées des points D et D’ sont alors

xr=d,
__m(d+py)
(D) TETT
z :d——_‘_,’v;
p
[ x=— d,
m(d—py)
; yom s
(D) r
—_ld—py),

r
Le carré de DD' sera donc, aprés réductions,

d?
s o A2,

qui devient, en éliminant p au moyen des relations (5),

fary LEEMT),
mz
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quantité constante, si I'on tient compte de (A); pour
m=I1,
DD’ =2*4.

II. Les plans menés en D, D/, perpendiculairement
a A et A, sont évidemment paralléles a 1’axe des x. Le
lieu de leur intersection est donc un cylindre paralléle &
cet axe.

Du reste, les équations des deux plans étant
(6) plmy +32) —(1 +m*)(d +py)=o,

p(my —z) —(1+m*)(d —py)=o,
et (3 et y vérifiant 1’équation (A), on obtient, en élimi-
nant 3, 7, p et ¢ entre les équations (A), (5) et (6), I’é-
quation du lieu, qui est
(B) dm'(y*+ 2*)=m(m*+ 1) [md (h?— d*) = 1* (1 —m?)].
Pour m =1, elle devient
r+ =4 (P — a*).

QUESTION.

1110. On construit, dans le cercle trigonométrique,
I'arc 2a = AC, sin2a = CP, le point P’ symétrique
de P par rapport 4 OC, D milieu de la corde AC et les
droites P'D, P'P. Prouver que I'on a, aux signes preés,

P'D =sin3a, PP —=sinfa.
Si I'on construit cos2a = CR et R’ symétrique de R
par rapport a OC, on aura, aux signes prés,
R'D=cos3a, P'R=cosfa.

( Communiqué par M. Cu. LeGrAND, proviseur du lycée Condorcet.)
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EXPOSITION DE LA METHOBE DES KQUIPOLLENCES ;
-Par M. G. BELLAVITIS.

(Traduit de l’italien par M. LaisaxT, capitaine du Génie.)

AVANT-PROPOS.

Dans mon Mémoire sur la classification des courbes
du troisiéme ordre (*), je m’étais proposé d’exposer,
ailleurs et avec plus de détails, une Meéthode de Geo-
métrie analytique, imaginée par moi depuis déja vingt
ans (*¥), et appelée d’abord Meéthode des équations
geéométriques, désignation qu’ensuite je changeai pour
lui substituer celle plus laconique d’équipollences.

Les principaux écrits ou j’ai traité de cette méthode
sont :

L’Essai, publié en 1835 dans le troisiéme volume des
Annales des Sciences du royaume Lombard-¥énitien;

La Méthode (1837), dans le tome V1I du méme Recueil
périodique

Les Solutions graphiques (1843), dans le premier vo-
lume des Mémoires de U'Institut impérial et royal de
FPenise.

Soit parce que je me suis toujours astreint 4 une ex-
tréme concision, indiquant un grand nombre d’appli-
cations géométriques et mécaniques avant de m’ére suf-
fisamment étendu ; soit parce que, dans une science aussi
vaste que la Géométrie, les savants reculent & consacrer
un peu de temps a 'étude d'une nouvelle méthode, et

(*) Mémoiresde la Société itali des Sci de Modéne, t. XXV, p. 1.
(**) La présente Expoasition a été publiée en 1854.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XII. (Mars 1873.) 7
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préférent conserver celle qu'ils connaissent, et qui peut
les conduire aux mémes résultats; soit pour toule autre
raison, les géométres ne prétérent point attention a la
méthode proposée par moi, ni aux solutions d’une incon-
testable simplicité que j’en ai déduites dans les écrits cités
ci-dessus et dans quelques autres.

Néanmoins, plusieurs des principes établis par moi
tendent de plusen plus a étre adoptés : M. de Saini-Venant
montre les avantages que présente la considération des
quantités géométriques; ses sommes géométrz'ques sont
précisément celles auxquelles, de mon co6té, je donnai
d’abord le méme nom, mais que j’appelai ensuite com-
posées-équipollentes ; et M. Cauchy a fait remarquer,
a plusieurs reprises, toute la valeur de la théorie de
M. deSaint-Venant. Jecrois doncqu’il n’est pas inopportun
de revenir encore une fois sur la méthode des équipol-
lences, en ’exposant avec la plus grande clarté possible.

Cette méthode donne satisfaction au désir exprimé par
Carnot, de trouver un algorithme qui représente a la
fois la grandeur et la pbsition des diverses parties d’une
figure; il en résulte directement des solutions graphi-
ques, élégantes et simples, des problémes de Géométrie.
La méthode des équipollences comprend, comme cas
particuliers, celles des coordonnées paralléles ou po-
laires, le calcul barycentrique, etc.; les problémes rela- |
tifs aux courbes y sont résolus d'une maniére générale,
sans préférence accordée a un mode de représentation
plutdt qu’a un autrej les calculs en sont plus rapides que
ceux de la Géométrie analytique, et les résultats se trou-
vent exprimés sous une forme plus simple.

La distinction des parties posilives et négatives est
essentielle dans la méthode des équipollences; en sorte
que la corrélation des figures est une conséquence néces-
saire de l'algorithme, sans qu'il soit besoin d’aucune
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remarque spéciale, ce qui enléve toute cause d’erreur.
Le lecteur auquel les principes de la Géométrie de po-
sition sont familiers me suivra sans peine dans le petit
nombre des conventions sur lesquelles s’appuie la mé-
thode; peut-étre arrivera-t-il & rendre celle-ci encore
plus conforme aux procédés ordinaires; mais je n’ai pas
Jugé utile de sacrifier la concision des formules & une
plus grande facilité. Les conventions seront aisées a re-
tenir de mémoire; car elles sont conformes, les unes
aux régles ordinaires relatives aux quantités positives et
négatives, les autres a la composition bien connue des
forces.

Les équipollences expriment des relations entre des
droites considérées, non-seulement quant a leurs gran-
deurs, mais aussi quant & leurs directions (ou inclinai-
sons); en sorte quelles différent essentiellement des
équations, qui expriment seulement des relations entre
quantités réelles. Néanmoins, le calcul des équipollences
suit précisément les mémes régles que le calcul des équa-
tions, ce qui offre un grand avantage.

L’éiendue et les progrés de la Géométrie sont tels, que,
plutdt que de se refuser a toute étude des nouvelles mé-
thodes, il faudra peut-étre avant peu tenir compte seu-
lement des méthodes générales, afin d’avoir en sa pos-
session un plus grand nombre de moyens pour arriver &
la connaissance des vériiés dont on a besoin. 1l est effec-
tivement impossible désormais d’avoir présentes a 'esprit
toutes les vérités qui viennent a étre découvertes.
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PREMIERE PARTIE.

PRINCIPES DE LA METHODE DES EQUIPOLLENCES.

Définitions et notations préliminaires.

1. Nous nous proposons d’exprimer les relations de
grandeur et de position qui ont lieu entre les droites d’une
figure, de maniére a pouvoir en déduire celles qui con-
stituent un théoréme de Géométrie, ou servent a la réso-
lution d’un probléme. Si, dans I'équipollence exprimant
la condition d'un probléme, figure un seul point inconnu,
I’équipollence se résoudra par rapport a ce point, d’a-
preés les mémes régles que celles qui régissent la résolution
des équations, et la formule finale indiquera, sans qu'il
soit besoin d’aucune considération géométrique, quelle
est la construction graphique que I'on doit faire pour
obtenir la solution désirée, laquelle sera presque tou-
jours 'une des plus simples que I'on pourrait trouver en
employant les considérations artificielles et indirectes de
la Géométrie dite synthétique.

2. Nous indiquerons une droite, comme d’habitude,
au moyen des deux lettres qui marquent ses extrémités;
toutefois, on doit remarquer qu'on exprime ainsi, non-
seulement la grandeur de la droite, mais bien sa grandeur
et sa direction a la fois. C’est pourquoi, par exemple, il
n’est pas permis de remplacer MQ par QM. Ces deux
notations MQ, QM indiquent bien une méme droite,
mais prise en sens opposés. La confusion de 'une avec
Pautre serait pareille a celle d'une quantité positive avec
une quantité négative d’égale valeur; nous verrons, en

effet, que MQ est identique avec — QM, et — MQ avec
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QM. Cette convention est souvent admise dans la Géo-
métrie moderne.

3. Pour qu'une droite puisse étre substituée a une
autre, il ne suffit pas qu’elle lui soit égale (c’est-a-dire
d’égale grandeur); mais il faut en outre que ces deux
droites soient paralléles et dirigées dans le méme sens.
Deux droites qui ont de telles relations sont dites équi-
pollentes; et, dans le calcul des équipollences, on peut
toujours substituer a une droite une autre qui lui soit
équipollente. Ainsi la droite AB ( fig. 1) est équipollente

Fig. 1.
D N C
/ /
/ /
! 7
’ ’
’ 7
7 I
/( II
/Y 4 E
A B
F

a DC, et est seulement égale & EF; ce qu'on distingue au
moyen de deux signes différents, en écrivant

AB<DC

et
AB =FF.

D’aprés cela, il pourrait se produire quelque confusion
en employant, dans un méme calcul, des équipollences
telles que AB«4:DU, et de simples égalités telles que
AB = EF'; aussi, pour indiquer la grandeur d’une droite
indépendamment de son inclinaison, se servira-t-on de
la caractéristique gr.. Par exemple

gr.AB = gr.EF

indiquera que les longueurs de ces droite.
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sujet de ces longueurs de droites, et en général au sujet
des grandeurs exprimées, a4 la maniére de I'Algébre, au
moyen de lettres (ordinairement en petits caractéres ita~
liques), on peut remarquer qu’il n’y a aucun inconvénient
a employer, dans un méme calcul, des équations relatives
aux grandeurs et des équipollences relatives aux droites.

4. Une droite est dite équipollente & une autre, mul-
tipliée par un nombre positif, quand ces deux droites ont
entre elles ce nombre pour rapport , et qu'elles sont en
outre paralléles et dirigées dans le méme sens. Ainsi ’on
dira que DN est équipollente 4 AB, multipliée par le

.nombre positif n, et I'on écrira
DN 1 AB,

lorsque gr. DN = n gr. AB; et qu’en outre DN, AB sont
paralléles et dirigées dans le méme sens. Si le multipli-
cateur donné est un nombre négatif, les droites auront
bien entre elles le rapport fixé par la valeur de ce nombre,
et seront paralléles, mais dirigées en sens contraires.

Si, par exemple, on a

CN<-(n —1)AB,

et que le nombre » —1 soit négatif, les longueurs des
droites CN, AB anront entre elles le rapport (1—n) : 1,
et en outre CN sera paralléle & AB et dirigée en sens con-
traire. De méme, en employant NC, qui a une direction
opposée a CN, nous pourrons écrire

NC (1 — n) AB,

(1— n) étant un coefficient numérique positif. En gé-
-néral, on peut substituer 4 une droite quelconque CN la
droite opposée NC, pourvu qu’en méme temps on change
le signe de so}i’jcpeﬂiciqent.

<



( 103 )

Sommes géométrigues. — Equipollences ﬁolynémes.

5. D’aprés ce qui précéde, se trouve définie la signifi-
cation d’une équipollence 4 deux termes seulement, dont
chacun renferme une seule droite. Voyons maintenant
comment on réunit ensemble plusieurs droites, en tenant
compte de leurs grandeurs et de leurs directions; au ré-
sultat de cette opération, nous donnerons le nom de
somme géométrique ou de composée-équipollente (*).
Pour mieux fixer les idées, imaginons qu’un voyageur

parcoure une ligne brisée OPQR ( fig. 2); le chemin

Fig. 2
. B ¢
A/
_—— ¥y )

effectif et utile qu’il aura fait ainsi ne sera point égal a
la longueur de la ligne brisée, mais équivaudra a la
droite OR, par laquelle il serait également parvenu de
O en R; nous appellerous cette droite OR la somme géo-
métrique de toutes les droites qui constituent la ligne
brisée.

Nous savons qu’en Mécanique une telle somme géo-

(*) Le nom plus simple de somme géométrigue sera celui que nous
emploierons en général; mais il est bon que le lecteur sache que la dé-
nomination de composée-équipollente, s'il venait a la rencontrer, posséde
exactement la méme signification.
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métrique exprime la résultante des forces appliqﬁées au
point O, et respectivement équipollentes (c’est-a-dire
égales, paralléles et dirigées dans le méme sens) avec OP,

PQ, QR.

6. Pour construire la somme géométrique des droites
AB, DC, EF, on ménera, par un point O quelconque, la
droite OP équipollente 2 AB; puis a la suite PQ équi-
pollente 4 DC, et QR équipollente &4 EF; OR sera la
somme géométrique cherchée. )

Il est facile de démontrer que, dans quelque ordre que
I'on dispose les unes a la suite des autres les droites équi-
pollentes aux droites données, on obiiendra toujours la
méme droite OR. En prenant autrement le point arbi-
traire O, on trouvera, pour somme géométrique, une
autre droite, qui sera toujours équipollente a OR.

Si les droites étaient toutes paralléles, leur somme
géométrique ne serait autre que leur somme algébrique,
obtenue en tenant compte des signes.

7. Ceci bien compris, il sera trés-facile d’interpréter

Fig. 3.
c
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et de construire une équipollence polynéme. Soit, par
exemple (fig. 3),
DE + LAB — CB A1 DF — nAF.

Si I'on méne OP équipollente & DE, puis & la suite
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PQ <4 1 AB (selon la signification du n° 4), et encore a
la suite QR A— CB-A-BC, on obtiendra ainsi la com-
posée OR, laquelle sera équipollente & la composée TV,
oblenue en menant, par - un point quelconque T, la
droite TU-LDF, et i la suite UV.A.— n AF, n étant
un nombre donné, qui, dans le cas de la fig. 3, est né-
cessairement négatif.

8. On peut changer la disposition des termes d’une
équipollence; on peut aussi faire passer un terme d’un
membre dans I'autre, pourvu que, selon la régle établie
pour les équations, on change le signe; 'équipollence
demeure ainsi exacte. Par exemple, l’equlpollence pré-
cédente peut s’écrire

+AB + BC + DE + n AF — {DF o0,

c’est-a-dire qu’en construisant la somme géométrique des
cinq termes du premier membre on trouve un polygone
fermé au lieu d’une ligne brisée.

Nous pouvons aussi multiplier tous les termes d’une
équipollence par un méme nombre, sans en altérer I'exac-
titude. Cela résulte de la proportionnalité de deux figures
homothétiques, c’est-a-dire dont les c6tés sont respecti-
vement paralléles.

En un mot, nous pouvons exécuter, sur les eqmpol-
lences, des opérations précisément analogues a celles
qu’on pratique sur les équations algébriques, et qui dé-
pendent de I’addition ou de la soustraction, et aussi de
la multiplication et de la division par des nombres.

9. Remarquons incidemment que si, dans 1'équipol-
lence des deux numéros précédents, nous siupposons
inconnue la droite AF, quand bien méme nous ne con-
naitrions pas n, I'équipollence servirait néanmoins 4 in~
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diquer la direction de AF, qui est paralléele a UV, TV
étant équipollente & OR. Nous verrons toujours que,
tandis qu'une équation sert & déterminer une seule quan-
tité, une équipollence en détermine deux; et, en effet,
lorsqu’elle détermine une seule droite, cela revient encore
i déterminer deux quantités, savoir : la longueur de cette
droite et son inclinaison.

Régles relatives aux grandeurs et aux inclinaisons.

10. La composition ou somme des droites, établie pré-
cédemment, nous montre évidemment que, dans le calcul
des équipollences, on a la proposition suivante :

Ricre I. — Quels que soient les trois points A, B, C,
on a toujours .

(1) AB + BC <% AC.

Cette équipollence peut indifféremment prendre les
formes :

(2) BC AC — AB,
(3) ABA: AC — BC,
(4) AB+BC + CA-o.

Cette régle peut paraitre une conséquence tellement
immédiate des définitions, qu’elle ne valait pas la peine
d’étre énoncée i part; mais elle est d'un continuel usage
pour substituer une droite & d’autres; il convient donc
de se la rendre familiére.

Nous y joindrons une régle pour distinguer d’un coup
d’ ceil quelles sont les équipollences identiques par elles-
mémes, de maniére qu'on puisse s’assurer de leur exac-
titude sans aucun effort d’esprit, et sans regarder le moins
du monde la figure.
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11. En vertu de la régle précédente (3), nous pou-
vons substituer 4 une droite MN quelconque le binéme
MZ — NZ, Z étant un point complétement arbiftraire.
Si, en faisant, pour chacune des droites, une substitution
analogue, il en résulte une expression identique, il en
sera de méme aussi de I’équipollence qui a servi-de point
de départ. Ainsi, par exemple,

BC£-AC— AB

est une équipollence identique, parce que la suivante
Pest elle-méme :

BZ— CZA AZ — CZ — (AZ — BZ).
1l en est de méme de
AB + BCA-AD — CD,
puisque ,
AZ — BZ + BZ — CZ <\ AZ — DZ — (CZ —DZ).

Mais si, au contraire, nous avions écrit par erreur
AB + CB <t AC, nous reconnaitrions la faute, en remar-
quant que AZ — BZ + CZ — BZ n’est pas identique avec
AZ — CZ.

12. 1l nous reste a établir la signification des équi-
pollences qui contiennent des produits ou des quotients
de droites multipliées ou divisées entre elles. Dans ce
but, il est nécessaire de se restreindre a la considération
des figures situées dans un méme plan; randis que tout
ce que nous avons dit jusqu’a présent s’étend aussi a
Uespace.

13. Etablissons tout d’abord une convention qui ren-
dra le langage plus rapide. Dans toute droite , nous ob-
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servons deux choses : la longueur et la direction ; pour
calculer les longueurs, les géométres anciens considé-
raient toujours les rapports entre deux droites; les mo-
dernes trouvérent plus commode de considérer les gran-
deurs d’'une maniére absolue, en les comparant 4 une
unité de mesure choisie arbitrairement; d’aprés cela, le
rapport de deux droites résulte de la division de leurs
grandeurs.

Par analogie, tandis que, jusqu’a présent, pour cal-
culer les directions des droites, on a considéré les angles
compris entre deux droites, nous trouvons plus commode,
au lieu de cela, de considérer les inclinaisons des droites
d’une maniére absolue, par comparaison avec une droite
choisie arbitrairement pour origine des inclinaisons;
d’aprés quoi I'angle de deux droites sera la différence
de leurs inclinaisons. Nous désignerons I’inclinaison
d’une droite par la caractéristique inc., comme déja (3)
nous avons désigné la grandeur par gr.

14. Prenons pour origine des inclinaisons ( fig. 4) la
droite OH (que, pour fixer les idées, nous supposerons

Fig. 4.

/N c
A P

/ A

horizontale et dirigée de gauche a droife); nous appel-
lerons inclinaisons de la droite OM I'angle HOM qu’elle
forme avec OH, en observant que les inclinaisons posi-



( 109 )

tives sont prises a droite et au-dessus (*), c'est~a-dire
dans le sens HMIL, et que les inclinaisons prises dans
le sens opposé HRL sont regardées comme négatives.
D’aprés cela, comptant les inclinaisons de o a 360 de-
grés, I'inclinaison de la droite OR, par exemple, peut
étre considérée comme étant de — 4o degrés ou de
320 degrés, c’est-a-dire qu’une différence de 360 degrés
ne change pas l'inclinaison.

L’angle MON est égal a I'inclinaison de ON, moins
I'inclinaison de OM :

angleMON = inc. ON — inc. OM.

On convient aussi que les angles positifs doivent se
prendre dans le sens HMNI, et que tout angle se compte
de la premiére & la troisiéme lettre. Ainsi I'angle NOM
est négatif, parce qu’il est égal a inc. OM — inc.ON.

15. L’inclinaison de la droite AB est la méme que
celle de la droite OM, paralléle et dirigée dans le méme
sens. L’inclinaison de BA est la méme que celle de OL,
prolongement de MO. Ainsi

(1) inc. BA = inc. AB %= 180°.

On affecte 180 degrés du double signe, parce que, ainsi
qu’on I'a dit, une différence d’inclinaison de 360 degrés
ne produit aucun effet. Rappelons qu’en outre de (1)
nous avons

(2) angle BAC =inc.AC —'inc. AB,

(*) M. Bellavitis a changé depuis la convention sur le signe des incli-
naisons. Nous copservons ici la premiére, comme plus conforme a celle
habituellement admise pour les coordonnées polaires.
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et aussi, en vertu de (1),

(3) angle BAC — inc. CA — inc. BA.

16. Nous avons vu ce qu'on doit entendre par une
droite équipollente a la somme géométrique de deux ou
plusieurs droites. Définissons maintenant ce qu’est une
droite équipollente 4 un monéme formé par la multipli-
cation ou la division du plusieurs droites. Si I'on a

.CD
(1) GH . AI;FC ,
la droite GH non-seulement doit avoir la grandeur ex-
primée par 'équation
(2) gr.GH = g____r.gsg;CD’
mais, en outre, son inclinaison doit étre
(3) inc. GH = inc. AB + inc.CD — inc.EF.

Réciproquement, si les relations (2) et (3) existent si-
multanément, I'équipollence (1) aura lieu. De méme,
I’équipollence

(4) OP A GH.IL
signifie
: , __gr.GHgr.IL
(5) gr-OP = gr.MN
et
(6) inc.OP = inc. GH + inc. IL — inc. MN.

En substituant dans (4), (3), (6) les valeurs (1), (2),
(3), nous verrons que I'équipollence

AB.CD.IL
AL
(1) OP & —EF 3N
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comprend les deux conditions

gr.ABgr.CD gr.IL
gr.EF gr.MN

(9) inc.OP=inc.AB + inc.CD + inc.IL — inc. EF —inc. MN.

(8) gr.OP =

Il est bon d’observer que de (7) on déduit (8), en
changeant I'équipollence en équation relative aux gran-
deurs, et (9) en opérant comme si I'on voulait prendre
les logarithmes, mais en écrivant inc. au lieu de log. Ces
deux régles serviront, d'une maniére semblable, & inter-
préter une équipollence bindme quelconque.

L’équipollence (1) peut aussi s’écrire sous la forme

AB.CD - EF.GH,
et exprime encore les deux conditions
gr. AB gr.CD = ¢gr.EF gr.GH,
inc. AB + inc.CD = inc. EF + inc. GH.

Si les membres de I'équipollence sont affectés de coef-
ficients numériques, et qu’on ait, par exemple,

nAB.CD
A 2AD
(r0) QR & —pF—
n étant positif, nous aurons, en vertu de la relation (r),
QR <& 2GH,

formule 4 laquelle nous devrons donner la' signification
déja établie au n°® 4. Ainsi (10) exprimera que

ngr.ABgr.CD

gr.QR = rgr.GH = — EE

et que

inc.QR = inc.GH = inc. AB + inc. CD — inc.EF.
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On voit que la condition relative aux inclinaisons est
indépendante des coefficients numériques positifs. Nous
avons déja dit (4) qu'un coefficient négatif entraine une
différence d’inclinaison de 180 degrés.

17. De ce que nous venons d’établir sur les équipol-
lences bindmes, et auparavant (7) sur les équipollences
polynomes dont chaque terme contient une seule droite,
résulte I'interprétation de toute équipollence homogéne,
dans laquelle les droites sont combinées entre elles au
moyen des signes de I’addition, de la soustraction, de la
multiplication, de la division, et aussi des signes de I'élé-
vation aux puissances et de I'extraction des racines a
indices numériques, ces deux derniéres opérations se
déduisant des deux précédentes a la maniére accoutumée.
Si, par exemple, on a I’équipollence (¥)

AB.CD:EF + »CD*: AB — 2FG <+ o,
que l'on construise (16) une droite LM telle, que

LM< AB.CD: EF, et si, en outre, MN <& nCD?: AB,

I'équipollence proposée se réduira a
LM + MN — 2FG <o

et exprimera que la somme géométrique des droites LM,
MN, c’est-a-dire LN (10), est équipollente 4 2FG.

48. En transportant, par la pensée, des équations aux
équipollences tout ce systéme des significations spéciales
attribuées aux signes <., 4+, —, :, etc., on se convain-
cra aisément de cette vérité trés-utile : .

(*) Pour la commodité typographique, nous adoptons deux points :
comme signe de la division, ce signe embrassant toutes les quantités
qui suivent, jusqu’au premier + on —.
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Princiee FONDAMENTAL. — On peut faire sur les égui-
pollences relatives aux figures planes toutes les opéra-
tions et transformations qui sont légitimes pour les
équations algébriques, et les équipollences qui en résul-
tent sont toujours exactes.

Si, par exemple, on multiplie une équipollence par
PQ: RS, c’est la méme chose que si I'on multipliait tous
les termes par le rapport numérique gr.PQ:gr.RS et
si I'on augmentait leur inclinaison de inc. PQ —inc.RS;
en sorte que le polygone exprimé par I’équipollence se
changera en un autre semblable, qui aurait tourné d’un
angle égal 4 inc.PQ — inc.RS; si bien que 'on conser-
vera toujours un polygone fermé.

(o suiore.)

DU RAYON DE COURBURE D'UNE COURBE DECRITE
PAR UN POINT D'UNE FIGURE MOBILE ;

Par M. SAINT-LOUP,
Professeur a la Faculté de Besancon.

Lorsqu’unefigure invariable se déplace dans un plan, on
sait que ce mouvement peut étre produit par le roulement
d’une certaine courbe ou roulette liée a la figure mobile
sur une autre courbe qu’on nomme la basede la rou-
lette, et 'on démontre que, si R, et R, sont les rayons de
courbure de ces deux courbes a leur point de contact, le
rayon de courbure A de la courbe décrite par un point A

quelconque du plan de la roulette est donné par la rela-
tion
(1)

1 1 I
A—a  R,cosb + R, cos6’

1
-+
a

qui condait a la construction de Savary.
Ann. de Mathémat., 2€ série, t. XII. (Mars 1873.) 8
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Dans cette formule, a désigne la distance du point
mobile A au point de contact O, et 6 I’angle de a avec la
normale en ce point a la roulette.

Le but de cette Note est de donner la solution de la
question suivante :

Une courbe étant donnée dans le plan d’une figure
mobile, celle-ci reste constamment tangente & deux
courbes fixes; déterminer le rayon de courbure de l’en-
veloppe de la premiére courbe en fonction des rayons de
courbure des courbes données aux points ou elles se tou-
chent.

Pour cela, traitons d’abord cet autre probléme plus
simple :

Trouver le rayon de courbure de la trajectoire d’un
point Cdu plan d’une figure invariable dont deux points
A et B décrivent des courbes données, en fonction des
rayons de courbure en A et B des deux directrices.

1. Menons en A et B les normales aux deux directrices,
ces normales se rencontrent en un point O qui est le
point de contact de la roulette qui produirait le mouve-
ment de AB, avec la base sur laquelle s’effectuerait le rou-

Fig. 1.
c

lement. On sait que la normale a la trajectoire du point
C passe aussi en O. Soient ON la normale commune aux



( 115)
courbes de roulement et OX une direction quelconque,
a, B, v, v les angles de OA, OB, OC, ON avec OX. D’a-

prés la formule rappelée plus haut, on a

{2) cos(v — a) (%4—;_——’_—;):-1%‘4.1{_1,

la considération des points B et C donnerait lieu a des
relations analogues. Il résulte de la que

L1 I
cos(v — a) (;+A a>

I

(3) = cos(v— B) <Z+§—l——b>

— cos(v— 1) (ci + C—‘;—;>,

équationsqui renferment comme inconnues y et C; élimi-
nons v, on a, en développant les cosinus dansla premiére
équation,

Acose Bcosf
__a(A—a) b(B—1b)
(4) Y = Y sina Bsinp

a(A—a) b(B—2b)

La seconde équation donnerait pour tangv une expression
analogue; en les égalant, il vient

’

a (1——- %) sin(f — )
(5) +b (1— %) sin(y — a)

c\ .
+c (1—— —> sin(z — B)=o:
\ C
c’est-la relation cherchée. 4
Les signes des différences 8 —y, y —a, a — 3 sont
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définis par la figure. A —a, B— 5, C — c sont positifs
quand les rayons de courbure A, B, C sont supérieurs aux
distances a, b, ¢ et dirigés du méme cdté que le point O
par rapport aux points A, B, C.

2. Prenons

I’équation (5) peut s’écrire
(6) OA’sin(B — 7) + OB’ sin(y — a) + OC' sin(« — B)=o.

Or, si par un point O d’une circonférence on méne trois
droites OA’, OB', OC' terminées a la circonférence, ces

Fig. 2.

droites représentent les cosinus des angles a, 3, y qu’elles
font avec le diamétre mené par le point O, et on a I'iden-
tité

cosa sin(B — ) + cosP sin{y — «) + cosysin(a — ) = o,

comme on peut s'en assurer en développant; donc la rela-
tion (6) exprime que les trois points A’y B/, C' sont sur
un méme cercle passant par le point O. La construction
de deux de ces points A’ et B’ déterminera donc le troi-
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sieme C/, et on voit que le rayon de courbure C est une
troisiéme proportionnelle 4 ¢ ou OC et a CC'..

C’est la construction a laquelle arrive M. Transon par
la considération du cercle de roulement (Journal de
Mathématiques, 1845).

Soient A”, B”, C" les centres de courbure, en sorte que

AA" = A, BB" =B, CC"=C,
on a

OA” —=A—a, OB"=B—5, OC'=C—c.

Désignons ces trois longueurs par @, b”, ¢/, I'équatien (5}
prendra la forme

(7) sin(f — v) _‘_sin(y—a)+sin(a~ﬁ)
7 1 I 1 1 1T

e — e _—— —
a +a" b+b" c c”

:0,

dans laquelle les dénominateurs sont les sommes des in-
verses des distances du point O au point décrivant et a
son centre de courbure.

3. En se reportant i la construction de Savary, on voit

Fig. 3.

que, si le point décrivant A s’éloigne indéfiniment sur
OA, le centre de courbure A” se rapproche du point O et
vient en A", point que l’on obtient en menant C; M, pa-
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ralléle 2 AO et joignant M_3 C,, et I'on a

OA” — A —a,

quand A et a deviennent infinis.

Cela posé, si I’on considére une courbe I faisant partie
du systéme des points A et B, et que 'on méne du point O
une normale OT 4 cette courbe, le point T' ainsi déter-
miné est le point de contact de la courbe I avec son enve-
loppe. Des courbes équidistantes de I ont pour enveloppes
des courbes paralléles a2 'enveloppe de T'; toutes ces
courbes ont, comme on sait, au point ou elles rencontrent
OT, leurs centres de courbure au méme point I', lequel
est aussi le centre de courbure de la trajectoire décrite
par le point g centre de courbure de la courbe T'.

Il résulte de 1a que, si le systéme mobile est formé des
deux points A et B et de la courbe I', on pourra lui
appliquer la relation (5) en substituant 4 la courbe I le
point g qui relnplace ainsi le point C précédemment con-
sidéré.

Dans cette relation, ¢ désignera la distance Og, et C
désignera le rayon de courbure de la courbe décrite par
le point g et dont le centre de courbure est en I centre
de courbure de ’enveloppe de T'. -

4. Dans le cas particulier oi la courbe I' est une
droite, il résulte de la remarque qui précéde que, pour le
point g alors situé a I'infini, on a C — ¢ = OI"; cette
distance doit étre comptée en sens contraire de OC quand
elle est positive.

La relation (5) devient donc

a <l——%> sin(B — )
@) 9§ :
+b (l—%)Sin('y—a) + (C—e¢)sin(a —B)=o,



(139)
et on peut ’écrire en observant que OT” est compté en
sens inverse de OA’ et de OB/,

(9) OA’sin(B —9) + OB'sin(y — «) — Or”sin(a — B) =o;

elle est donc renfermée dans I’équation (6), si au point
C' on substitue le point I'. Ainsi le point I coincide
avec le symétrique du point C' par rapport au point O.

5. Cherchons comme applicationle rayon de courbure
de Venveloppe d’une droite de longueur constante qui
s’appuie sur deux droites fixes ; les points A’ et B coinci-
dent alors avec les points A et B; menons les normales

AO et BO, puis la normale OC a la courbe mobile AB.

Fig. 4.

Cette normale vient rencontrer le cercle en C’; prenant
OI'” = OC', I sera le centre de courbure de I'enveloppe
de AB pour le point C, et comme OC = ID, on voit que
le rayon de courbure en un point de l’enveloppe est
triple de la distance du centre de l’enveloppe & la tan-
gente au point considére.

Ce résultat est aisé a vérifier par le calcul, car I'équa-
tion'de I'enveloppe est, comme on sait,

i
P

2
3

x4y =1, &
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Le rayon de courbure en un point C (x,y) est, d'aprés
I'expression connue de p,
Lot
P — 3zay 3 13 ;
d’autre part, la distance ID du centre 4 la tangente est

2

Z 3

et —————— _— 3
\/r-%-l—f i

Ainsi p = 31ID.

11
?l?

wlo

6. Si nous considérons un triangle lié a Ia figure mo-
bile, on voit d’aprés ce qui précéde que :

Les centres de courbure des enveloppes des cotés
d’un triangle mobile sont situés sur un méme cercle pas-
sant par le point de concours O des normales aux trois
enveloppes menées aux points de contact avec les cotés
du triangle.

7. Comme application, considérons un triangle dont
deux cotés restent tangents a deux courbes ; cherchons le
rayon de courbure de I'enveloppe du troisiéme coté.

Fig. 5.

Soit MNP le triangle dont les cdtés MP, NP restent
tangents aux deux cercles A” et B”; soient A et B les points
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de contact, A”A, B"B les normales qui se rencontrent en
O; abaissons OC, C sera le point de contact de MN avec
son enveloppe; tracons.le cercle A”B"O, le centre de
courbure C” doit étre sur ce cercle au point ou il est ren-
contré par OC; observons maintenant que le cercle A’B“O
est invariable, car les points A” et B” sont fixes et I'angle
A"OB’ constant supplémentaire de P. Le point C” reste
donc constamment sur le cercle A”OB’, et comme ce
cercle ne saurait étre le lieu des centres de courbure de
I'enveloppe de MN, il en résulte que ce point C” est fixe.
C’est ce que I'on reconnait directement en observant que
les angles A”OC”, B’O C" sont constants comme respec—
tivement égaux 3 M et N. Donc 'enveloppe de MN est
un cercle.

8. La proposition précédente peut étre généralisée;
car elle s’applique 4 un nombre quelconque de droites
formant un polygone ou concourantes.

9. Laissant de coté le cas particulier o la courbe T'
est une droite, nous voyons qu’il résulte du § III que
nous pouvons calculer le rayon de courbured’une courbe
décrite dans les conditions suivantes : :

Etant donnés une courbe et deux points, la courbe
glisse sur une courbe fixe : I'un des points décrit une tra-
Jectoire donnée; le second point décrit alors une courbe
dont la formule (9) nous donne le rayon de courbure.

Si la courbe fixe se réduit a un point, la courbe mobile
se trouve alors assujettie & passer par un point fixe.

10. Adpplication & la détermination du rayon de
courbure du limacon de Pascal. — Par un point fixe C
d’une circonférence, on trace une corde CA sur laquelle
on prend, a partir du point A, une longueur AB con-
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stante : le point B décritle limacon de Pascal. La courbe T’

Fig. 6.

estici la droite CB, la courbe fixe se réduit au point C,
le point T'” coincide avec ce point, et OT'"=— OC.
L’application de I'équation (8) donne, pour déterminer
le rayon de courbure B au point B,

OA(1— 2)AsinBOC— OB (x—- %13) sinAOC + OCsin AOB =o,

ou

OA.BC
OB

+OB(1——

\

OB\ AC AB
—_— ) — 2 — 0.
B > oa "¢ Ga o=

ce qui donne, pour le rayon de courbure B,

_ OBs
~ OB*+ 0C?+AC.BC’

B

résultat que I'on vérifie aisément 4 P'aide de I'équation de
la courbe
r—=0A cosb + AB,

qui donne
. d
;1-; —— OA sinf =— 0OC,
d2
70—; =— OAcosé —— AC.

Ces valeurs, substituées dans 'expression connue du



(123)
rayon de courbure, donnent
i
_ (cB+o0C)? oB
P = CB*+0C*+AC.CB _ OB*'+ OC'+AC.BC

11. Plus généralement, considérons le cas ot une
courbe glisse sur deux autres, et cherchons le rayon de
courbure de I'enveloppe d’une courbe liée a la premiére.

Nommons £, v, ¢ les rayens de courbure des courbes
mobiles aux points ou elles touchent leurs enveloppes; il

Fig. 7.

suffira de remplacer, dans I'équation (5), a et A par a+ 3
A + ¢, etc., ce qui donne

(10) (a+5)<1—112)sin(p-—7)+...-:o.
Prenons

,__(a+E) ,__ (b +n) ,__(e+E)F
() eN=T" /¥=F 8C=Tx

et la relation précédente devient

(12) OA’sin(B — )+ OB’sin(y — «) + OC’sin(a — B) =03
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les points A/, B/, C’ sont donc sur une méme circonfé-
rence passant en O.

L’équation (10) comprend la solution du probléme
qui nous occupe dans des cas particuliers trés-généraux,
parmi lesquels je mentionnerai les suivants :

Si les courbes fixes se composent d'un systéme de deux
droites auxquelles une courbe mobile reste constamment
tangente, on a alors A et B infinis, et I'équation (10) se
réduit a

( a—+E)sin(B—q)+ (b —+n)sin(y —a)

3 ) N
(13) +(c+c)<xr-—(c—:—1—_——§> sin(e — B) = o3

——

les points A’ et B’ coincident alors avec les points e et f.
Si en outre la courbe mobile C est une droite, le centre
de courbure I'” de I'enveloppe de la droite est symétrique
par rapport au point O du point C'situé sur le cercle Oef.
Si les courbes fixes se réduisent a deux points, c’est-
a-dire 4 deux cercles de rayon nul, la courbe mobile passe
-alors par deux points fixes. On a A et B nuls; 'équa-
tion (ro) devient done

“(a+Esin(g—7)+ 2 (b +m)sin(y —a)

+ (e +78) ('—é:i> sin{a — B) = o.

Dans les deux cas, le coefficient de sin(a — (3) se réduit
a C — ¢, si la courbe mobile C est une droite, car alors ¢
est infini.

Comme application offrant une vérification facile,
cherchons le rayon de courbure de l’enveloppe de la di-
rectrice d'une parabole constafte qui glisse dans un angle
droit C. Soient A et B les points de contact; menons les
normales AO, BO; il est aisé de calculer les rayons de
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courbure de la parabole en A et B, et I’on trouve

b2
EnA...... e E_:—z—-—:Ae,

a

2
EoB...oevune... nzzT“:Bf

Ces valeurs, portées dans I'équation (13), donnent, en
observant que les signes de 2 et b doivent étre changés,

Fig. 8.
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parce qu'ils sont portés en sens inverse de la direction
suivie dans la figure précédente,

2 2
(—a + %) sinBOC ~+ <— b+ 35’-) cosBOC — OT"= o,

car OC est la normale 4 la directrice; d’ailleurs

" tangBOC = %,
d’ou il résulte
. Or”=y/a*+ b* = OC.

Et, en effet, la directrice de la parabole passant con-
stamment par P'origine, 'enveloppe se réduit a un point;
et le cercle de courbure coincide avec le point C. Signa-
lons en passant la relation trés-simple qui lie les rayons
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de courbure d'une parabole aux extrémités d’une corde
focale, savoir :

et remarquons aussi la construction géométrique trés-
simple des centres de courbure dans la parabole, qui ré-
sulte des valeurs de &, », et qu'on peut formuler par le
théoréme suivant :

Dans la parabole, les portions de deux normales
rectangulaires comprises entre la courbe et la direc-
trice sont inversement égales & la moitié des rayons de
courbure de la courbe suivant ces normales.

DETERMINATION DES ELEMENTS INFINITESIMAUX RELATIFS
AUX LIGNES A DOUBLE COURBURE;

Par M. A, DE SAINT-GERMAIN.

L’expression des coordonnées des points d'une courbe
gauche, en séries ordonnées suivant les puissances de
'arc, a permis de calculer avec élégance plusieurs des
quantités qui se rapportent aux deux courbures des lignes.
Je me propose de montrer combien 'emploi régulier de
ces séries facilite le calcul de tous ces éléments, tels que
le rayon de torsion, et permet d’établir simplement cer-
taines propriétés infinitésimales dont la démonstration
géométrique est délicate. Les lecteurs des 4 nnales pour-
ront remarquer 1'expression de la distance d’une courbe
& sa sphére osculatrice: il y a eu ici méme sur cette ex-
pression un débat entre MM. Ruchonnet et Gilbert (mai
et aotit 1872); or je retrouve par un procédé tout dif-
férent du sien le résultat de M. Ruchonnet.
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I. Je suppose connues les équations de la tangente, du
plan osculateur et de la normale principale; il est inu-
tile de les rappeler. Mais j’écris dés a présent, pour les
employer plus tard, des résultats qu’on n’établit pas or-
dinairement dans le cas particulier que j'envisagerai.
Etant donnée la droite

_:X-—-—.z‘__Y—y‘__Z—z

a b T ¢

sa perpendiculaire commune avec I'axe des x a pour
équations

bY +cZ=o0, (+c)(X—zx)+alby+ez)=0o,

et pour longueur
LU= bz .
\/b’-—i- c?

11. Etablissons aussi maintenant, pour ne pas inter-
rompre notre étude géométrique, un théoréme relatif aux
changements d’axes coordonnés. Soient x, y, z les coor-
données rectangulaires d’un point quelconque d’une
courbe, s I’arc compté entre ce point et un point fixe de
la courbe ; la somme

dnx 2 d"'y 2 dnz 2 'dnx 2

(@)~ (@)~ (&) =2(F)
L]
conserve une valeur constante pour chaque point, quand
on prend d’autres axes, pourvu qu'ils soient aussi rec-
tangulaires. En effet, les coordonnées primitives x, y, z
sont liées aux nouvelles x/, 5/, z’' par des équations de
la forme

x=ux,+ ax'+ a'y'+a"7,...;

on différentie n fois les deux membres par rapport a s,
qui est indifférent au choix des axes, puis on éléve au
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carré, et on ajoute les trois équations analogues; en. te-
nant compte des relations connues qui existent entre les
neuf cosinus a, a’, a’,..., on obtient

dnz\* dnat \?
() =2

III. Cela posé, je prends pour axe des x la tangente en
un point O, pour axe des y la portion de la normale prin-
cipale qui est dirigée dans la concavité de la courbe; le
plan des xy est donc osculateur en O; Paxedes z lui sera
dirigé perpendiculairement, et du méme c6té que la par-
tie de la courbe qui va dans le sens des x positifs. Je
choisis pour variable indépendante la longueur s de I’arc
compté a partir de I'origine.

Soit M un point de la courbe, qui sera le plus souvent
infiniment voisin de O, en prenant alors s pour infini-
ment petit principal. J'appelle «, 3, 7 les angles de la
tangente avec les axes, 1, g, v ceux de la normale prin-
cipale, £, u, { ceux de 'axe du plan osculateur.

A moins que le point O ne soit un point singulier,
pour lequel les résultats ultérieurs seraient d’ailleurs en
défaut, on pourra développer, par la formulg de Ma-
claurin, les coordonnées d’un point quelconque de la
courbe en séries ordonnées suivant les puissances ascen-
dantes de s. Pdur abréger, je supprime tout de suite
quelques-uns des premiers termes de ces séries, dont
I’absence est aisée a justifier, et J’écris les formules

s r=s+ a4+ a; s +. ..,
Y=, b+ bt ..,
( 3=C 8t st 4. ...

(1)

Les coefficients de ces séries ne sont pas indépendants
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les uns des autres; on sait que 'on a

i
/

- = Cosa=1 + 3a,st 4+ fast+. ..,
dy
(2) { ‘—{}-zcosﬁ::zb,.f-i- 3bys* + 4 bs*+. . .,

dz !

— == cosy = 3¢;'+ fe S ...

ds

La somme des carrés de ces expressions est égale a 1 quel
que soit s; il faut donc que les coefficients des diverses
puissances de cette variable soient'nuls; d’on les rela-
tions

2, 3

(3) ay=—3b1, a=—"bb,....

3

1IV. Evaluons les deux rayons de courbure au point O
en fonction des coefficients des séries (1).

L’angle de contingence de l'arc infiniment petit OM
est «. Mais I’équation (2) cosy renferme s* en facteur : le
complément de y, c’est-a-dire I'angle de la tangente en M
avec le plan osculateur en O est infiniment petit du
deuxiéme ordre. En négligeant les quantités de cet ordre,

R T
on peut regarder y comme égal & 52 et cos £ comme égal
asina ou méme a a; d’ou

a==cosB = 2b,5s+....

Le rayon de premiére courbure en O est donc

) . $
(4) Ro—-—hm;_—z—b,'
* L’angle de torsion de 'arc OM est I'angle ¢ du plan
osculateur en M avec le plan des xy. Or, quand s est la
variable indépendante, ’équation générale du plan os-
Ann. de Mathémat., t. XII, 2¢ série. (Mars 1373.) 9
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culateur peut s’ écrire

dy d*z  dz d'y _
SEF-5F)x—0=e

Je calcule les dérivées au moyen des séries (1), je rem-
place a, par sa valeur (3), je néglige les termes en s°, et
J'ai pour I'équation du plan osculateur en un point x, y, z
de notre courbe

(5) 33.c,5X—3 (cys +26,5)Y+[by+3b, 5+ (6b,+2b3)s*] Z=o0.

Tout d’abord cetteséquation nous démontre deux théo-
rémes dont la démonstration géométrique est délicate
(voir le Calcul différentiel de M. Bertrand). Pour avoir
I'intersection du plan osculateur correspondant 4 s=o
avec le plan, ou les deux plans infiniment voisins, on
sait qu'il faut égaler a zéro le terme indépendant de s, et
le coefficient de s dans le premier cas, et en outre les
coefficients de s*, dans le second. On trouve ainsi pour le
premier cas Z=o0, Y=o, et pour le second Z=Y=X=o.
Donc :

La limite de Uintersection de deux plans osculateurs
infiniment woisins est la tangente menée par le point de
contact de celui qui reste fixe, en sorte qu'une courbe
gauche est Uaréte de rebroussement de l’enveloppe de
ses plans osculateurs.

La limite de Uintersection de trois plans osculateurs
woisins est le point de contact de l'un d’eux.

Mais le premier théoréme nous donne I’angle de tor-
sion cherché. Puisque le plan osculateur en M peut étre
considéré comme passant par I'axe des x tangent en O,
son inclinaison surle plan des xy est 'angle de sa trace
sur le plan des yz et de 'axe des y; elle est mesurée par

la limite da ra.pporz% tirée de I'équation (5), en y fai-
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sant X = o; donc
' L 3es
e lim T = T .
Le rayon de la seconde courbure en O devient, en ti-
rant d’ailleurs la valeur de b, de I'équation (4),
b 1

.5 . )
(6) . r..__hmi_ T = BRe,

(4 suiore.)

CORRESPONDANCE.

Nous avons recu de M. Aporer Steen, de Copenhague,
un intéressant Mémoire relatif 4 la théorie des centres
de pression. L’auteur, aprés avoir établi le théoréme de
Cotes : Le centre de pression est le méme que ceux de
percussion et d’oscillation par rapport & la droite d’in-
tersection des deux plans prise pour axe de rotation,
en tire des conséquences qui complétent la théorie.

Dans sa Rivista di Giornali, M. Bellavitis fait observer
.que la question 963, t. VIII, 2° série, n’est que la repro-
duction de la question 251, t. XI, 1™ série.

M. Faure nous prie de regarder comme non avenue

la question 1104, t. XI, 2° série, p. 527.

Extrait d'une lettre de M. Ph. Gilbert. — Dans les
Nouvelles Annales, j’ai mis en doute I'exactitude de
Yexpression trouvée par M. Ch. Ruchonnet, pour la dis-
tance d’une courbe 4 sa sphére osculatrice, et j’ai pro-
posé une expression différente. M. Ruchonnet, dans le
numéro d’aolit 1872, a maintenu I'exactitade desa formule
€t cité un exemple qui prouve la fausseté de la mienne.

Je viens de profiter de quelques instants de loisir pour

9.
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revenir avec plus d’attention sur cette question, et j'ar
reconnu que l'erreug est de mon cdté : la formule de
M. Ruchonnet est parfaitement exacte.

L’erreur ne réside pas, comme j’en étais siir d’avance,
dans mes formules générales, qui sont irréprochables,
mais dans I'application que j’en ai faite a ce probléme
particulier. Et, chose curieuse, j’ai commis I'erreur
méme que je reléve dans le méme article, a charge d’un
collaborateur du journal : dans un calcul d’infiniment
petits, j’ai négligé des termes de méme ordre que la gran-
deur a déterminer.

Le calcul rectifié, et il n'est pas plus compliqué pour
cela, me donne, pour U'expression demandée,

R’ ds

I= IR .

ds étant I'élément de I'arc; R, T, r les rayons de cour-
bure, de torsion, et le rayon de la sphére osculatrice de
la courbe proposée; R'le rayon de courbure du lieu du
centre de la sphére osculatrice. L’identité de cette for-
mule avec celle de M. Ruchonnet est visible.

Dans I'espoir de me réhabiliter aux yeux de vos lec-
teurs, je proposerai & M. Ruchonnet de démontrer, par
les méthodes géométriques dont il se sert, les résuliats
suivants : .

1° Si, & partir du point M d’une courbe gauche, on
prend sur la courbe et sur le cercle osculateur en M’ des
arcs infiniment petits égaux MM'= MM, =ds, et si'on
joint M'My, les projections de M’M, sur la normale prin-
cipale et sur la tangente a la courbe au point M sont res-
pectivement des infiniment petits du troisiéme et du
quatriéme ordre, savoir :

uds® uds'
6R'T SR'T’
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u étant la distance du centre de courbure au centre de la
sphére osculatrice; R, T, ds les mémes quantités que
ci-dessus. :
2° Si 'on projette I'arc infiniment petit MM’ sur le
plan osculateur en M, la différence entre 'arc MM’ et sa
projection est du cinquiéme ordre et égale a

1 dst
4o R*T?

BIBLIOGRAPHIE.

QuesTioNs p’ALGEBRE £LEMENTAIRE; méthodes et solu-
tions, avec un résumé des principales théories et un
trés-grand nombre d'exercices proposés, a 'usage des
différentes classes de Mathématiques, par M. 4. Des-
boves, agrégé et docteur és sciences, professeur au
lycée Condorcet. 1 vol. in-8°; 1873. Prix : 5 francs.

L’Ouvrage que M. Desboves offre aujourd’hui au public
forme, avec ses Questions de Géométrie et ses Questions de Tri-
gonométrie, un ensemble complet qui fera bien saisir aux éléves
les rapports qui existent entre ces trois parties des Mathéma-
tiques élémentaires.

La premicre Partie est le résumé d’un cours trés-complet
d’Algeébre élémentaire. Les théories principales y ont été dé-
veloppées avec le plus grand soin, tandis que les théories faciles,
qu’on trouve exposées de la méme maniére dans tous les Traités
d’Algébre, ont été seulement indiquées dans un programme
trés-détaillé. Immédiatement aprés 'exposé des régles du calcul
algébrique, 'auteur a donné les formules relatives aux nombres
d’arrangements, de permutations et de combinaisons, et aussi la
formule de Newton, pour le développement de la puissance en-
tiere du hinéme. On ne saurait évidemment habituer trop tot
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les éléves 2 ces idées d'ordre et de combinaison, auxquelles,
comme le dit Poinsot, « on doit rapporter la théorie pro-
fonde des équations, celle des expressions imaginaires, et tout
I'art des transformations algébriques ». L’auteur a introduit aussi
des notions relatives 2 la continuité des fonctions et 2 leur re-
présentation graphique, qui douneront aux éléves des idées
plus nettes et plus étendues sur la variation des fonctions,
qu’en se bornant A 'unique détermination de leurs mazima et
minima.

La seconde Partie contient d’importants développements sur
les matiéres traitées dans la premiére, les éléments de la théorie

~des congruences, la résolution des équations indéterminées
deux inconnues, etc. Des exercices nombreux et variés sont
proposés, a la suite de questions développées que les éléves de-
vront prendre pour modéle A snivre. Le professeur trouvera
donc dans cette seconde Partie un texte tout préparé pour ses
conférences.

Dans tout le cours du livre, I'auteur a beaucoup insisté sur
la grande importance des identités algébriques, et en a déduit
plusieurs beaux théorémes de la théorie des nombres. 1l en a
également tiré un excellent parti dans ’étude directe de la va-
riation de certaines fonctions qui se présentent a chaque instant
dans les problémes élémentaires.

Les méthodes de déduction, dont un apercu avait déja été
donné daps les précédents Quvrages de I'auteur, ont été déve-
loppées avec le plus grand soin. Eléve de Sturm, il a d’ailleurs
puisé dans ses anciens cahiers de notes, et procuré ainsi a ses
lecteurs la saveur de quelques élégantes solutions de V'illustre
géométre.

Nous signalerons enfin le sixiéme et le septiéme chapitre de
la seconde Partie, qui contiennent I'analyse du premier volume
de V' Arithmétique universelle de' Newton, et dont on ne saurait
trop recommander la lecture aux éléves.

Ligons pE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE ET SPHERIQUE,
par A. Cambier, professeur de Mathématiques supé-
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rieures. In-8° de 136 pages; 1872. Mons; Hector Man-

ceaux, éditeur.

Les Legons de M. Cambier se composent de deux parties
distinctes, suivies d'un Appendice. La premiére partie traite
de la Trigonométrie rectiligne, et comprend la goniométrie, la
résolution des triangles et les applications au levé des plans.
D4ns les trois derniers chapitres de cette partie se trouvent ex-
posés les propriétés angulaires du quadrilatére, les mazima et
les minima, ainsi que les séries trigonométriques. Beaucoup de
questions résolues paraissent entiérement nouvelles.

Les deux premiers chapitres de la Trigonométrie spheérique
sont consacrés aux propriétés et A la résolution des triangles
rectangles et des triangles quelconques. Le troisiéme chapitre,
fort important et trés-curieux, donne plusieurs théorémes, peu
connus, sur les triangles sphériques et de nombreuses applica-
tions A la géodésie, aux angles triédres, aux polyédres régu -
liers, au tétraédre et i la sphére. .

L’Appendice contient le développement de sinx et cosx avec
la résolution des cas singuliers des triangles sphériques.

Tous les chapitres sont suivis d’un grand nombre d’exercices,
de formules i vérifier et de théorémes 3 démontrer. Ces exer-
cices sout bien choisis, et imprimés dans un caractére différent
de celui du corps de I'ouvrage.

LEs cRISTALLOIDES COMPLEXES A soMMET Ero1LE, par M. le
comte Léopold Hugo. Grand in-8°, avec 3 planches;
1873.

L’auteur a publié sur cette théorie trois brochures dont la der-
niére date de 1872. Il y a été conduit, comme le nom P’indique,
par les considérations de la Minéralogie; aussi, maigre ce qu’elles
ont d’essentiellement théorique, il ne faut pas ies regarder
comme des abstractions ne pouvant fournir d’applications pra -
tiques. M. L. Hugo fait observer qu'une foule de monuments
publics, d’ceuvres d’art de toute espéce, sont construits d’aprés
les régles qu’il donne et que P'instinct artistique avait devinées;
la théorie pourra sans doute développer la pratique.
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Un cristalloide est formé par I'assemblage de plusieurs onglets
de méme formule; aussi 'auteur commence-t-il par définir I'on-
glet, dont on peut se faire une idée par le solide qui porte ce
nom & propos de la sphére. On y considére un axe analogue
au diamétre de la sphére, et une courbe appelée dlrectrtce,
comme dans tout le mouvement.

Les volumes des onglets se mesurent au moyen d’un nombre
appelé coefficient, qui multiplie le produit de la hauteur, prise
sur ’axe, par la base de l'onglet, pour obtenir ce volume.
Comme exemples de coefficients connus, nous citerons § pour
la pyramide et 2 pour le probléme d'Archiméde.

Ce qui precede s’étend aux cristalloides, puisqu’un cristal-
loide se compose d’onglets de méme nature.

L’auteur donne aunx cristalloides dont les onglets sont con-
caves vers 'axe le nom de domoides, et A ceux dont les onglets
sont convexes le nom de trémoides; par conséquent, les trois
courbes du second degré, prises comme directrices, donneront
des ellidomoides, des hyperdomoides et des pamdomoi‘des, etc.
Dans le cas particulier d’une ellipse 4 axes égaux, c’est-a-dire
d’un cercle, on emploie les mots d’éguidomoides et d’équitré-
moides,

Les cristalloides complexes A sommet étoilé, dont 'auteur s’oc-
cupe dans sa derniére brochure, le conduisent a ce qu’il appelle
les solides imaginaires, et dont il nous reste & parler; du reste,
on peut en donner I'idée d’'une maniére directe.

Concevons, par exemple, un rectangle tournant aatour de
'un de ses cotés et 'extrémité de 'autre décrivant une circon-
férence divisée en six parties égales; il est clair que le solide
décrit sera un cylindre. Mais si, 4 la fin de chaque division, on
imagine le rectangle générateur anéanti, pour ne reparaitre
qu’au commencement de la suivante, on aura ainsi, au lien
d’un cylindre complet, un solide composé de trois parties
pleines et de trois autres vides

Au lieu de cela, si I'on considére le rectangle générateur
n’existant qu’aux six divisions, on aura un solide compléte-
ment imaginaire, c'est--dire ne se composant que de ces di-
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visions rectangulaires dans le cylindre : aussi auteur dit-il que
les feuillets d’un livre ouvert et placé vemcalement donment
une idée de ce dont il s’agit.

Enfin, au lieu de faire disparaitre et reparaitre périodique—
ment la surface génératrice, nous pouvons la supposer modifiée
suivant certaines lois.

En résumé, nous voyons que ces travaux présentent beau—
coup d’originalité en théorie; de plus, la théorie des cristal-
loides a offert déja et offrira encore une foule d’applications
pratiques, & propos des formes employées dans les arts et dans
la construction d’édifices publics, dont plusieurs sont biem
connus. C. H.

Erementi 1 GEomETRIA PROJETTIVA DI Luigi Cremona,
t. I, texte et planches (184-XLIV). In-8; 1873. Prix:
3.fr. 5o c. '

Nous rendrons prochainement compte de cet excellent Ou-
vrage.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1097

(voir 2* série, t. XI, p.479);
Par M. Avcuste MOREL,
Répétiteur a Sainte-Barbe.

Joignons deux points quelconques E, F d’une cir-
conférence a un point O pris arbitrairement sur le pro-
longement d’un rayon CA de cette circonférence.
Désignons par E', F' les points de rencontre de ces
droites avec la circonférence. Elevons aux points E, F
des droites respectivement perpendiculaires & EO, FO;
appelons 1 le point de rencontre de ces perpendicu-
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laires. On demande de démontrer que Vangle 10C a.
pour mesure la demi-somme ou la demi-dgﬁ'érencc des
arcs E'A, F'A. (MansHEIM.)

Pour le démontrer, je joins le point E au point F, le
poiot E’ au point F’ (*). Les quatre points I, E, F, O
sont sur une méme circonférence, et par suite les angles
IEF, IOF sont égaux (ou supplémentaires). Il en résulte
que I’angle FEO est le complément de I’angle IOF; mais,
dans le quadrilatére inscrit EFF'E’, ’angle FEO est
égal 4 'angle OF'E'. Donc, les angles OF'E’ et 10F étant
complémentaires, la ligne F'E’ est perpendiculaire a IO.

Si j’appelle M et N les points o les perpendiculaires
menées par les points E et F rencontrent la circonfé-
rence, je démontrerai de méme que MN est perpendicu-
laire a IO, et par suite paralléle a F'E’.

Je dis de plus que les cordes F'E’ et MN sont égales.
En effet, supposons, pour fixer les idées, que le point I
soit extérieur a la circonférence, et que I'angle EIF soit
égal a I'angle EOF. Il en résultera que I'arc MN sera égal
al'arc F'E’ (*¥).

Il résulte de la que la figure E’F/MN est un rectangle,
et que E'N est paralléle & OI, la ligne F’N étant un dia-
métre, ce que, du reste, on aurait pu voir immédiate-
ment. Par suite, si je prolonge le rayon OC jusqu’au
point A’, ou il rencontre la circonférence , I’arc A’N est
égal a larc AT,

Deux cas peuvent alors se présenter : si les points E
et F sont d'un méme c6té du diametre AA’, il en sera de
méme des points E’ et F/, et par suite les points E’ et N
seront de part et d’autre de ce diamétre. Donc la ligne

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.

€**) Si le point I était intérieur, il est facile de voir que Pangle EIF
serait le supplément de I'angle en O et I'on en déduirait aussi facilement
que P'arc MN est égal a E'F’.
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E'N rencontrera le diamétre en un point L intérieur -1
circonférence, et par suite 'angle CLN, 6u son égal COI,
aura pour mesure la demi-somme des arcs A'N et AE/'.

Si E et F sont de cotés différents du diamétre AA/, les
points E’ et N seront d'un méme ¢dté de ce diamétre;
I'angle CLN sera extérieur, et par suite aura pour mesure
la demi-différence des arcs A’ et AF’.

Remarque. — Le méme théoréme subsiste lorsque le
point O est intérieur au cercle; on le démontrerait exac-
tement de l]a méme maniére.

‘Note.— La méme question a été résolue par MM. S. Jouhanneau et
V. Jamet, éléves du lycée de Bordeaux ; Pellissier ; Louis Goulin, éléve du
lycée du Havre; Lez et Brocard.

Question 1100
( voir 2* série, t. XI, p. 480);
Pax M. GAMBEY,

Professeur au lycée de Saint-Etienne.

De toutes les ellipses inscrites dans un triangle donné
ABC, celle dont la surface est la plus grande est équi-
valente au cercle inscrit dans un triangle equzlateral
équivalent au triangle proposé.

Si, du centre de cette ellipse, on méne des droites aux
centres des cercles inscrits dans les deux triangles équi-
latéraux construits sur l’'un quelconque des trois cotés
du triangle proposé, ces droites seront respectivement
égales & la demi-somme et & la demi-différence des axes
de Uellipse, et les axes de Uellipse seront dirigés sui-
vant les bissectrices des angles formés par ces droites.

(G)

Prenons pour axes de coordonnées AB et AC et posons

AB —=a, AC=54.
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L’équation de la conique inscrite dans ce triangle sera
x oy ?
PR miy = 45—
+ m'y (a +3 x)
x xz
—2lmzxy — 2Inx(; +% -—x)-— :zmn_y(; —9—%—1) =o,

!, m et n étant des constantes indéterminées.
Posons

!
Loy, Z
n n

= p,
1 - I 1
X—-;:'_‘p, F.-——--I;:q, y.—-l--z:r;
I'équation devient, aprés avoir été développée,
pri—o (% + rl) zy + @*y'+ 2px+ 29y +1=0.
Or, I'équation générale d’une ellipse étant
Ar»4+Bxy 4+~ Cy’+Dax+Ey+ F—=o,
son aire est représentée par 'expression
AE? 4 CD*— BDE — F(4AC — BY)
3
“+(4AC—B?)?
6 étant I'angle des axes. 11 faut prendre le signe de
maniére a rendre Iaire positive.

La substitution donne, pour I'aire de lellipse inscrite
dans le triangle proposé,

27 sind ’

q 2
7 sind <pq -+ s -+ lr)

__msinfab Vablp
—_— 3 L

[p,q,_ (g . )r>z]"ﬂ‘ 2(1—ak — bp)?
- a ’ . .
1l suffit de chercher les conditions du maximum de
Vig
(r—a) — bp)

ou, mieux, celles de son carré.

i,
2
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Comme 2 et p sont deux variables indépendantes, il
faut égaler séparément a zéro les dérivées de cette expres-
sion par rapport a A et par rapport a p.

On est ainsi conduit &

al+1=o0, bp+1=o.

. . , mab .
L’aire maximum est donc égale a Wei sinf.

Soit c le coté du triangle équilatéral équivalent 3 ABC;
. . , . ., mc?
son aire est égale a T V3, etcelle du cercleinscrit a =
Or, si I'on pose
absing ¢
= -3,
2 4

on en déduit
rc? mabsing

T2 643

On s’assure aisément que 'ellipse maximum a pour
centre le point de concours des médianes et touche les
cotés du triangle en leurs milieux.

Soient :

O le centre de I'ellipse;

O, et O, ceux des cercles inscrits dans les triangles
équilatéraux construits sur AB, O, étant intérieur au
triangle ABC;

I le point milieu de AB;

OH une paralléle a2 AB;

on trouve facilement que

2 2 1
00.2:a + b*— ab (;ose—i-\/gsmo),

a*+ b*— ab (cosh — \/3sind)
b
9

—_
00, =
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d’on '
= ——: 2aby/3sinb __ 2absin0_

9  3y3’°
mais, si a; et b, sont les demi-axes de Vellipse, on doit
avoir aussi

fab, = 2ab s_x_nO;
3¢3
donc
— ‘
00, — 0012 = 4ab,=(a,+ b,)*—(a,— b\,
c’est-a-dire
00;,—=a,+ b, 00,—a, 4+ b,.

Calculons maintenant la longueur du diamétre conju-
gué de OI, lequel est dirigé suivant OH. Nous trouve-
a \ .

~ c'est-a-dire

. 24/3

qu’il est égal au rayon du cercle inscrit dans le triangle
équilatéral, ou i la moitié de la distance 0,0,. On
retrouve ainsi la construction par laquelle, connaissant
deux diamétres conjugués d'une ellipse et 'angle qu'’ils
font entre eux, on construit les-axes de cette ellipse. Les
bissectrices des angles formés par les droites 00,, 00,
sont donc bien les directions des axes.

rons facilement qu’il a pour valeur

Note. — La méme question a été résolue par MM. Pellissier; A. Tour-
rettes, surveillant général au lycée d’Albi, et Brocard.

Solution géométrique de la méme question;
Par M. MORET-BLANC.

On saitque I'ellipse maximum inscrite dans un triangle
touche les cotés en leurs milieux; la figure formée par le
triangle proposé et I'ellipse maximum inscrite peut donc
dtre considérée comme la projection d’un cercle touchant
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en leurs milieux les cotés du triangle cireonscrit, qui,
par conséquent, est équilatéral.

Soient C et T les aires du cercle et du triangle équila-
téral circonscrit, u I'angle de leur plan avec celui du
triangle ABC; les aires de I'ellipse et du triangle ABC
seront respectivement C cosw et T cose; mais C cosw est
aussi I'aire du cercle inscrit dans le triangle équilatéral
d’aire Tcosw, ce qui démontre la premiére partie du
théoréme.

Le demi-diamétre de 'ellipse paralléle 4 I'un des cotés
du triangle circonscrit est a ce c6té comme les lignes pa-
ralléles dont ils sont les projections, ¢’est-a-dire comme
le rayon d'un cercle est au coté du triangle équilatéral
circonscrit : il est donc égal au rayon du cercle inscrit
dans le triangle équilatéral construit sur ce coté du trian-
gle donné.

Cela posé, la construction indiquée dans I’énoncé n’est
autre que celle qui sert a trouver les axes d’une ellipse
dont on donne deux diamétres conjugués.

Question 1110

( volr 2* série, t. XII, p. o6 ) ;
Par M. DEMARTRES,
Professeur au collége de Valenciennes.

On construit, dans le cercle trigonométrique, l'arc
2a = AC, sinaa = CP, le point P’ symétrique de P
par rapport & OC, D milieu de la corde AC et les
droites P'D, P'P. Prouver que l’on a, aux signes pres,

P'D =sin3a, PP '=sinfa.

Si I’on construit cos2a = CR, R’ symétrique de R
par rapport & OC, on aura, aux signes prés,

R'D =cos3a, PR = cosfa.



(144 )

Décrivons un cercle sur OC comme diamétre (*), nous
obtiendrons immédiatement les points P, D, R, et nous
en déduirons sans peine P'R’; on voit immédiatement :

1° Que PP’ sous-tend, dans le cercle de rayon un demi,
Parc PCP/ = 4 arcCDj; or, si les arcs CD, CA se corres-
pondent dans les deux cercles, on en conclut que PP/ est
la moitié de la corde qui sous-tendrait 4 arcs CA ou 8a
dans le cercle primitif; c’est donc le sinus de 4a; donc

PP/ —=sinfa;
2° Que DP’ sous-tend un arc = 3 CD; donc, d’aprés le
méme raisonnement,’
P'D —=sin3a;
3° Que P'R est paralléle 3 OC, a cause de ’égalité
CR = PO’ =PO = cos 24}

on en conclut que RR'PP’ est un rectangle dont les
diagonales sont des diamétres du petit cercle; donc :

4° Le triangle RP’P est rectangle, et a pour hypoté-
nuse 1 ; donc si PP/ = sin 4a, on en.conclut

RP' = cosfa;

5° Le triangle P’DR est aussi rectangle, et son hypo-
ténuse est 1; comme P’D = cos3 a, on en déduit

P'R —cos3a.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Edouard Laurens,
a Rouen; Louis Cauret, au Mans; Gambey, professeur au lycée de Saint-
Elienne; Auguste Morel, professeur a Sainte-Barbe ; V. Liguine, profes-
seur a V'Université d’Odessa; M. Ellie, professeur au collége de Blois;
E. Kruschwitz, a Berlin; P. Vannetelle, éléve du lycée de Reims ; Pierre
Arnould, éléve du collége Stanislas; Charles Zagner, assistant a IEcole
Polytechnique de Vienne.

(*) Le lecteur est prié dé faire la figure.
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EXPOSITION BE 1A HETII“E BES EQ[IH’OH.ENCES

( suite, volr m&me tome, p. 97);
Par M. G. BELLAVITIS.

(Traduit de V'italien par M. Laisant, capitaine du Génie.) -

19. Toutes les fois que nous parviendrons & une équi-
pollence binéme, nous pourrons la supposer réduite (16)
a la forme mIL A-nMN, et nous en déduirons les deux
conséquences

inc.IL =inc.MN et mgr.IL = ngr.MN,

Si, d’aprés les données de la question, il est impossible
que inc.IL = inc. MN, il en résulte que les deux coeffi-
¢ients ny, n sont nuls I’'un et 'autre. Donc :

“RicLe II. — S0 les deux termes d’une équipollence
tinéme ont des inclinaisons différentes, chacun d’eux
est nul.,

20. Toutes les fois que nous parviendrons a une équi-
pollence trinéme, nous pourrons en considérer les termes
comme respectivement équipollents a ceux de I’équipol-
lence trinéme identique (10)

LM + MN + NL - o.

§’il arrive que I'on ait inc. LM = inc. MN, les deux
droites LM, MN seront en prolongement I'une de I'autre,
et LN en sera la vraie somme. Cela montre évidemment
que :

Ricre IL. — S8i deux termes d’une équipollence
trinéme ont des inclinaisons égales, l’autre terme (en

Ann. de Mathémat., t. X1I, 2¢ série. (Avril 1873.) 10
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supposant tous les termes transportés dans un méme
membre) aura une inclinaison qui différera de 180 de-
grés de celle des précédents, et sa lonigueur sera égale
& la somme des longueurs des deux premiers termes.

21. Pour terminer I'exposition de la méthode des équi-
pollences, j’aurais 4 expliquer la signification et I'usage
de deux autres signes; mais je crois opportun de donner
auparavant quelques applications des principes exposés.
Doninons d’abord un coup d’eil sur les théorémes de
Géométrieimplicitement compris dans ces principes. Une
des bases de la méthode des équipollences est égalité
des angles 4 cotés paralléles. Il n’est donc pas étonnant
qu'on puisse déduire de la méthode les théorémes de la
théorie des paralléles.

L’autre vérité fondamentale de la méthode des équi-
pollences consiste dans la proportionnaliié des figures
semblables; par suite, on pourra tirer, des régles de cette
méthode, les théorémes sur la similitude ou I'égalité des
triangles. Mais je ne m’arréte pas 2 cette sorte de cercle
vicieux, d’aprés lequel on déduirait de la méthode les
vérités mémes qui ont servi a I'établir,

22. Notons néanmoins un exemple facile. Si un qua-
drilatére ABCD a les deux cotés opposés AB, DC égaux
et paralléles, cela s’exprime par I’équipollence AB-DC;
et, en ajoutant BD aux deux membres, on a, par la
régle I, AD«: BC, c’est-a-dire que les deux autres cotés
sont aussi égaux et paralléles.

La condition pour que ABCD soit un parallélogramme,
c’est-a-dire ait ses cotés opposés paralléles, est exprimée
par les denx équipollences (4)

AT+ mDC, AD<=%#BC,
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ou les coefficients indéterminés m, n sont placés poar’
indiquer que les cotés opposés sont paralléles, mais que
nous ne savons rien sur leurs longueurs. Au moyen de la
régle I, nous réduirons tous les termes a contenir seule-

ment AB, AC, AD:
AB L2 mAC -— mAD, AD<==rAC-— nAB,
et, en éliminant AD,
AB A (m — mn)AC + mrAB,

Comme AB, AC ne sont pas paralléles, on aura, d’aprés
la régle 11,

1—mn=—0, m—mnr=—0o,

c’est-a-dire

d’ouil résulte que les cotés opposés d’un parallélogramme
sont non-seulement paralléles, mais aussi égaux.

23. Dans les principes développés jusqu’a présent ne
figure pas 1'égalité de deux triangles égaux dans toutes
leurs parties, mais symétrigues I’'un par rapport a l'autre,
c’est-a-dire tels, que I'un ne puisse se superposer a 'autre
sans sortir de son propre plan, mais que cette superposi-
tion puisse se faire si on le retourne, en sorte.que la face
de son plan, qui était d’abord en .dessous, vienne en
dessus. De 1'égalité de deux triangles symétrigues dérive
la propriété connue du triangle isoscéle; pour n’avoir
pas néanmoins a recourir a ce théoréme de Géométrie, il
convient de 'introduire dans notre méihode par la régle
suivante : .

RicLe IV. —8i, en comparant les termes d’une équi-
pollence trinéme aux termes de U'équipollence identique

10.



(148)
LM +- MN + NL 0, on reconnatt que - -

inc.LM +- inc. NL = 2inc. MN
(les trois inclinaisons étant iﬁégales ), on aura
- gr.LM = gr.NL.
Réciproquement, si gr.LM = gr.NL, on aura
inc. LM + inc. NL = 2inc. MN.

En effet, I'égalité des angles M, N d’un triangle LMN
s’exprime, en prenant les deux angles avec le méme

signe (14), par NML = LNM, ou (15) par
inc. LM — inc. NM — inc. NM — inc.NL.

Applications.

24. Toute formule d'Algébre identique exprime un
théoréme sur des quantités, lequel peut aussi étre consi-
déré comme un théoréme relatif & plusieurs points situés
en ligne droite. Telles sont les onze premiéres propo-
sitions du second livre d’Euclide. Je ne crois pas que,
avant moi, on elit pensé a étendre tous ces théorémes aux
points d’un plan. Cela résulte du théoréme ci-aprés, qui
est une conséquence immédiate des principes de la mé-
thode des équipollences; il présente un premier et remar-
quable exemple de I'usage de cette méthode pour arriver
directement, et sans constructions géométriques, a un
grand nombre de théorémes qu’il ne serait pas facile d’é-
tablir autrement. Il est vrai que de tels théorémes, dans
toute leur généralité, sont trop compliqués pour mériter
d’attirer 'attention, et, en les limitant & des cas simples
et particuliers, on tombe sur des théorémes déja connus;
car il est fort improbable quune vérité simple et élémen-
taire ait échappé aux recherches de tant de géométres.
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Tatorime ctntsaL. —- Toute propriété des 'points
d’une droite donne un théoréme relatif aux points

d’un plan, par le seul changement des équations en
équipollences.

25. Prenons pour exemple la formule algébrique
b(b+2¢)+ = (b+c),

qui conduit 4 la sixiéme proposition du second livre
d’Euclide : si une droite BD est divisée en C également,
c’est-a-dire si BC = CD, et que A soit un point quel-
conque dans son prolongement, on aura

AB.AD + (BC) = {AC).

Pour vérifier cette équation et s’assurer en méme temps
que les droites sont indiquées (2) dans le sens convenable
(ce & quoi 'on ne prenait pas garde autrefois, mais ce
qu’il est indispensable d’observer dans la méthode des
équipollences), faisons les substitutions indiquées au
n° 11, et observons si I’équation

(AZ — BZ) (AZ — DZ)+ (BZ — CZ)'= (AZ — CZ)’

devient identique dans !’ hypothése BC=CD, ¢ est-d-dlre
BZ — CZ = CZ — DZ.

Aprés avoir fait cette vérification, nous avons le théo-
réme suivant :

87 un coté BD du triangle ABD ( fig. 5) est divisé par

le milieu en C, I'équipollence suivante aura toujours
lieu
AB.AD + (BC)* + AC.CA -0,

c’est-&-dire qu’on peut construire un triangle dont les
cotés soient respectivement proportionnels aux pro-

duits AB.AD, (BC)*, AC.CA, et dont les inclinaisons



(450 )
soient respectivement - inc. AB —+inc. AD, -ainc.BC,
inc. AC +- inc.CA = 2inc. AC == 180°,

Fig. 5.
_—7"

A (\ - /

Ce théoréme peut se démontrer aussi au moyen d’un
autre calcul plus rapide : par hypothése,

CD & BC <= — CB,
etl’on a, par la régle I et le principe fondamental (10,18,

AB.AD - (AC + CB)(AC — CB) <~ (AC)* — (CB)?
ou
AB.AD -+ (CB)’ — (AC)* % 0.

Ce théoréme, sous sa forme générale, présente peu
d’utilité. Voyons-en quelques conséquences.

26. Corollaire I. — Si 2inc. CB=2inc. AC %= 180°,
les deux premiers termes de I'équipollence trindme

(CB)? + AC.CA + AB.AD %0
auront la méme inclinaison ; d’ou, par la régle III,
gr.(AB.AD) — gr.(AC.CA) + gr.(CB)?,
et, en outre,
inc.BA -+ inc. AD == 2 inc.CB — 2 inc. DB.
Cette derniére relation, appliquée a I'équipollence

BA + DB + AD -0,
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donne, d’apréslaréglekV, . . .o Lo g
' ~ gr.AB=gr.AD. '

La condition. inc.CB —inc.AC = == go° signifie que
Pangle ACB est droit, et les deux équations relatives aux
grandeurs donnent le théoréme de Pythagore

(AB)? = (AC)' -+ (CB)-

27. Corollaire II1. — Si gr.CB = gr. AC, la régle 1V,
appliquée a 1'équipollence identique AC~+ BA+CBeto,
donne

inc. AC 4- inc.CB = 2 inc.BA — 2inc.AB,
et, en l’appliquént a notre équipollence trindme

(CB)* + AB.AD =+ AC.CA <0,
on a

2 inc.CB + inc. AC + inc.CA = 2 (inc.AB -~ inc. AD).

Prenant la moitié de cette équation et retranchant la
précédente, on a

+inc.CA — 1 inc. AC = inc. AD — inc. AB.

Le premier membre [15, (1)] est égal 4 go degrés. Par
suite :
8i gr.CA =gr.CB =2¢gr.CD, l’angle BAD, inscrit

dans la demi-circonférence, est droit.

28. On peut trouver que je mn’arréte a des choses bien
faciles et bien connues; mais, pour se servir d’'une mé-
thode, il est nécessaire de se la rendre familiére. Je prie
donc le lecteur de vouloir bien me suivre dans un petit
nombre d’autres théorémes, et de remarquer tous les pas-
sages avec la plus grande patience, au point de pouvoir
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ensuite refaire par lui-méme le chemin parcouru. De
cette maniére, il se yerra en possession de la méihode,
et, aprés cela, tout lui semblera facile. J'espére que I'on
considérera comme intéressant de voir comment nous
trouvons des théorémes particuliers, en partant de celui
du n° 24, au moyen d'un trés-petit nombre de considé-
rations géométriques, lesquelles, en outre, se présentent
presque uniquement comme la traduction en langage
ordinaire des conditions relatives aux angles, d’ailleurs
parfaitement exprimées par les relations entre les incli-
naisons.

29. La formule bd + (b d +i)i= (b + ) (i + d)
nous apprend que, pour quatre points en ligne droite,

on a
AB.ID + AD.BI - AI.BD;

ce qui peut se vérifier comme nous I’avons dit aux n° 11

et 25. Par suite (24) :

Tatorkme. — Pour tout quadrilatére ABID ( fig. 6)
a lieu équipollence

AB.ID + AD.BI + AL.DB £ o,

c'est-a-dire qu'on peut construire un triangle dont les
cotés, respectivement proportionnels aux grandeurs de
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ces produits, aient des inclinaisons égakt anx mcla-
naisons de ces mémes produits.:

Nous avons déja dit (16) que

inc. (AB.ID) = inc. AB + inc. ID, etc.

30. Cette fois encore, nous obtiendrons des cas parti-
culiers, en supposant que le triangle mentionné au théo-
réme précédent devienne une ligne droite, ou un triangle
rectangle, isoscéle ou équilatéral.

Corollaire 1. — Si inc.(AB.ID) =inc.(AD.BI), la
régle III donne

gr.(AB.ID) —+ gr.(AD.BI) = gr. (AL.DB).

Or (15)
inc.AD — inc. AB — angleBAD,
inc.IB — inc.ID = angleDIB;

par suite (15, 16), la condition précédente est identique
a celle-ci : )
angleBAD -+ angle DIB — 180°,

et nous avons le théoréme de Ptolémée : Dans tout
quadrilatére dont les angles opposés sont supplémen-
taires, le produit des diagonales est égal & la somme
des deux produits des cotés opposés.

31. Corollaire 11. — Si, au lieu de cela, on a

inc.(AB.ID) — inc.(AD.BI) === go°,
ou ‘
angle BAD —+ angle DIB — == go°® == 180°,

le triangle exprimé par I’équipollence trinéme (29) est
rectangle; par suite, le théoréme de Pythagore (26) nous
donne cet énoncé :
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-8ila somne des.deux angles opposés d'un quadri-
latére est égale & un ou & trois droits, le carré du pro-
duit des deux diagonales est égal & la somme des carrés
des produits des cétés opposés.

32. Corollaire I1]1. — Le triangle représenté par
I'équipollence (29) est isoscéle lorsque

gr.(AB.ID) = gr.(AD.BI);
alors la régle IV (23) donue la condition
inc. (AB.ID) -~ inc.(AD.BI) = 2 inc.( AI.DB),

laquelle se réduit, de diverses maniéres, 4 une relation
d’angles (15). En la développant sous la forme

inc. Al -— inc. AB +inc.BD — inc. BI -+ inc.IA
— inc.ID +-inc. DB — inc. DA = 180°,
on a ce théoréme :
8i le produit de deux cétés opposés AB, ID est égal
au produit des deux autres Bl, DA, la somme des an-

gles BAI, IBD, DIA, ADB, successivement compris entre
les diagonales et les cotés, est égale & deux droits.

33. Corollaire 1V. — Le triangle de I'équipollence
trindme (29) sera équilatéral s’il a deux angles égaux a
6o degrés, c’est-a-dire si deux des équations suivantes
ont lieu :

inc. AD — inc. AB -+ inc.IB -- inc.ID === 60°,
inc. Al — inc. AB + inc. DB — inc. DI === 60°,
inc. AD — inc. AI + inc.BI — inc. BD === 60°.

Ici encore, sil’on veut les réduire a des relations entre
les angles, il faudra faire attention aux signes, soin qui
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ne serait pas nécessaire si I’'on s’en tenait aux précédentes
relations. P

En supposant le quadrilatére de forme ordinaire, &
angles saillants, nous avons ce théoréme : 8i deux angles
opposés d’un quadrilatére ABID ont une somme de
60 degrés, qui soit en méme temps le différence d’un
des quatre couples d’angles BAT, BDI, DBA, DIA, IAD,
IBD, ADB, AIB, le produit des diagonales est égal a

chacun des produits des c6tés opposés.

34. Corollaire V. — Si, aux conditions du corollaire
précédent, on ajoute que les trois points B, I, D sont en
ligne droite, de sorte que gr.BI+gr.ID==gr.BD, la
deuxiéme et la troisiéme relation du n° 33 deviendront

inc. AI — inc. AB = 7= 60°,
inc. AD — inc. Al === 60°.

Par suite : 8i les trois droites AB, Al, AD, formant
entre clles des angles de 6o degrés, sont coupées par
une droite quelconque BID, on aura

gr.(AB.ID) = gr.(AD.BI) = gr. (AL.DB).

Et, de méme que ; BD est moyennc arithmétique entre
ID et BI, de méme 2AI est la longueur qu'on appelle
moyenne harmonique entre les deux droites AB, AD.

35. Comme dernier exemple du n° 24, nous allons
donner un théoréme qui comprend celui du n°25. Entre
quatre points d’'une droite, et aussi d'un plan, on a

AB.AD -+ BC.CD - AC(AB +CD);

ce qu’il est facile de vérifier d’aprés la maniére habi-

tuelle (11).
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Menant la droite BL= CD (fig. 6), on a, d’aprés la
régle I,
AB + CD <~ AB + BL = AL.
Par conséquent, ,
Tatorime. — 8i BL est équipollent & CD, U'équi-
pollence suivante a lieu

AB.AD + BC.CD + AC.LA <~ 0.
36. Corollaire. — Si inc.(BC.CD) = inc. (AC.LA),
la régle III nous donne
gr.(AB.AD) = gr.(BC.CD) + gr.(AC.LA),
et, en outre,
) inc. (AB.AD) = 180° + inc. (BC.CD)
* inc.BA + inc. AD = inc.BC +- inc.CD.

Fig. 7.
:
AN
/ AN
// // \I\ \
Z_L—‘L_;\
S L R

Si nous nous limitons au cas particulier (fig.7) ou
BCD est une ligne droite, et si, par suite,

inc.BC = inc.CD = inc.BD,
'la relation précédente
inc.BA + inc. AD = 2inc.BD
donnera, d’aprés la régle IV,
gr.AB=gr.AD.
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Semblablement, l’éga!ité v

inc. AC + inc.LA = inc.BC —+ inc.CD — 2inc.CL

donnera ,
’ gr.AC=gr.AL.

Donc : 8i le point L de la base du triangle ACB est a
une distance du sommet égale & AC, on aura

(AB)' = (BC.BL) + (AC)*= (AC)? + (BC)* — (BC.CL).

37. Nous avons voulu tirer toutes ces conséquences
des seuls principes de la méthode des équipollences. Du
reste, il eiit été facile de remarquer que I'hypothése (36)

2inc. BC = inc.BA + inc.AD — inc.AC +- inc.LA

entraine cette conséquence, que les deux triangles ABD,
ACL sont isoscéles. On le voit promptement en suppo-
sant qu’on ait inc. BC = o, ¢'est-a-dire que la droite BC
soit prise (13) pour origine des inclinaisons; en sorte
que les droites BA, AD (et pareillement AC, LA) aient
des inclinaisons égales, mais de signes contraires.

38. Revenant au théoréme général (fig. 6), construi-
sons (16) Al AB.AD:AL. L’équipollence du n° 35,
divisée par AL, prendra la forme

AI 4+ BC.CD:AL — AC <o,
ou, d’aprés la régle I,
Cl <> CB.CD : AL £~ CB.BL: AL.
Les précédentes équipollences

AL: AB=-AD: AL,
CI:LB<- CB:LA
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expriment que le triangle IAD est directement semblable
au triangle BAL, lequel est lui-méme directement sem-
blable a IBC.

Dans la méthode des équipollences, il est nécessaire de
distinguer les figures direcltement semblables des figures
symétriquement semblables. Les premiéres sont celles
qui, sans renversement (23) et seulement par un mou-
vement dans le plan qui les contient, peuvent étre ren-
dues homothétiques, c’est-a-dire telles, que leurs cdtés
homologues soient paralléles. Pour indiquer des figures
semblables, nous aurons toujours I'attention de prendre
les lettres dans le méme ordre; si bien que, en disant
que IAD est semblable 4 BAL, nous entendons que le
sommet I est homologue de B, A homologue de A, et D
homologue de L.

Les mémes équipollences

AT: AD = AB: AL,
Cl:LD==CD:LA

nous montrent que les trois autres triangles IAB, DAL,
IDC sont en méme temps directement semblables.

La dépendance entre ces similitudes pourrait aussi
étre démontrée par les considérations ordinaires de la
Géométrie élémentaire; la méthode des équipollences
indique, du reste, le chemin & suivre pour démontrer,
au moyen de la Géométrie synthétique, les théorémes
trouvés par le secours de cette méthode.

En supposant que BCD soit une ligne droite, ou un
triangle rectangle, isoscéle ou équilatéral, on pourra,
‘par exemple, démontrer de la sorte les corollalres des

o 30, 31, 32, 33.

39. A tout quadrilatére ABCD non parallélogramme
correspond un point remarquable 1, qui est le sommct
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commun des triangles directement semblables ADE, BCF,
ou ABI, DCI, ayant pour bases deux cbtés opposds du

quadrilatére.

Nous potivons imaginer que AD, BC'soient deux droites
correspondantes de deux figares directement sémblables;
et I sera I'uniique point-de ces deux figures se correspon-
dant & lui-méme. Nous sommes donc conduits au pro-
bléme suivant : '

40. ProsrLiME.— Trouver le sommet commun de deux
triangles directement semblables de bases données.

La similitude des triangles ADI, BCI ( fig. 6) est com-
plétement exprimée (16) par I'équipollence

AD :BC<A- Al BI,

laquelle nous servira A déterminer le point inconnu I.
Celui-ci entre dans deux droites; mais nous le réduirons
a n'entrer que dans une seule, en remarquant que 'on
a, d’aprés la régle I,

BI 2 AI —- AB.

D’aprés cela, I'équipollence se résoudra (18) par rap-
port a 'inconnue Al, et donnera

BC.Al < AD.AI — AD.AB,
AL<~ AD.AB: (AD — BC).

Pour construire la droite AD —BC, on trace (5)
DL <4 CB, si bien que

AD — BC« AD + DLufs AL.
Alors I’équipollence
Al —--AD AB: AL

donmnera (16) la grandeur et l’mclmaxson de AL Il ‘est
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évident que tout se réduit a construire le triangle ABI
directement semblable a ALD. .

4. Pour s’habituer i I'algorithme de la méthode et
reconnaitre les ressources que présentent ses principes,
peu nombreux d’ailleurs, il est nécessaire de varier la
nature des questions. Cherchons suivant quelles rela-
tions une droite quelconque DCE ( fig. 8) coupe les cdiés

Fig. 8.

A

D /' \/\B
/E;?'?C\/\’/ AN

/
—

< 1
F~o e
Y%

d’un triangle ABF. La condition que le point E se trouve
sur la droite AB est exprimée (4) par

AE .-z AB,
z étant un coefficient numérique.
Nous avons également
BC < zBF,
AD Ay AF.
Enfin, pour exprimer la condition que DCE soit une

ligne droite, c'est-a-dire que DC ait la méme inclinaison
que DE, nous poserons

m DE - DC.

Au moyen des équipollences précédentes, et par I'ap-
plication de la régle I, nous éliminens les points D, C, E,
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et nous obtenens I'équipollence
m (2 AB — y AF)-%- AC — AD <4~ AB+ zBF — y AF.

Pour appliquer la régle II, nous réduirons tous les
termes i ne contenir que les deux droites non paral-
léles AB, AF, et nous aurons

m(zAB — y AF )<= (x — y)AF + (1 — z) AB.
Dela (19)

mz—1—zx, my—y—az.
Enfin, par I’élimination de m, nous obtenons la relation
cherchée
¥z —xZ—y + &y = 0,

qui aurait pris une forme plus symétrique par un meilleur
choix des premiéres données.
Elle peut s’écrire
zz(y —1)={(z—1)(x —1)y,
et nous donne ’involution connue

AE.BC.FD<-BE.FC.AD,

dans laquelle figure le signe <A au lieu du signe =, parce
q g 8 ] P
qu’elle subsiste non-seulement quant aux grandeurs,

mais aussi quant aux inclinaisons.
(4 suivre.)

MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL PESANT ET LIBRE
DANS UN FLUIDE HOMOGENE EN REPOS;

Par M. Ta. DIEU.

L’hypothése d’une résistance proportionnelle au carré
de la vitesse du mobile, généralement admise dans les
Ann. de Mathémat., 2° série, t. XII. (Avril 1873.) 11
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éléments de Mécanique rationnelle, n'est pas satisfai-
sante, car elle ne conduit pas a des résultats qui puissent
étre mis, au moins approximativement, d’accord avec
‘Pobservation, pour quelques mouvements. Quelle que
soit la fonction de la vitesse qu’'on prenne pour repré-
senter la 1ésistance, il faudrait sans doute tenir compte
de la communication du mouvement au fluide, comme
I'a fait Poisson dans un Mémoire sur le pendule simple
dans 1'air. Mais, sans aller si loin et sans sortir des é1é-
ments, on peut essayer d’exprimer la résistance par la
fonction binéme A v+ B¢? de la vitesse acquise v, adoptée
par quelques balisticiens, & qui elle a donné des résultats

plausibles.
1.

Mouvement d’un point matériel pesant et libre, sans
witesse initiale, dans un fluide homogéne en repos,
dont la résistance pour l'unité de masse est repré-
sentée par la fonction Av + By de la wvitesse v
acquise & la fin du temps t.

Si I'on désigne par « et — 3 les racines de I’équation
Bv* + Av — g = o, lesquelles sont de signes contraires,
car on doit admettre que B est positif, I'équation du mou-

vement est

do
a:l}(p—{—v)(a——o).

En posant (« + 3) B=1, on tire de cette équation

dt — do + dv
Y '—(S—{—n' a—v

d’ou I'intégrale particuliére

«(fB +v)

B

yt =1



(163)
la constante étant déterminée de maniére que v soit nul
pour ¢ = o. Résolvant par rapport a v, on a

(1) o:a(l—— iﬁ—)

Be'' +

Il résulte évidemment de cette formule que la vitesse,
qui augmente avec ¢, reste toujours inférieure a la fonc-
tion a des coeflicients spécifiques A et B de la résistance.

o e dz .
Par la substitution de Z av,ona

d ¢
dz = adt + at+f d(xe) ,
¥ B4 aet
d’ou
@ -+ pIB -+ e

(2) = al + par

’

en disposant de la constante de maniére que x soit nul
pour z=o. '

De aﬁ:% et a+l8=%, on déduit

a:ﬁ_____(a'y——g) et «+ﬂ:i§1:—————a7 H
g -4 *y—8&
les formules (1) et (2) se raménent, d’aprés cela, a

(3) o:a(:-——-ﬂ——),

ay — g + gev'

_ @ g+ (ay—glew
@ I”“[H_av—-gl ay ]’

ou il n’entre que deux paramétres, «, ¥, relatifs a la ré-
sistance.

11 suffit d’avoir les vitesses a, a’, acquises a la fin de
deux chutes de durées 6, &, pour arriver aux valeurs de
¢, ¥, qui conviennent au milieu dans lequel le mouve-

1.
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ment s’effectue, si toutefois I'hypothése sur la résistance
est admissible (*). En remplacant v et ¢ par leurs valeurs
dans la formule (3), il vient

gla—a) (e —1)—aay=o0, gx—a')(eT—1)—aday=0o,
et I’élimination de « donne I'équation

gla' —a)(e —1) ("1 —1) — ad’y (1 — €M) =o0.

.l
Si I'on pose e"=¢, d'oa y =1t et e'1=E’, cette
équation se rameéne a

’

sa—a)E—n (F —1) =2 (F —5) =0,

d’ou il faudra tirer la valeur de ¢ par des approximations
successives. Celles de y, «, 3, B et A s'obtiendront ensuite
facilement.

Pour avoir une premiére valeur approchée de £, on
peut employer les deux courbes

v
I ) (E— 1)(5—1)

a v ’

g —¢

qui se coupent au point { =1, n = o, qu’on doit rejeter,
et qui ont toutes deux I'axe des » pour asymptote. Sil’on
avait 0’ = 20, la seconde courbe deviendrait une hyper-
bole ayant son centre a Iorigine,

La substitution de leurs valeurs a «, y et celle de 6,
puis de 6’ a ¢, dans la formule (4), devront conduire aux
hauteurs de chute qui auront été mesurées. S’il n’en
était pas ainsi, la résistance ne pourrait pas éire repré-
sentée par la formule Av -+ B2,

I
n=1IE, n=g9(;—

(*) Les vitesses a, a' peuvent étre évaluées au moyen d’un pendule
balistique convenablement modifié.
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II.

Mouvement d’un point matériel pesant et libre dans
un fluide homogéne en repos, dont la résistance est

- la méme que dans le probléme précédent, la vitesse
initiale étant verticale et dirigée de bas en haut.

L’équation du mouvement est

do A o A\
praaid g R by

Il y a trois cas & examiner :

2
1° Soit g — 4%5 > o. B étant toujours positif, on po-
A? . A
sera g—ﬁ = Be¢*. Si 'on remplace, en outre, v+ )

par ¢, 'équation devient
av’
Bdt = — cz_—Q-_OT; .
L’intégration, faite de maniére que ¢/ = v/, pour t=o,
v, désignant la valeur de ¢/ correspondant, d’aprés

A, .
"=y + >B 2 la valeur initiale v, de v, donne

d o' (v, — ')

[4
Bet — arctang - — arctang — — arctang ———*
¢ gs ('tage acagc’—i—v'.v"
d’ou
() __Ea',-—stanngt A
T d,tangBer+¢ 2B
Remplacant ¢ par i on a
placa par o>
v,cosBst — esinBaz Ade

dr —

€ 7 — —_——
¢V, sinBe¢ + ¢ cosBet 2B
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d’'ot

1 "'o : _A_E
{2) x__l—sl(—s-slnBat+costt> 5B’

en disposant de la coustante de maniére que x soit nul
pour 7 =o.

D’aprés la formule (1), la vitesse devient nulle et le
mouvement ascendant cesse pour la valeur de t, qui sa-
tisfait 4 ’équation

2Bs(¢, — etangBet) — A (v, tangBez +¢) —o.

On en tire
2B¢. — A 2Bev,
tangBet — ¢ 0 =
& 2Be? +— Ay, Zg—!—A('“,

puis

1 2Beo,

t — — arctang .-
Be 28 + Av,

La formule (2) donne, pour cette valeur de ¢,

1 g+ Av,+ Bo} A 2By,
Tr=—1 — arctang ——
2B g 2B%s 28+ Av,

ce qui détermine la position extréme du mobile. Dés qu’il
y sera parvenu, le mouvement changera de sens et sera
celui qui fait 'objet du premier probléme.

Si P’on remplace, dans la formule (4), probléme I,
x par la valeur que donne la formule ci-dessus, on a
Péquation qui détermiune la durée du retour du mobile
a la position d’ou il a été lancé, et, en remplagant ¢ par
la valeur de cette durée dans la formule (3), méme pro-
bléme, on obtient la vitesse correspondante.

L’expression ci-dessus de x devient indéterminée pour

A = 0, B =03 mais, si on la développe d’abord suivant
les puissances de A et de B, elle donne x = -:lg
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° Soi A.’_.';Eli . A—28 )
2 1t g—Z—l—;_o. posant —'7’ on a
.Az g R N 2

G~ @

et ’équation du mouvement devient

B=

E dt — — __iia__.
a? (¢ +a)
L’intégration, faite de maniére que v =v, réponde a
t = o0, donne
gt - 0y — 0
az” (g, +a)(v+a)’
d’out 'on tire

v, — alt
)+ At ’

si 'on pose, pour abréger, % (vo +a)=A.
On a, d’aprés cela,
2
f— ._ald_t_ . adt,
g(1-+2z) ‘
d’on
2

a
x = El(x+).t)——at,

en intégrant et en disposant de la constante de maniére
que x soit nul pour t=o.
Au point extréme, '

t_—_z"— et x:fl—zl 1+0—° 2,
a) g a X

. 2 . A2
3° Soit g——[:-—B<o. Enposantg'——-4—- =—DB¢* et
v+-§——v’ on a
; 2B~ ? : .
Béz-l-( ad v'_')

28 \¢ +¢ o —¢
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L’intégration, faite de maniére que v'= ¢/, pourt=o,

’ . . ss A
v, désignant la valeur initiale v, + B de v/, donne

’__ 7
an=1<”°—5 dv ),

/
v,+¢& ¢ —s

d’ou 'on déduit
keBst g A
b= =,

=tFebi_1 2B

v,o4¢
en posant — =k
l’o -_—c

On a, d’aprés cela,

de — ke‘”‘—%—e‘”“d Ade
x = ey e Bl t— 2B’
d’ou
1 keBit — Bt A
r==l——
B k—1 B’
en ayant égard a la condition que x soit nul pour t = o.
La vitesse v devient nulle pour la valeur de ¢, qui sa-

tisfait a I’équation
2Bs(keB 4 1) — A(ke*Btt— 1) —o,
de laquelle se déduit

e 1t A + 2B:
" 2Bs k(A —2B¢)

On a, pour cette valeur de ¢,

_ (2 Bk A l(A-i—zBs)’
=B \r—1V7% 4B 4Bgk
ce qui détermine la position extréme du mobile, a partir

de laquelle le mouvement change de sens et devient celui

du probléme I.
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I1I.

Mouvement d’un point matériel pesant et libre, ayant
une vitesse initiale oblique & I’ horizon, dans un fluide
homogéne et en repos, dont la résistance est la méme
que dans les deux problémes précédents.

1° 6 désignant 'inclinaison de la vitesse v acquise a la
fin du temps z, et s la longueur de P'arc de la trajectoire
décrit a partir de la position initiale, on a, en prenant les
composantes horizontales,

d ] d

m’-s——)-::—--(A+Bv)ocose ou M:—Adl—]}d:,
de v cosh

d'ou

v cosf — ¢, cosf, e~ At—Bs,

eu égard aux conditions initiales, 6, étant I'inclinaison

de la vitesse initiale v,.

. . R ds
Le rayon de courbure de la trajectoire est égal a — 7

pour la position du mobile & la fin du temps ¢; la consi-
dération des composantes normales donne donc

v’:———g0039£-
db

Cette équation et la précédente reviennent &

ds

(1) I cosf — v, cosfe—A~Bs — o,
ds db
(2) -J;:&—i—gmsezo,-

entre lesquelles I’élimination de s est facile. On a, en
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différentiant,
Q ds <d 9

T cos 7 (—{?sine—vocoseoBe‘“‘B‘)

-+ 0, cos0, Ae—At-Bs — o,
d*s db ds d*0 d

—gsinel—i—t-zo,

ar & T a A

T d?s
et, par I'élimination de Tk
—~ —c¢
de) de
3
(3) ;

ds[ d* a9\ ? . * do
[ 0s0 —+ (Z) sinf—y, coseoBe—-M—BSZ:l
s 9
— (g sin6 cos 6 + v, cosf; Ae~At—Ds) -

On tire de I'équation (2)

ds 9'(19
2 = §costi

et, par suite, I'équation (1) donne

cosf ds gcos*0 d

e—At—-Bs — = s —
v, c0s 0, dt v, cosf, dt

. , ds R P
Substituant ces valeurs a S eta e~A=Bs dans I'équa-

tion (3), on arrive &

d!

o [\ b
(4) —7 + 2taogé <E> -—AEE + Bgcosbd =o.

x et y désignant les coordonnées du mobile i la fin du
temps £ par rapport aux axes ordinairement employés pour

. d
le mouvement dans le vide, en posant d;.: ou tangf=y’,



d’ot ' e e et el
o db y' i, dy 1 ! ;
Z= @ T w T

et

(5) diy’ ,(dy'\?
2 — P
ag UG =2y (d: >
P72 L+ ") ’

I’équation (4) se raméne a

dly' @’ g R
(6) -d‘—z"—-A-‘-["‘—:-Bg I+y‘=o.

Enfin, par le changement de variable indépendante,

dy' y e . .
pour lequel on pose —- =z, ona I’équation du premier

ordre

4
(7) (di-;—A)z+Bg\/x+y”:o.

Il n’est pas possible d'intégrer cette équation sous
forme finie, et le développement de z, en série ordonnée
suivant les puissances croissantes de ', ne conduit a rien,
si U'on ne suppose pas que y’ reste assez voisin de zéro
pendant une certaine partie du mouvement a laquelle on
veut se borner. Mais, étant donnée la valeur y’ de y’,
ou, ce qui revient au méme, la valeur 6, de 6 pour une
position M, du mobile, on peut, par la méthode de Cauchy
(Lecons de Calcul différentiel et intégral, rédigées par
M. ’abbé Moigno, t. I, p. 385 et suiv. ; 1844), calculer

dy' .
la valeur correspondante z, de z = —i—, et, cela fait, on
[

a la valeur v, de v par la formule
— T Y
(8) v=—gyi+y T

qui se déduit de I'équation (3) et de la premiére des for-
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mules (5). Pendant une durée assez petite 7 & partir de
I'instant ou le mobile arrive en M, on admettra qu’il
parcourt dans la direction M, T, déterminée par y'=y",
de la vitesse v;, I’espace M, M, = v, 7; et I'on considé-
rera M, comme appartenant 3 la trajectoire. Pour M,,
on auray'=y' + z,7 =y, et ainsi de suite. Les pre-
miéres valeurs de § et de ¢ seront naturellement, dans ce
calcul, leurs valeurs initiales 6,, v,.

2° Si 'angle 6, avait une valeur positive assez petite,
et si 'on ne considérait que la partie de la trajectoire
située du coté des y positifs, y'* serait toujours une quan-
tité trés-petite. En négligeant y* par rapport a 1 dans
I'équation (6), elle se réduit a

d*r’ dy'

T‘T—A—JE-'—}—Bg:O,

dont I'intégrale générale est

Bg:
'=C— C gett 4 2.
Yy get't -+ A
A N dy’
La formule (8), réduite de méme 4 v=— g1 —-, donne,
en y remplagant y’ par sa valeur,

A
V= —————————
C'A*ert — B

Pour que v = v, et y' = tangf, répondent a t = o, il faut
q o €LY gy, rep ’
prendre

C' = A—:{."B—"“, C = tangh, + C'g;
0

on a donc

' G ABe il
(9) y'=tangl,— g — o (et — 1)+ =

Ao,
{A + By)ert — By,

(10) =
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De dx =ds cosf qu’on doit réduire & dx =ds =y dt,
et de la valeur précédente de v, il résulie o
. Ac, e~ A d;
T A+ Bo (1 —e )’

d’ou, en intégrant de maniére que x soit nul pour ¢t =o,

11A+B"°(1_e—“).

(11) r=g Y

L’élimination de ¢ entre les équations (g) et (11) con-
duit a
A + By, eBr g

Av, A -+ Bv, — AeB*

_Il_glA+Bvo—Ae“’)dt
3

dy = (tange., — 8

A3 By,

dont I'intégrale, prise sous la condition que y soit nul
pour x = o, est

N g &, lA—l—Bu.,-—-.AeB”
‘ ry= <rangeo+ A.o.>x+A’(‘ Bx) B
(12) B’g X xdr
— % ) @T Bt =1

Cette équation permet de calculer approximativement,
lorsque 6, est assez petit, la valeur x, de x, différente
de zéro, pour laquelle y est nul (amplitude du jet), et
les valeurs de y correspondant a des valeurs de x entre
zéro et x,. Aumoyen de ces valeurs, on pourra décrire &
peu prés la partie de la trajectoire qui est au-dessus de
l'axe des x. Il n’y a aucun compte a:tenir de I’asymptote
verticale que I'équation (12) indique, de méme que la
formule (11). - ’
3° Les résultats connus pour une résistance simple-
ment proportionnelle au carré de la vitesse se déduisent
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facilement de I’analyse précédente. En faisant A = o dans
Péquation (7), elle se réduit effectivement a

zdz + Bg~/1+y"dy’:o,
dont I'intégrale générale est
2+ Bg[y Vit + 1y + i+ — 9] =0,

v étant une constante arbitraire. On tire de la

si 'on pose, pour abréger,
1=y i+ =1y + VT +77) =T

D’aprés la formule (8) et d’apreés

(13) =,

. P 1+ _vady
”‘“\/E\/ Y “TTBY’

1y dy
B Y

puis

dy — —

goecee

4° Si 'on supposait B = o, c’est-a-dire la résistance
proportionnelle & la vitesse, ce qui parait ne pouvoir
convenir qu'a un mouvement assez lent, par conséquent
peu étendu et de vitesse initiale assez petite, I'équation (6),
réduite a

d’y’ dA},’ _
AT =

o,
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donnerait immédiatement

d’ou

(14) t=

C et C’ étant deux constantes arbitraires. Par la sub-

- s 4y’
stitution de sa valeur a _th; dans la formule (8), on a

Vi+y"
g
C— Ay

.
=

C et C’ sont donc déterminées par

C=— Atang0,+ 1 P
ANg % 15 €080, ¢ vy €080,

en raison de ce que v = v, et y' = tangf, doivent ré-
pondre a t=o.
On tire de la formule (14)
c ¢
— Y
Y=ETKC

En remplagant y’ par cette valeur dans la formule (13),
il vient

gdy’
dr — — —2
(C—-Ay’)”
d’ou
Y g
(15) x=C -~———-—~——A(C A)”)’

et la constante C” est donnée par

F 4 v, c08f,
(C—Atangd,) A

I
C—A
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d’aprés la condition que x = o pour y'= tangf,, eu

égard a la valeur de C.

On a enfin

dy — — gy'dy’' __g[ dy'  Cdy ]’
T="T1C—ayy AlC—=ay [C—ayy

—o—Elc—ay)+—2
ry==¢C Yy {(C A]’)-r—C_Ay,],

et, en remplacant y’ par sa valeur tirée de I’équation (15),
il vient

aprés avoir déterminé la derniére constante C”, de ma-
niére que y soit nul en méme temps que x.
La courbe que cette équation représente, et qui a pour

v, cos 0,

asymptote la verticale x = C" = » est facile a

construire.

NOTE SUR UN PASSAGE DE LA THEORIE ANALYTIQUE
DES PROBABILITES;

Par M. H. LAURENT.

A la page 181 de la Théorie analytiqgue des Proba-
bilités, Laplace énonce le théoréme suivant :

« La probabilité d’un événement composé de deux
événements est le produit de la probabilité d'un de ces
événements par la probabilité que, cet événement étant
arrivé, 1'autre anra lieu. » ' ’

Ce théoréme n’est pas parfaitement exact, et il est es-
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sentiel d’ajouter, ainsi que cela ressort de la démon-
stration que donne Laplace : « Pourvu que, a chaque cas
relatif au premier événement, corresponde toujours un
méme nombre de cas relatifs au second, quelle que soit
la fagon dont les épreuves se présentent. »

Pour montrer toute I'importance du correctif que je
propose d’adjoindre au théoréme de Laplace, je vais
traiter une question dans laquelle une application trop
précipitée du principe de la probabilité composée con-
duirait & un résultat inexact.

Probléme. — On jetle au hasard n billes dans une
boite cylindrique dont la base est divisée en deux com-
partiments A, B égaux, en sorte que les billes peuvent
tomber dans I'un ou dans l'autre compartiment avec la
méme facilité. On prend les billes tombées dans le com-
partiment A, et on les jette de nouveau dans la boite : on
demande la probabilité pour qu'il tombe a billes au pre-
mier coup, et b billes au second coup dans le compar-
timent en question.

Si I'on appliquait le théoréme ci-dessus mentionné, on
raisonnerait comme il suit : La probabilité de mettre
a billes au premier coup dans A est CZ, nombre des cas
favorables, divisé par la somme des combinaisons C;, C,,
C:,..., C: nombre total des cas possibles et également
possibles qui peuvent se présenter. Celte somme étant
égale & 2", on a, pour la probabilité de mettre a billes
au premier coup dans A,

Ch:on,

Cet événement ayant eu lieu, il reste i calculer la pro-
babilité de mettre b billes sur a au second coup dans le
compartiment A; cetle probabilité est

Ch: e

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XII. (Avril 1873.) 12
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On aurait donc, par le principe de la probabilité com-
posée,
Ci Czame.

Or il est facile de voir que ce résultat est absurde.

Evaluons, en effet, directement le nombre des cas fa-
vorables et des cas possibles. quand on attend I’événement
composé. Il est clair que le nombre des cas favorables
est C2C2; en effet, les cas favorables sont les cas dans
lesquels on obtient dans A une combinaison de 7 billes a
4 a au premier coup, et une combinaison de a billes b
4 b au second. A chacun des cas favorables de la pre-
miére épreuve correspondent C} cas favorables de la se-
conde : on a donc en tout C? >< C? cas favorables.

Au premier coup, on peut mettre dans A: o, 1, 2,.. .,
n billes. Si I'on met o bille au premier coup, on pourra
en meltre o, 1, 2,..., 2 au second coup, ce qui produit
déja Gy + C, + C; +. ..+ C= ou 2" cas possibles. Mais
on peut mettre 1 bille au premier coup, et cela de C} ma-
niéres; au second coup, on pourra alors en mettre o, 1,
2,..., B—1I, ce qui constitue C;_,+C;_ +...+C:;
ou 2"~* cas possibles, relativement au second coup : donc
on aura 2"~'C), cas possibles, en mettant une seule bille
au premier coup dans A ; en continuant ce mode de rai-
sonnement, on verrait facilement qu'en mettant 2 billes,
3 billes, etc., au premier coup, on a 2"~*C}, 2"~*C}, etc.,
cas possibles correspondants; on a donc en tout

2"+ 2"1C} + 272C) +. . . + 2C, " + C}, cas possibles.

Ce nombre est égal, comme on sait, 4 3"; la probabilité
cherchée est donc
C:Co
3n .

On verrait, d’une fagon toute semblable, que l'ex-



( 279)
pression

) czc,’;cf;...ci
‘l-
dans laquelle p désigne le nombre des lettres a, 4, c,...,
1, n, est la probabilité P de mettre a billes dans le com-
partiment A au premier coup,d’en mettre b au second, ...,
Lau (p—1)%me,
L’expression (1) peut encore s’écrire

)

I n! a!l k! —p
pral(n—a)l bl(a—b)! (k=11 "

En employant le symbole ! pour représenter le produit
1.2.3...n, on a encore

X n!
P = G—a@ = g =

DETERMINATION DES ELEMENTS INFINITESIMAUX RELATIFS
AUX LIGNES A DOUBLE COURBURE
(voir méme tome, p. 126);

Par M. A. DE SAINT-GERMAIN.

V. L’interprétation géométrique des équations (4)
et (6) nous conduit a deux théorémes importants, et a

Pexpression des rayons de courbure en un point quel-
conque.

L’équation (4) donne

I
(4 bis) b= s

mais by = lim %; puis la distance de M a la tangente

en O, qui est \/y*+ z%,est sensiblement égale a y, parce
12,
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que z est infiniment plus petit que y. Il en résulte que
la distance d’un point 4 la tangente au point infiniment
voisin est égale au carré de I'arc qui sépare ces deux
points, divisé par le double du rayon de courbure; ou
bien I'inverse du rayon de courbure s’obtient en divisant
le double de la distance a la tangente par le carré de I'arc.

Considérons donc la tangente en un point x, y, z, et lc
point voisin dont les coordonnées sont

I
x4 dr + —d*r, ¥4+ ..;
2

on sait former la distance de ce point a la tangente, et en

la divisant par ds* on obtient la premiére courbure au

point x, y, 2 :

. |
— = — \(dyd?z — dzd?*y )+ . ...

(7) R as V& 7

L’équation (6) donne

. 1
(6 bis) c;= 6R—07‘,’

z .
mais ¢; = lim =; z est la distance de M au plan oscula-
§°

teur en O. Donc la distance d’un point au plan oscula-
teur en un point infiniment voisin est égale au cube de
I’arc qui sépare les deux points divis¢ par six fois le pro-
duit des deux rayons de courbure. Le point infiniment
voisin de x, ¥, z a pour coordonnées

[ 9 I N

r+dv+ —-d*x + gtl"x—{—..‘, Yy 4.

2

en prenant sa distance au plan osculateur en x, y, z,

on a
2o 2% (dyd?z — dsdy)ddz
6Rr —

“z (drd?z — dzd®y)
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En remplacant R par sa valeur (6), il vient

Z(dyd’z —dzdy)d*x

Y (drd2z — dzdry):

Si, au contraire, on remplace le radical par sa valeur
tirée de I'équation (6), on trouve
dr dy dz
: ds ds ds
29 2
) - Z(dyd 2 — ded?y ) d*x dx diy dz
R ds* | s dst as |
dx diy diz
ds* ds® ds*

VI. Les formules relatives au changement de variable
nous permettraient de simplifier I'équation (6) dans le
cas ot s est la variable indépendante; puis, en faisant le
carré du déterminant (8), nous obtiendrions avec M. Her-
mite (Cours de I’Ecole Polytechnigue) un résultat re-
marquable. Mais notre théoréme II nous conduit plus
facilement au méme but. Je remarque que, pour s = o,

ona
Z <@)2: 462 = L.
\ds* |, PTTR?

Si l'on changeait d’axes, le point O deviendrait un
point quelconque, le premier membre de I'équation con-
serverait sa valeur, si ce n’est qu’il y aurait 4 supprimer
I'indice o, et I'on aurait généralement

1 /d’x\"‘
R: \dsr/ )

Calculons les dérivées a 'aide des séries (1), et ordon-
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nons :

R—l;=4b§+z4b,b,s+[161);+48b,b4+36(b§+c§)]S’+---

: . I
Elevons 4 la puissance —~ :
2

1 3 b, b g9c¢; ob] s
R—E—;b—:-s——(bz—?-?)'gz—i-zb—;—;b—i)s+..

Donc
dR, 3 b,
‘ ds _;_j’

(9) d*R 1, 35 Y
2___:___1,__._;__-(_’2%_}_2_'_‘.,
ds? 2 ' 20% 803 4 b}

en désignant par R, etc., ce que devie th tc
g par —=, etc., ce que deviennent —-» etc.,

pour s = o.

On trouve de la méme maniére, en faisant s =o, ct
tenant compte de la valeur de &, donnée par la deuxiéme
équation (9),

d3z\? e T 1 [dR,\? 1
—_— b) 2 Q— .
2(@3){‘36(“3"'" ’+”“)—R;+R;(ds)+ngr;’

en changeant d’axes, on voit qu’on a pour un point quel-
conque la relation donnée par M. Hermite :

d3z\? 1 1 [dR\? T
v (@) =mrw(@) e

Mais le moyen le plus simple de calculer r consiste &
développer le déterminant (8); on trouve, en négli-
geant s°,

1

o %(41;; 24 b bys .. ) =12byc, +48brcis +. ..,
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Pe— [bz+ (6113——- 4,)103) s].
3"3 [

Tenant compte des valeurs de by, bs, ¢y :

d’ou

{ 21, dR
r—ry— (EB-E}+24R°’:C‘)J+...,

(11)
dr, . r, dR,
a7 R, ds

VII. Les équations (4 bis), (6 bis), (9), (x1) et (3)
nous donnent les valeurs des coefficients des séries (1) en
fonction des deux rayons de courbure au point O. Jen
forme le tableau en supprimant les indices de R etder,
ainsi que je le ferai dans les deux paragraphes suivants
il o’y a pas de confusion & craindre, puisqu’il ne s’agit
que d’éléments relatifs au point O :

I 1 dR
BE=TER OYTER @
1 1 dR
by = —— = — e —
Y bs 6R* ds’

\ R2 dR\? d?R
by= — 2—4_1’\—3 [I-i—?— — 2 (3?) —+- RT{F]"
o — 1 . 1 1 dr+ 2 dR

T 6Rr c‘_—_241{r rds” R ds)
(A suiore.)
CORRESPONDANCE.

—

Extrait d’une Lettre de M. G. Zolotarc_’ﬁ. — En

vous adressant une remarque relativement 4 mon article
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’ p-x
sur équation Y? — (-—1) * pZ* = 4X (Nouvelles An-

nales, t. XI, 2°série), j'espére que vous lui donnercz
place dans votre estimable journal.

Lorsque ma Note avait été déja publiée, j'ai appris
qu'il y avait longtemps que la détermination des fonctions
Y et Z avait été I'objet d'une Note de M. Liouville (Jour-
nal de Mathématiques, t. II, 2° série). On y trouve une
méthode de former les polynémes Y et Z au moyen de la

fonction
i= p—x

0 %)

i=1

méthode différente de celle que j'ai donnée dans mon
article. L’illustre auteur montre c¢ncore dans sa Note
comment on peut arriver aux formules analytiques pour
les coefficients des fonctions Y et Z.

Extrait d’une Lettre de M. A. Transon. — Yex~-
trais d’'une récente Lettre de M. Catalan le passage suivant
qui pourra intéresser vos lecteurs :

« ... Votre construction de la moyenne géométrique
(p. 18) me parait curieuse, et j’en conclus un petit théo-
réme de Géométrie curieux aussi, ce me semble : Le
cercle O étant donné, ainsi que la corde AB qui sous-
tend dans ce cercle le seginent ACB, si l'on prend sur
la bissectrice de l'angle variable ACB les segments CM,
CM' égaur, chacun, & la moyenne proportionnelle entre
CA et CB, le lieu des points M et M! est la circonférence
décrite du point E comme centre avec EA comme rayon
(le point E est Uextrémité du diamétre perpendiculaire
a AB). Ainsi la circonférence O se comporte en un cer-
tain sens comme une ellipse qui aurait pour foyers

AetB....»
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1052

(volr 2* série, t. X, p.558);

Par M. GAMBEY.

Trouver la trajectoire orthogonale d’un systéme de
paraboles égales, tangentes en leur sommet & une droite

fixe. (H. Brocarp.)

L’équation générale des paraboles égales tangentes &
P’axe des y est

(y___a)n__sz_—:f(.r,y, a):o,

a étant une indéterminée. '
Il faut (Swxurm, Calcul intégral, p. 49) éliminer a
entre

f(x,r,a)zo,
ct

daf df
—dy — —dr =
dz 7 dy =9

ce qui conduit 4 'équation différentielle

dont l'intégrale générale est

(y —ep=—a,

9P

¢ étant une constante arbitraire.
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Cette trajectoire est de la méme nature que la déve-

loppée de la parabole.

'Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc et
Pellissier.

Question 1084 .

(voir 2* sérle, t. XI, p. 288);

Par M. KOEHLER.

Les coniques, inscrites dans un quadrilatére fixe, qui
touchent une courbe de troisiéme classe donnée K, sont
au nombre de douze. Les douze points de contact, les
neuf points de rebroussement de K et les six sommets
du quadrilatére circonscrit sont situés sur une méme
courbe du cinquiéme ordre. (LAcuERRE.)

Ces propriéiés sont une conséquence des théorémes
généraux suivants donnés par M. Chasles (Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences, 1864) :

1° Dans toute série de coniques dont les caractéris-
tiques sont y, v, il y a un -j-vm coniques qui touchent
une courbe donnée d’ordre m et de classe n.

Dans le casactuel, on a p=2, v=1, puisqu’il y a deux
coniques de la série passant par un point donné, et une
seule tangente & une droite donnée; si la courbe K est la
plus générale de sa classe, n =3, m =6; il y a donc
2.3 + 6, ou douze coniques tangentes a K.

2° Le lieu des points d’intersection des tangentes com-
munes A une courbe de classe 7 et aux coniques d’une
série (u, v) est d’ordre v (272 —1). Dans le cas de I'é-
noncé, cet ordre est 5. Les six sommets du quadrilatére
appartiennent au lieu; car, par chacun de ces points, on
peut- mener trois tangentes a K, et chacune de ces tan-
gentes touche une conique de la série. Il en est de méme
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pour les neuf points de rebroussement; car la tangente
de rebroussement touche une courbe de la série, et le
point de rebroussement est Vintersection de deux tan-
gentes communes infiniment voisines.
Enfin les douze points de contact sont évidemment sur
la courbe du cinquiéme ordre.

Note de M. Laguerre. — Soient
(@) &, ¢, )}, p)=o, (A, B, C)(X pn)*=0, (A, B,C) L p)r=0

les équations respectives d’une courbe de troisi¢me classe K et de deux
coniques C et C’ inscrites dans le quadrilatére Q.

L’équation

l ac— b ad—bc bd—c* |
J = A B C =0
A—JiA B4R C+aC

(qui est indépendante de 1) représente une courbe du cinquiéme or-
dre P (*).

L’invariant J s’annule :

1° Pour ac — b*= ad — bc = bd — ¢*= o0 : donc P contient les neuf
points de rebroussement de K;

2° Pour ¢ =b=A + IA'=B + AB’=o0: donc P contient les douze
points des coniques tangentes a’ K et inscrites dans Q;

30 Pour A+ JA'=B+)B'=C—+ 1C' =o0: donc P contient les six
sommets du quadrilatére Q.

Question 1086

(voir 2° série, t. XI, p. 288);

Par M. KOEHLER.

Si, par le foyer commun F de deux coniques, on méne
une droite quelconque, et qu’aux points ou elle coupe
les deux coniques on méne les tangentes aux coniques
en ces points, ces quatre tangentes formeront un qua-

(*) Poir mon Mémoire de Géométrie analytique; LioUvVILLE, 2° série,
1. XVII, § 1L
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drilatére dont les diagonales seront les cordes com-
munes aux deux coniques.

La droite qui joint les foyers non communs des deux
coniques jouit de la méme propriété.

(E. Lemoine.)

La premiére partie de 1’énoncé est évidente; car un
foyer commun 4 deux coniques n’est autre chose qu’un
ombilic, et toute droite passant par un ombilic jouit de
la propriété indiquée. Les deux cordes communes, dia-
gonales du quadrilatére formé par les quatre tangentes,
sont celles qui se coupent au point de rencontre des deux
directrices correspondant au foyer commun.

Pour démontrer la seconde partie du théoréme, je re-
marquerai que la droite a I'infini (limitée aux points cir-
culaires 4 I'infini) peut étre considérée comme une co-
nique infiniment aplatie L, ayant un ombilic commun F
avec les deux coniques données C, et C,. En d’autres
termes, C,, C; et L sont inscrites dans I'angle des tan-
gentes imaginaires issues de F. Le second foyer I, de C,
est 'ombilic conjugué de F pour L et C,; de méme F,
est 'ombilic conjugué de F pour L et C,. La droite F\, F,
doit donc, d’aprés un théoréme connu (*), passer par
Pombilic de C, et de C,; ce point n’est autre chose que
Uintersection de F, F, avec la polaire commune du point
de concours des deux directrices relatives a F, par rap-
port aux deux courbes.

Il résulte de 1a que la droite F, F, jouit de la méme
propriété qu'une droite quelconque passant en F.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc et Pel-
lissier.

(*) Le théoréme auquel je fais allusion est le suivant :
« Quand trois coniques ont un ombilic commun, les trois autres ombi-
lics conjugués a celui-la sont en ligne droite. »
(CuasLes, Traité des sections coniques, n® 382.)
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Question 1102
( voir 2°® série, t. XI, p. 527);

Par M. J. DE VIRIEU,

Professeur a Lyon.
Démontrer Uégalité suivante :

p=n {0 siz estimpair.

n(rn—1)...(n—p+1)
2(_1)’)21’ 1.2...(p+1)

p=o n 41

si 2 est pair.
(C. pe PoLicnac.)

On a les identités suivantes :

Il+l —-1!’21’ — —1
)2( p)( 1)}
__IL (n+l>'
=1 - x P2P+‘ ———, e
; (n—p)(p + 1)}
p=n-+1 ( )‘
(7 1)
= A
p:l
p=n+r1 ( )
— —_ Y4 ”+l! —_ —_ LS o ey ‘n
= E( e e = (1 A=
o ' 11+ (—a)
W(— " —_— -,
2P e S T e
p=o

Note. — La question 1110 a aussi été résolue par MM. Moret-Blanc,
professeur au lycée du Havre; Humbert, maitre répétiteur au lycée de
Besangon.
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Question 1109

(voir 2*série, t. XI, p. 528);

Par M. POUJADE,

Professeur au lycée de Nice.

Parles sommets d’un triangle pris deux a deux, on
fait passer trois paraboles ayant un point de contact
commun. Les diamétres de ces paraboles qui passent
par ce pownt rencontrent les cdtés correspondants du
triangle en des points tels, que les droites qui les joi-
gnent aux sommets opposés concourent en un méme

point. (G. Fourer.)

Une parabole rapportée a un diamétre et i la tangente
au sommet a pour équation y’= 2px. Les deux seg-
ments;'déterminés par ce diamétre sur une corde quel-
conque, sont dans le rapport des ordonnées des extrémités
de la corde, qui est égal 4 la racine carrée de celui des
abscisses. Si I'on change 'axe des x, tandis que origine
ct I'axe des y demeurent invariables, le rapport des
abscisses ne change pas.

Ceci posé, rapportons les trois paraboles au point de
contact pris pour origine et a la tangente commune
pour axe des y (I'axe des x étant quelconque). Soient
A’, A" A" les trois sommets du triangle, x’, 7, " leurs
abscisses. Le diamétre de la parabole qui passe par A’

et A” coupe le coté A’A” dans le rapport \/—,7; de méme
7
A”A” est coupé par le diameétre correspondant dans le
=7 fin A”A" d 1 sl L
rapport { /=, enfin ans le rapport { / —-. Le
PP .Z‘”/ ? pp .l"

produit de ces trois nombres est I'unité, et les points de
division sont sur les cotés du triangle et non sur leurs pro-
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longements; donc les droites qui joignent ces points aux
sommets opposés concourent en un méme point.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Bourguet, & Nantes;
Brocard; Genty et Moret-Blanc.

QUESTIONS.

1111. On sait que si a, est une valeur approchée de \/,

I n 1 n I n
a==|a + — |y Gg—=—|a,+—)y a;=—=—{Q; 4 |y
2 a, 2 a, 2 a,

seront des valeurs de plus en plus approchées de Jn (*)-

On sait aussi que
—— r
Va:+r=a, -~

+—
2a,+ ———
2d, + .

Or M. Weaepcke a démontré (**) que, si dans le second
membre de cette équation on s’arréte au troisiéme quo-
tient incomplet, on aura a,.

On demande & quels quotients incomplets il faudra
s’'arréter dans le second membre de cette méme équation
pour avoir

as, a;, Qg9 oy
ou bien de quelle maniére on peut démontrer que les

valeurs
A3y Ay Qsye ..

(*) Traité d’Arithmétique, par Joseph Bertrand, p. 245 et suiv.; Paris
1867 ; 4 édition. ’

(**) Journal Asiatique, 5€ série, t. IV, p. 384; Paris, 1854. — Recker-
ches sur UHistoire des Sciences mathématiques chez les Orientaux, etc.,
par M. Weepcke, p. 37 ; Paris, 1855.
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ne sont pas comprises dans I’expression

r

ay -+ ———————

,

20, 4+ ——
2a—+-.

(BaLTHAZAR Boncompacnt )

1112, Montrer que la développée de I'ellipse peut étre
considérée comme ’enveloppe d’ellipses concentriques
et co-axales a la proposée. (C. pe Porienac.)

1113. Le rayon de courbure du point de Iellipse, qui
est égal au demi-diamétre conjugué de ce point, a son
extrémité sur ce diamétre. Il est tangent au cercle con-
centrique a l'ellipse ayant la différence de ses axes pour
rayon. (C. pe Porienac.)

1114. Les cercles concentriques a ellipse, dont les
rayons sont respectivement la somme et la différence de
ses axes, interceptent, sur toute normale a I'ellipse, des
segments dout deux sont toujours égaux. En donner
Pexpression. (C. pE PovriecNac.)

1115. Montrer que 'on peut tracer une infinité d’el-
lipses concentriques et co-axales a une ellipse donnée,
jouissant deux a deux de la méme propriété. Les axes de
Uellipse peuvent étre considérés comme deux ellipses
(non correspondantes) de la série.  (C. o Porienac.)

1116. Deux ellipses quelconques de la série intercep-
tent, sur toute normale & I’ellipse donnée, deux segments
dont le rapport est constant. (C. pE Porienac.)

Nous recevons de M. RuciiONNET, au moment de mettre sous presse, la
démonstration des trois formules qui lui ont été proposées par M. GILBERT,
et nous les tenons dés aujourd’hui a la disposition de nos lecteurs.
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" EXPOSITION DE LA METHODE DES EQUIPOLLENCES

@uite, voir méme tome, p. 145);
Par M. G. BELLAVITIS.

(Traduit de Vitalien par M. LaisanT, capitaine du Génie.)

42. Faisons une rapide digression. Les relations trou-
vées entre m, x, y, £ pourraient servir 2 démontrer que,
avec l'involution précédente, on a aussi les trois autres

AF.DC.EB--DF.EC.AB,
BF.CD.EA:CF.ED.BA,
FA.DE.CB-:-DA.CE.FB,

trés-connues en Géométrie supérieure, et résultant de la
considération des trois autres triangles ADE, BCE, FDC,
coupés chacun par une droite.

Si V'une des équipollences précédentes a lieu pour six
points d’une droite, les trois autres en résultent néces-
sairement; par conséquent, en vertu du théoréme général
du n° 24, la méme propriété subsistera pour six points
d’un plan. En nous reportant 4 la signification des équi-
pollences (16), nous voyons que ce théoréme peut s'é-
noncer ainsi :

Si AEBCFD est un hexagone dans lequel trois angles
non adjacents valent ensemble quatre droits, et ou le
produit de trois cotés non adjacents soit égal au pro-
duit des trois autres, nous aurons les mémes propriétés
pour les trois hexagones AFDCEB, BFCDEA, FADECB,
qui ont les mémes sommets opposés que le premier, mais
pris dans un ordre différent.

Par rapport 4 ces hexagones, il existe un point I pour

Ann. de Mathémat., 2€ série, t. XI1. (Mai 1873.) 13
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Jequel ont lieu les équipollences
IA.IC<& IB.IDAIE.IF,

sur lesquelles nous reviendrons plus t#d.

43. Donnons un second exemple de la maniére d’ex-
primer la condition que des points sont en ligne droite,
au moyen de coefficients numériques. Il s’agit de démon-
trer ce théoréme de Desargues : Si les sommets de deux

triangles ABC, A'B’'C/ ( fig. 9) sont en ligne droite avec

Fig. 9.

A

un point fixe S, les points de concours T, U, V de leurs
cotés correspondants seront aussi en ligne droite.
Les conditions données sont exprimées par

SA’LaSA, SB'<bHSB, SC <eSC,

a, b, ¢ étant trois coefficients numériques indéterminés.
De méme, la condition que V appartienne i la droite AB
est exprimée par

AVL-nAB,

ou, en réduisant tout a SA, SB, SC, par

SV SA + nAB b (1 — n)SA + nSB.
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Comme V doit aussi appartenir i la droite A’B’, on aura
pareillement

SV (1 — m)SA’ + mSB’ La (1 — m) SA + bmSB.

En comparant les deux expressions de SV, la régle II
nous donne

t—rn=a(t—m), n=bm.
Tirant de ces relations la valeur de m, on aura

syl b gu, 2" Tgp
a—b a—b

Nous trouverons exactement de la méme maniére

b—1
b—c¢

ST oo :isn'+

!
A sc,

sU« " %0 4+ " 1sar

c—a c—a

d’oii I'on déduit

—1)(b—c)

(a—b)sv&(‘___j’)?(“[:i)suﬁ“ ST,

I—c

ou

(& — & — ac + bc)SV + (¢ — a + ab — be)SU
+ (b — ¢ + ac — ab)ST L-o0.

Remarquant que l'on a
TV.ASV — ST, TU-ASU — ST,
nous voyons qu’on obtient
(@ — b — ac + bc)TV + (¢ — @ + ab — be) TUs0,

Cest-a-dire (4) que TV a la méme inclinaison que TU,
ou que TUV est une ligne droite.
13.
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44. Jattirerai l'attention du lecteur, en raison des
fréquentes occasions qui se présentent d’utiliser cette
remarque, sur la maniére de rapporter a un point S un
point quelconque V d’une droite AB, au moyen de I'équi-

pollence
SV <is (1 — r) SA + »SB,

n étant un coefficient indéterminé. On remarquera aussi
cette conséquence, dépendant de la méme formule, que, si

rSV + ¢gSU + pST <o,
et qu’on ait
r+g-+p=o,

les trois points V, U, T sont en ligne droite, parce qu’il
en résulte
rTV 4+ ¢TU 0.

Les calculs des coefficients numériques pourront quel-
quefois devenir un peu longs, surtout si le choix n’en a
pas été fait avec discernement ; mais il ne se présentera

aucune difficulté, et I’on parviendra toujours au résultat
d’une fagon directe. '

Régles relatives aux droites conjuguées
ou perpendiculaires.

45. Pour compléter 'exposition de la méthode des
équipollences, il me reste a expliquer deux autres arti-
fices, ou plutot deux autres notations. Nous avons vu,
au n° 40, I'utilité qu’il y a & exprimer par une seule
équipollence la similitude de deux triangles, laquelle
consiste dans la proportionnalité de deux cotés et dans
I'égalité des angles compris; cela n’elit pas é1é possible
si les deux angles avaient été I'un positif et I'autre né-
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gatif, c’est-a-dire si les figures avaient été symétrique-
ment semblables.

Voici un moyen permettant d’étendre les considéra-
tions, développées par nous, d’une figare i une autre qui
lui soit inversement égale. Une droite ayant la méme
longueur qu’une droite donnée et la méme inclinaison,
mais de signe contraire (14), sera dite conjuguée de la
premiére, et représentée par la caractéristique cj. Ainsi,
dans la fig. 4, la droite A’B’, égale & AB, et d'inclinaison
négative égale a 'inclinaison positive de AB, sera dési-
gnée sous le nom de conjuguée de AB. Nous écrirons

A'B' L¢j. AB
et aussi
cj.A' B’ A AB.

On peut supposer que A’B’ soit la droite AB qui a
tourné autour d’'une paralléle a I'origine OH des incli-
naisons, de maniére i effectuer une demi-révolution et
a revenir dans le plan de la figure.

46. SiTlon suppose qu'une semblable demi-révolution
s'exécute pour toute une figure, on obtient évidemment
une figure égale & la premiére, et qui jouit, par suite, des
mémes propriétés. Donc :

RicLe V. — A une équipollence quelconque corres-
pond toujours sa conjuguée, laguelle s’obtient au moyen
de la premiére, en substituant & chague droite sa con-
juguée.

47. Un exemple éclaircira I'usage de cette régle.

ProsLime. — Trouver le sommet commun de deux
triangles symétriguement semblables, de bases données

AD, BC ( fig. 10).
La similitude des deux triangles ADX, BCX est com~
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prise dans les deux égalités
gr.(AX : AD) =gr.(BX:BC),
angleDAX — — angleCBX.

L’un des angles est affecté du signe —, parce que les
deux angles sont pris en sens contraires. Si, aux cotés de

Fig. 1o0.

I'un des angles, nous substituons leurs conjugués, cet
angle changera de signe, et ainsi nous aurons (15)

inc. AX — inc. AD = inc. ¢j. BX — inc. ¢j. BC.

De cette fagon, l'une et ’autre des deux égalités seront
comprises dans 1'équipollence

AX : AD cj. BX : cj. BC.
Développant par rapport au point X, on a (10)
¢j.BC.AX <4 AD ¢j. AX — AD cj. AB.

D’aprés la régle V, on aura en méme temps cette autre
équipollence

BC ¢j. AX < ¢j. AD.AX — ¢j. AD. AB.

Entre ces deux équipollences, nous pourrons (18) éli-
miner cj. AX, et nous aurons, pour déterminer AX,

(AD¢j.AD — BC¢j.BC) AX <t AD (AB cj. AD + BCcj. AB).
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Comme nous avons a notre disposition le choix de
Vorigine des inclinaisons (43), nous en pourrons profiter
pour simplifier les constructions. Supposons qu’on prenne
pour cette origine la droite AB, de sorte que ABA-¢j.AB,
nous aurons

(AD ¢j. AD — BC cj. BC) AX <4+ AB. AD ( cj. AD + BC).

Construisons successivement
AE £-cj.AD,
EF - BC,
GFE<BC cj.BC: AD - EF ¢j. EF : ¢j. AE,
on aura
AX: AB=t (cj.AD + BC) : (cj. AD — GE) <t AF : AG.

De tout ce qui précéde résulte la solution suivante :
on tire AE égale 3 AD et également inclinée sur AB,
mais de l'autre coté, de sorte que

angleDAB — angle BAE.

Soit EF équipollente 2 BC; on forme le triangle FEG
symétriquement semblable 8 AEF, parce qu’on a

EG : EF £ cj. EF : ¢j. EA;
enfin on construit ABX directement semblable 4 AGF.

48. Dans beaucoup de cas (41, 43), on peut constater
l'utilité des coeflicients numériques servant a accroitre
ou 4 diminuer la longueur d’une droite, en lui conservant
la méme inclinaison ; il serait également commode d’avoir
des coefficients pouvant accroitre ou diminuer l'inclinai-
son des droites auxquelles on les appliquerait, sans en
altérer la longueur. Le signe (/, ou, a défaut d’un signe
spécial, la lettre 7, indiquera un accroissement d’incli-
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naison d’un angle droit [porté toujours dans le sens HMI
(fig- 4), vers lequel sont comptées les inclinaisons posi-
tives]; ainsi OH, OI, étant égales et perpendiculaires,
on écrira
Ol< OH.

Le coefficient y/* servira a accroitre I'inclinaison d’une
droite de u angles droits, u étant un nombre entier ou
fractionnaire. Par suite, le coefficient y/* ne produira
aucun effet, c’est-a-dire que nous pourrons écrire /* -1
v/? change le sens de ladroite; par exemple, /2’ OM=-OL,
ou y/*<& —1. Ainsi |/ représente ce qui se désigne en Al-
gébre par \/_—_—T, et s’énonce racine de moins un. Par
contraction, nous donnerons au signe / le nom de ra-
mun. Le plus souvent, au lieu de /*, nous écrirons e,
auquel cas I'angle u, au lieu d’¢tre rapporté a 'angle
droit comme unité, doit étre considéré comme étant la
longueur de I'arc correspondant de rayon 1. Les ana-

lystes verront que ¢ répond a leur eV=1.

49. De méme qu’un nombre, au lieu d’étre appliqué
comme coefficient a une droite, peut étre considéré seul,
et représente alors une longueur paralléle a origine des
inclinaisons ; de méme aussi, le ramun, élevé a une puis-
sance, peut-étre considéré en lui-méme comme indiquant
une longueur égale a I'unité, dont I'inclinaison est mar-
quée par I'exposant. ll en résulte que z/* représente une
droite égale a z fois I'unité de longueur, et qui est in-
clinée de u droits sur 'origine des inclinaisons.

50. Comme complément de cette exposition des prin-
cipes de la méthode des équipollences, nous énoncerons
encore les régles suivantes, relatives au ramun et aux
droites conjuguées; ces régles sont des conséquences im-
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médiates des définitions. Lorsqu’on aura i multiplier /*
par /*, on obtiendra y**, parce que, pour former un
produit (16), il faut ajouter les inclinaisons u, v. Le pro-
duit de y/ par y/ donnera y/* ou le coefficient — 1 ; en di-
visant I'unité par /, on aura —/,.... Donc :

Ricre VI. — Le ramun se calcule précisément comme

se calcule en Algébre I'imaginaire \/:_x

5%. Ricre VII. — Pour former la conjuguée (46)
d’une expression quelconque contenant le ramun, il
Jaut changer les signes de tous les exposants de /.

Ainsi la conjuguée de /*AB est /™ cj.AB; celle de
zy/*est zy/7; cellede y/ est /' =—/.

52. Riere VIII. — Le produit de deux droites, ou,
plus généralement, de deux expressions conjuguées
entre elles, a une inclinaison nulle et une grandeur
égale au carré de la grandeur de chacune des deux
droites ou des deux expressions.

En effet, les deux expressions conjuguées ont des gran-
deurs égales et des inclinaisons égales, mais de signes
contraires; et, pour faire le produit, il faut multiplier
les grandeurs (16) et ajouter les inclinaisons. Ainsi

AB cj.BA < (gr. AB)Y;
semblablement, .
zyiea4 by

multipliée par 'expression conjuguée

zyf it a— by
donne
2= a*+ b?,

ce qui exprime le théoréme de Pythagore.
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33. Ricre IX. — Une droite, divisée par sa conju-
guée, est équipollente au ramun élevé & une puissance
égale au double de U'inclinaison de la droite.

C’est-a-dire que

EXVARE RVAR SRV AN

84. Riere X. — La somme géométrique d'une droite
et de sa conjuguée a une inclinaison nulle et une gran-
deur double de la projection de la droite sur l’origine
des inclinaisons, ou égale au double produit de la gran-
deur de la droite par le cosinus de son inclinaison.

Fig. 11,

M

/!\

1

!

‘P
—

N
i/
AN

1
M’

o &

Q 1

En effet ( fig. 11), si OQ-OM + ¢j.OM, on aura
aussi, d’aprés la régle V,

¢j.0Q <t ¢j.OM + OM <2 0Q;
par suite, OQ, étant équipollente a sa propre conjuguée,
a une inclinaison nulle.  °

De plus, si OP a une inclinaison nulle, et si PM a une
inclinaison d'un droit, on aura

¢j.OP-0P, c¢j.PM<PM'< — PM,
et les équipollences

OM<LOP + PM, ¢j.OM<:OP — PM .



( 203 )
donneront
OM —+ cj.OM -5 0P.

83. Si nous voulons déterminer la projection de AC
sur AB (fig. 12), nous remarquerons que la droite AC’

Fig. 12.
D
c
B
P
\
AN
U\
~\

c

(égale a AC et formant avec ABI'angle BAC' égal a BAC,

mais de signe contraire) est donnée par
AC <4 ¢j.AC.AB: cj.AB,
puisque cette équipollence équivaut a

gr.AC=gr.AC
et a
inc. AC'=inc.cj. AC + inc. AB — inc.cj. AB
——inc. AC+inc. AB +inc. AB=—=2inc. AB —inc. AC.

On a par suite

2AP-AC + AC'+AC + cj.AC.AB: cj. AB.

56. RicLe XI. — La somme géométrique d’une
droite, et de sa conjuguée prise avec le signe moins, a
une inclinaison d’un droit, et est égale au double de
la projection de la droite sur une autre, ayant une incli-
naison d’un droit, ou au double produit de la grandeur
de la droite par le sinus de son inclinaison.
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En effet, dans la fig. 11, il est évident que

M'M 4 OM — ¢j. OM < 2 PM.
Dans la fig. 12, nous aurons
2PC < AC — AC'4-AC — ¢j. AC. AB: ¢j. AB.
57. En multipliant ( fig. 12) gr.PC par gr.AB, on

obtient un nombre qui, par rapport 4 I'unité de surface
connue, exprime ’aire du parallélogramme ABDC. Donc

2PCcj.AB <2 AC ¢j.AB — ¢j. AC. AB

a une grandeur double du parallélogramme donné;
comme les deux termes AC ¢j. AB, cj. AC. AB sont con-
Jugués entre eux, nous ferons disparaitre I'inclinaison
d’un droit qui s’applique (56) & leur différence, en di-
visant par le ramun, et nous aurons laire

ABDC 2—1/(Ach. AB— ABcj. AC)e % (AB¢j.AC— ACcj.AB).

Dela :

RieLe XII. — L’aire d’un triangle ABC est exprimée
par

(AB¢j.AC — ¢j. AB.AC),

<

et ausst par

(ABcj.BC — cj.AB.BC),

<o

puisque, d’aprés la régle I, on établit I'identité

AB ¢j. BC — cj.AB.BC=L-AB ¢j. (AC— AB) — (AC — AB) ¢j. AB
-AB¢j. AC — ACcj. AB.

On remarquera que, par la permutation deslettres B,C,
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Paire du triangle se trouve exprimée par

% (ACcj.AB — ¢j.AC.AB),

c’est-a-dire, dans le cas de la figure, par un nombre né-
gatif égal a — aire ABC. Ce fait, loin d’¢tre un incon-
vénient de la méthode, en constitue I'un des grands avan-
tages; il permet d’éviter les erreurs que 'on pourrait
commettre dans I'addition des aires, si 'on ne considé-
rait pas assez attentivement les diverses positions que
peuvent prendre les éléments d’une figure.

On démontre facilement que les aires ABC, BCA, CAB
sont identiques, méme quant a leurs signes.

58. Faisons deux applications de cette derniére régle
de la méthode des équipollences. Si I'on décrit, sur 'un
des cotés d’un triangle ABC ( fig. 13), un parallélo-

gramme ABFE, et que 'on construise aussi avec le coté

CG <~ AE les deux parallélogrammes ACGE, BFGC,

on aura

ABFE-—L-% (ABcj. AE — AEcj. AB),
ACGE-&%(AC ¢j.AE — AEcj.AC),

BFGC-J‘_U—: (AE cj. BC — BC cj. AE),
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en introduisant AE a la place de BF £ CG<- AE.
Si I'on se rappelle que

BC«< AC — AB,
¢j. BCLcj. AC — cj. AB,

on voit que ces trois équipollences donnent
ABFE = ACGE + BFGC.

Aux parallélogrammes ACGE, BFGC, nous pouvons
substituer les deux autres ACLM, BNPC compris entre
les mémes paralléles.

En effet, de
AE - AM + ME < AM + rAC,
on tire
AC ¢j. AE — AE ¢j. AC <> AC ¢j. AM — AM cj. AC.

Par suite, la somme des aires des parallélogrammes
ACLM, BNPC est égale a celle de ABFE, dont les deux
cotés AE, BF sont équipollents a CG.

Ceci constitue un théoréme de Clairaut, comprenant,
comme cas particulier, ]a démonstration du théoréme de
Pythagore, donnée par Euclide dans sa 47° proposition.
1l suffit, pour cela, de supposer que le triangle ACB soit
rectangle en C, et que ACLM, BNPC soient deux carrés
construits sur les cotés.

89. Au moyen des régles XII et I, on peut donner di-
verses formes a l’expression de I'aire d'un polygone.
Ainsi, pour le quadrilatére, on a

ABCD <+ ABC + ACD

e % (AB¢j.AC — ACcj.AB + AC cj.AD — AD¢j.AC).
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Réduisant toutes les droites aux trois AB, AC, BD, la
droite AB s'élimine, et I'on a

ABCD < g [AB¢j.AC — ACcj. AB -+ AC(cj. AB + cj. BD)
— ¢j.AC(AB + BD)]
:":r% (ACcj.BD — cj.AC.BD).

Par suite : Un quadrilatére ABCD est équivalent au
triangle ayant deux cotés équipollents aux diagonales

AC, BD.

60. Pour le pentagone ABCDE (et 'on peut en dire
autant pour tout autre polygone), on trouve, en expri-
mant (10) toutes les diagonales au moyen des cotés,

ABcj.BC + ACcj.CD + AD¢j.DE<t AB¢j. BC + ABcj.CD
+ AB¢j.DE + BC ¢j.CD
+ BC ¢j. DE -+ CD cj. DE,
et, par suite, la regle XII nous montre que :

L’aire ABCDE est la somme de tous les triangles
ayant deux c6tés équipollents a deux des cotés AB, BC,
CD, DE du polygone (le cité EA étant omis).

(4 suivre.)

DETERMINATION DES ELEMENTS INFINITESIMAUX RELATIFS
AUX LIGNES A DOUBLE COURBURE

{ suite et fin, voir méme tome, p. 161);

Par M. A. DE SAINT-GERMAIN.

VIII. Nous allons établir plusieurs propriétés, et cal-
culer quelques éléments qui se rapportent & I'arc infini-
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ment petit OM, outre les théorémes démontrés aux pa-
ragraphes IV et V. Nous supposerons que les valeurs
de x, y, z aient été explicitées a I'aide du tableau pré-
cédent,
La différence entre ’arc OM et sa corde est

s— Yty 4 2=s5— I i_‘——}-.-.—i—-{f——&—..-
3 R 4 R?

sS

:2—‘4‘1{;"*‘...;

elle a pour limite le cube de I'arc divisé par 24 fois le
carré du rayon de courbure.

L’angle de la corde OM avec la tangente en O peut étre
mesuré par -‘SZ = ﬁ +...;1l est, & lalimite, égal 4 la
moitié de 1'angle de contingence.

L’angle du plan des xy et du plan mené par la tan-
gente en O et le point M a pour mesure limi = —,;—r; il

est le tiers de ’angle de torsion. Il en résulte que, sil'on
considére la projection de la courbe sur le plan des yz,
Pangle de la corde avec la tangente en O est le tiers et
non la moitié de I’angle de contingence.

Les équations de la tangente en M peuvent s’écrire

s’ Z 53
_— vee —_— e =,
X -~ _Y 2R+ . 6Rr
2 s st dR T $2 4
'SR R 2R ds 2Rr

Sa plus courte distance 4 Ox a pour équations (I) a la
limite

s "s
Y+ —Z=o0, X=-;
2r

2
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sa longueur est (I) ;‘:T; ; enfin son angle avec.I'axe du

plan osculateur est égal au demi-angle de torsion; ces
théorémes ont été énoncés par M. Ossian Bonnet.
La normale principale en M a pour équations

<

X—s . ¢ LTBRT
s T 7 T 2R s 7
TR r
on a
S s
€OS) == — ® cow:;;

les angles que cette normale fait avec les plans des yz et
des xy sont complémentaires de A et de v, et égaux res-
pectivement aux angles de contingence et de torsion.
L’angle des normales en O et en M peut éire mesuré par
son sinus ’

. — 8
sinp = y/cos?*) + cos*y == I—{—’_\/R’ + 7.

La perpendiculaire commune aux deux normales a
pour équations

=0, Y=ol —

'Z R
r Ty

et pour longueur - Son angle O z, égal & celui du

’-3
plan osculateur et du plan paralléle aux deux normales,

r . .
a pour tangente - Les normales principales forment une

surface gauche, sur laquelle le paramétre de distribution
R4

R
La courbe gauche a méme cercle de courbure que sa
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le long de la génératrice issue du point O est
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,projection sur. le plan des xy; car dans chacune la dis-
tance du point infiniment voisin de O  Ia tangente en O
ret {a longueur de:l'arccompris me différent que de ewian-
tités négligeables.'La distance de M & ce eercleest 'hypo-
ténuse d'un triangle rectangle qai a:pour-edtés le z du
point M et la distance de sa projection au cercle, c’est-a-
dire la puissance du point divisée par le diamétre. Cette
distance est donc

Vo gl b — R —ry =gy /res o(G)'

IX. L’équation générale du plan normal est, en ordon-

Z’.(K’ =o
S0

‘Le point de rencontre du plan normal en O et des
deux infiniment voisins se détermine en annulant le
terme indépendant de s, les coefficients de-s-et de s*; il a
pour coordonnées

naat,.

e [ AR R
X+(Y—R)‘£‘——<\X+—EY——;

e AR

T =0, .YI:R, 2‘27‘7;-

C’est un point de I'aréte de rebroussement (A) de la
surface polaire enveloppe des plans normaux a la courbe
donnée. Si de ce point comme centre on décrit une sphére

passand en (2, san Tayon: sera

S

clle coups le plan: des 2y suivant letcercle. osculateur, et
je dis quielle-méme est osculatrice & la courbe, car elle
passe a:une distance infiniment petite du quatriéme ordre
du-point MuEmesfet; cetie distance est sensiblement .égale
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ala puissance du-point M relative i la sphére, divisée par
son diamétre : c’est donc

:——[(x—-ﬁ)’-*-()’ yP=+(a—z)—p

f

i dR \
—2p<rzﬁd+2nb‘+2’d >;3‘+‘.-.

x 1 AR & 1t PR\ & 1
TRed @ RW)E; _4_1

‘ll

& “I 38

X. Le rayon de la sphére osculatrice en un point quel-
conque aura la méme expression, ou, en vertu de I'équa-
tion (10),

o () n B (5

L’examen de ce qui a lieu au point O montre, par une
coincidence géométrique des plus simples, que le centre
de cette sphére. a pour coordonnées

dR

&3 ==& -+ R.co8k -+ r — ¢0sk,. ...
ds

Pour le poiat infiniment voisin de O, il est bien facile de

trouver qu’en négligeant s* on a

R‘ Po: dPl 5.

2,20, =R, z=r-—= % +"o d[{

L’arc wy de I’aréte de rebroussement (A) correspon-
dant 3 OM est donc tangent i I'axe du cercle osculateur,

et a pour longueur
de = d il

—_— 5.

- Ty dRo

Si l'on rapproche cette valeur de celle que j’ai donnée

14.
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pour J, onretrouve la formule indiquée par M. Ruchonnet

_ sda
T 24Rrp

Les tangentes a I'aréte (A) étant les axes des cercles
osculateurs de la courbe donnée, I'angle de contingence
de wp. égale I'angle de torsion de OM. En tenant compte
des termes en s* dans les valeurs de x,, y,, 24, On verrait
que le plan osculateur de (A) en  est le plan normal
en O; mais cela résulte aussi de ce qu'il est paralléle aux
axes des plans osculateurs en O et M, et que ces deux
plans passent par la tangente OX. 1l s’ensuit que I'angle
de torsion de wpu est égal a I'angle des plans normaux en O
eten M, ou a angle de contingence de OM. Les rayons
de premiére et de deuxiéme courburede (A) en » sont
respectivement

dp Rp d>
Par’ 7 ar’

J’ai cru devoir indiquer trés-rapidement les résultats
connus que j’ai rencontrés; mais on peut voir combien
la méihode précédente est réguliére et facile, et propre
a I’étude de toutes les propriétés qui ne dépendent que
des rayons de courbure des lignes de 'espace.

SCOLIES POUR UN THEOREME D’ARITHMETIQUE;
Pas M. S. REALIS,

Ingénieur a Turin.

Lemume 1. — Tout nombre entier de l’'une des formes
8rn+3, 4fn+4+1, fn—+2

est la somme. de trois carrés.
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