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ÉTUDE D'UN COMPLEXE DU SECOND ORDRE
( s u i t e e t fin, v o i r m ê m e t o m e , p 4 8 1 ) ,

PAR M. PAINVIN.

36. Lieu des points pour lesquels le cône du complexe
est de révolution.

L'équation du cône est (4), n° 4,

) = o.

Si Ton exprime que ce cône est de révolution, on voit
immédiatement qu'un des rectangles doit disparaître, ce
qui exige qu'une des quantités x0, yQ, z0 soit nulle. Pre-
nons y0 = o, on trouve alors que le sommet du cône doit
se trouver sur la courbe

> = °> ~I — ï —l = °>

et l'axe de ce cône est

•r = °' 7r-^T-I=o.

c'est-à-dire que le sommet du cône est sur une focale de
l'ellipsoïde, et l'axe du cône est la tangente à la focale
au point où se trouve le sommet. Les génératrices du
cône, situées dans le plan principal considéré, seront tan-
gentes à l'ellipse de la surface A qui se trouve dans ce
plan.

37. Position des plans pour lesquels la conique (F)
se réduit à un cercle.
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Pour que la conique (F) se réduise à un cercle, il faut
et il suffit que les valeurs de p2 fournies par l'équation (4a),
n° 19, soient égales-, on est ainsi conduit à l'équation de
condition

(eSo 4- Fh - i)2 - 4(SoÇo - eSo - S.) = o,

équation qui peut s'écrire

(e$o 4- fh -+• i)2 — 4Soft = o>

ou, en remplaçant So? f/o* 5o P a r leurs valeurs, et déve-
loppant,

ce qu'on peut écrire définitivement sous la forme sui-
vante :

_ ( (flia + i.c + c.H'Jt-fljB + é^ + Cjw)

) X ( f l i « — bxv -\- cxw){axu -\- bxv — c{w) = o .

Comme on a, d'après les hypothèses faites, rtj ^> o,
Z?2 <^ o, c\ ^> o, on voit que les points définis par l'équa-
tion (66) sont imaginaires, tant que v n'est pas nul.

Donc, les plans réels, pour lesquels la conique (F) se
réduit à un cercle, passent par l'une ou l'autre des deux
droites

(67) \
\ (i°) cz=ro, axu — c,«> = 0.

Si nous considérons la droite (i°) par exemple, elle
est définie par deux points, dont le premier., e = o, est
à l'infini sur O j , et dont le second est à l'infini sur la

direction — = - 5 laquelle est perpendiculaire à une des

asymptotes de l'hyperbole focale.
Ainsi les plans réels pour lesquels la conique (F) se



réduit à un cercle sont les plans perpendiculaires aux
asymptotes de l'hyperbole focale située dans le plan sOx,
et, d'après le théorème VI, n° 15, le centre du cercle est
précisément le point de rencontre du plan avec l'asym-
ptote.

Si l'on prend, par exemple, y0 = o, a1w0 = ^tw«i
l'équation du plan sécant sera

( l° ) C,^r-f-û,Z=r:u, d'où //0 = - ^ t'o — O, wQz=.-^-\
F- P-

l'équation ( 4 2 ) Î n° ^99 donne alors pour le rayon p* du
cercle

Comme b\ est négatif, on voit que le rayon de ce cercle
sera toujours inférieur à celui du cercle de la surface A
situé dans le plan zOx\ pour que le cercle soit réel, il
faut que

>?.i3°) «<v'Bv— b

et le plan limite a pour équation

(TT) (68) C,.r + «lZ =

Cette dernière droite est la tangente commune à l'ellipse
et au cercle de la surface A; le plan (68) est donc un
plan tangent double; le rayon du cercle correspondant
est nul 5 son centre est le pied de la perpendiculaire
abaissée du centre O sur la droite (fi8).

Quant au rayon p2 (20), on voit facilement qu'il est
égal à la moitié de la corde interceptée, sur la trace du
plan sécant, par le cercle de la surface A.

On a donc la proposition :

THÉORÈME XIII. — Le lieu des points pour lesquels
34.
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les cônes du complexe sont des cônes RÉELS de révolu-
tion est Vhyperbole focale de Vellipsoïde donné, située
dans le plan zOx perpendiculaire à Vaxe moyen. Uaxe
du cône est la tangente à Vhyperbole focale au point
ou se trouve le sommet; les génératrices, situées dans le
plan zOx, sont tangentes à Vellipse de la surface A qui
se trouve dans le même plan. Le cône devient imagi-
naire quand le sommet pénètre dans Vintérieur de cette
ellipse.

Les plans RÉELS II , pour lesquels les coniques (F) du
complexe sont des cercles, sont des plans perpendicu-
laires aux asymptotes de Vhyperbole focale, et les cen-
tres de ces cercles sont sur ces asymptotes. Les cercles
cessent d?être réels, lorsque la trace du plan II se trouve
au delà de la tangente commune au cercle et à Vellipse
de la surface A situés dans le plan zOx. Lorsque le
cercle est réel, son diamètre est la portion de la trace
du plan II interceptée par le cercle de la surface A,

38. Position des points pour lesquels le cône du
complexe se réduit à deux plans coïncidents.

Dans ce cas, l'équation (16) ou (16 bis), n° 6, doit
admettre deux racines nulles, c'est-à-dire que deux des
quantités au a2, a3 doivent être nulles; mais la quan-
tité o-j, qui est la somme de deux quantités négatives, ne
peut être nulle (il est entendu que nous ne nous occu-
pons que des solutions réelles) \ on doit donc avoir

o-2 = o et <73 = o, c'est-à-dire p, 4- p9 — o, pt -+- p2 = o.

Les inégalités (i4)? n ° 5, nous montrent que les quan-
tités p8 et ps, qui doivent être égales et de même signe,
sont alors égales h la limite commune — i* qui les
sépare.
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On a donc

(69) p2 = p3 —— ^2, p, = ^ ;

les équations (11) et (12) du n° 5 donnent, d'après cela,

[6g bis) Cc\ 2 A a]

Si l'on considère le point (dont les coordonnées sont
positives), savoir :

r.y'C a{\JA
X9 — ' ? J'o — O, Zo — - 7 = = - - 1

v ' - £; v— £;

Téquatioiï (i5) du cône (C), ayant son sommet en ce
point, devient

ou
CXX a{Z /—TT

-^r -h — — V—^; — o.
V/C sjA

La surface A a seize points doubles : quatre sont réels,
buit sont imaginaires et quatre sont à l'infini. Les calculs
précédents nous montrent que les points pour lesquels le
cône réel du complexe se réduit à deux plans coïncidents
sont précisément les points doubles réels de la surface A.
On voit, par les formules du n°35, que ces points doubles
sont les intersections du cercle et de l'ellipse appartenant
à la surface A, et situés dans le plan zOx. Quant au
planHd du complexe/il est perpendiculaire au plan sOx,
et sa trace est tangente, au point double D, à Tellipse de
la surface A. Toutes les droites qui passent par le point D
sont situées dans le plan unique Ilrf.
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Les coordonnées du plan 11̂  ou (70) sont

O*M) (Tïd) Uù=: C

^

l'équation (34), n° 15, donne alors pour la conique T(h

correspondant au plan IId,

(70 <rrf) j Ic«vc« + «,VA«'--Vf--^J __

ou

ces deux points sont les points D et D', où la tangente
en D à l'ellipse rencontre le cercle. Ces résultats sont
une conséquence immédiate du théorème IX.

Si Ton considère un point quelconque du plan 11 ,̂ le
cône correspondant du complexe sera coupé suivant deux
droites réelles passant par D et IV; quand son sommet
se trouve sur DD\ le cône est touché par le plan IT̂  sui-
vant la droite DD' *, si le sommet vient en D', le cône se
réduit à deux plans réels, dont un est le plan IIj , et
l'autre, perpendiculaire à zOx, a sa trace tangente à l'el-
lipse; enfin, quand le sommet est en D, le cône se réduit
à deux plans confondus avec U^.

39. Nous avons dit que le point D était un point double
de la surface A} ajoutons que c'est un point double
eonique. En effet, les coordonnées du point D sont

4—^ V— b\
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transportons en ce point l'origine des coordonnées, l'é-
quation (21 ter), n° 8, de la surface A devient

(7*)

r'i + yn +z'
2)(iLjr'> 4- Bj'2 4- Cz'2)

4- - 1 — [(c, sjQx'+ ax yfkz' ) \Ax'2 4- Bj'2 + Cz")

On voit par là que le point D est un point double coni-
que*, le cône tangent a pour équation

(73)
4V/AC

c'est un cône proprement dit, symétrique par rapport au
plan -zOx, et dont la trace sur ce plan est formée par les
tangentes en D à l'ellipse et au cercle de la surface A.
Le plan 11̂  est tangent à ce cône suivant la tangenjte à
l'ellipse. 11 est facile de voir que l'intérieur du cône (73)
est tourné vers le centre de l'ellipsoïde.

40. Position des plans II pour lesquels la conique T
se réduit à deux points coïncidents.

Dans ce cas, l'équation (42)> n° 19? doit admettre deux
valeurs nulles pour p2; on a donc

En remplaçant So par ~ dans les équations (5o), n° 27,



( 536

on trouTe

Commf; on a J o > o, aj > o, fe' <] o, cj > o, les seules
solutions réelles sont

d'où il résulte

Ce sont les seuls plans /'eefc pour lesquels la conique (F)
se réduit à deux points confondus -, ces plans, au nombre
de quatre, sont perpendiculaires au plan zQx, et leurs
traces sur ce plan sont les tangentes communes à l'ellipse
et au cercle de la surface A; ce sont les plans tangents
doubles réels de cette surface 5 ils sont curwtangents.

Considérons, par exemple, le plan

w ^ "^Trfdbr '•=
ou

(75 bis) ctr -h axz =

on trouve, d'après Féquation (34)7 n° 15, pour la conique
correspondante

(76) (r = o ,



S/B
ou

c'est le point de contact a0 de la tangente double TT avec
le cercle de A.

Toutes les droites du complexe situées dans le plan 11$
passent par le point a0; par conséquent, les cônes du
complexe dont le sommet est un point quelconque du
plan 11$ sont touchés par ce plan suivant la droite qui
joint le sommet au point a0. Quand le sommet se trouve
en un des points où la tangente TT touche l'ellipse et le
cercle de A, le cône du complexe se réduit à deux plans
distincts réels : Tun est le plan 11$} l'autre, perpendi-
culaire à zO.r, a sa trace tangente ou au cercle ou à
l'ellipse.

Nous avons donc cette proposition :

THÉORÈME XIV. — i° Les points pour lesquels les
cônes RÉELS du complexe se réduisent à deux plans
coïncidents sont les quatre points doubles réels de la
surface A, points doubles coniques qui sont les inter-
sections du cercle (Co) et de Vellipse (Eo) appartenant
à A et situés dans le plan zOx de l'hyperbole focale
de Vellipsoïde donné.

Si Von considère un de ces points, I) par exemple, le
plan cojrespondant Iîd du complexe est perpendiculaire
au plan zOx et touche en D Vellipse (Eo); toutes les
droites du complexe qui passent par \) sont situées dans
le plan ïld. La conique (Fj) du complexe, située dans
le plan I7d, se réduit à deux points, dont Vun est le
point D et Vautre est le point \Y intersection du cercle C°
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avec la tangente, en D, à Vellipse Eo. Le cône du com-
plexe, dont le sommet est en D', se réduit à deux plans
réels, perpendiculaires à zOx, dont les traces sont les
tangentes menées du point D' à l'ellipse (Eo).

2° Les plans pour lesquels la conique du complexe
se réduit à deux points coïncidents sont les quatre plans
doubles RÉELS de la surface A; ces plans doubles* curvi-
tangents, sont perpendiculaires au plan zOx, et leurs
traces sont les tangentes communes au cercle (Co) et à
Vellipse Eo.

Si Von considère une de ces tangentes, z par exemple,
le plan 11$, perpendiculaire à zOx, ayant - pour trace,
et touchant le cercle en <?0, aura sa conique (F) réduite
à deux points confondus en a0. Toutes les droites du
complexe, situées dans leplanTl^passentpar le pointa0,
et, par suite, les cônes du complexe, dont le sommet est
sur 11$, sont tous touchés par ce plan suivant la droite
qui joint le sommet au point a0. Lorsque le sommet du
cône se trouve en un des points où la droite x touche
l'ellipse ou le cercle, le cône se réduit à deux plans
réels perpendiculaires à zOx ; une des traces est la tan-
gente commune. Vautre est la tangente à Vellipse ou
au cercle, suivant que le point considéré est sur le cercle
ou sur Vellipse,

41. Cette recherche n'est, pour ainsi dire, qu'une in-
troduction à l'étude des complexes particuliers du second
ordre dérivant de la définition géométrique donnée en
commençant. Il reste encore de nombreuses questions à
aborder sur lesquelles je reviendrai bientôt. Ainsi il
reste à étudier la congnience formée par les arêtes des
systèmes du complexe, les propriétés des pôles et des
polaires relativement à ce complexe, etc. \ on a aussi à
chercher quelles sont les propriétés essentielles qui ca-



ractérisent ce complexe particulier et le différencient des
complexes généraux du second ordre, etc. $ on pourrait
encore se proposer F application de la même définition
géométrique au cas des hyperboloïdes et des paraboloïdes,
en ayant toujours en vue la situation des droites réelles
du complexe correspondant, etc., etc.


