NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

Solutions de questions proposées dans
les Nouvelles annales

Nouvelles annales de mathématiques 2¢ série, tome 11
(1872), p. 500-521

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1872_2_11__500_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1872, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1872_2_11__500_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 973

(voir 2° série, t. VIII, p. 562);

Par M. MORET-BLANGC,

Professeur au lycée du Havre.

Une parabole se déplace en restant toujours tangente
& une droite fixe en un point déterminé. On demande :



( Sot )
1° le lieu du foyer; 2° le lieu du point de la courbe ou
la tangente est perpendiculaire & la droite fixe; 3° I'en-
veloppe de I'axe de la parabole. (Brocarp.)
L’équation polaire de la parabole, en prenant le foyer
pour pole et la droite dirigée de ce point vers le sommet
pour axe polaire, est

r

re= —

]
2 cos? —
2

Je suppose, pour fixer les idées, que I'axe de la parabole
étant dirigé horizontalement de gauche a droite, 6 soit
regardé comme positif ou négatif suivant que le rayon
vecteur est au-dessus ou au-dessous de 1’axe.

Prenons maintenant pour pole le point fixe, pour axe
polaire la tangente fixe dirigée vers la droite, et appe-
lons w ’angle que le rayon vecteur mené au foyer de la
parabole fait avec le nouvel axe polaire.

1° La propriété de la tangente de faire des angles égaux
avec le rayon vecteur du point de contact et une paral-
léle 4 'axe donne, dans tous les cas, en ayant égard au

signe de 6,

L’équation polaire du lieu des foyers sera donc

__ P
(1) "= Ssinte

et en coordonnées rectangulaires
P +r) =4

Cette courbe est symétrique par rapport aux deux axes
des coordonnées; elle se compose de deux branches,
convexes vers 'axe des x, ayant pour sommets les points
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r=o, y::t’;), et s’étendant 4 I'infini. Elle n’a pas
d’asymptotes.

2° On sait que la corde de contact de deux tangentes
rectangulaires passe par le foyer; elle se compose de deux
rayons vecteurs correspondant 4 des valeurs de 6 qui
différent de 73 donc, en appelant M le point de la para-
bole ou la tangente est perpendiculaire 4 la droite fixe,
on a

2

—_— 2
0 .. 6 .. 9 0 sin?d

2 cos® — 2 sln? — 2sin? — cos? —

2 2 2 2

__ 2P
(2) = sin’ 20

La courbe se compose de quatre branches infinies ayant

. 3r
pour sommets les points w == %7 w =t 7, p=2p.

La tangente et la normale fixe, ainsi que les bissectrices
de leurs angles, sont quatre axes de symétrie. Il n’y a pas
d’asymptote.

En coordonnées rectangulaires, I’équation serait

p’ (1.: _’_.71)3 — 41“7"

3¢ L’équation de la parabole en coordonnées rectan-
gulaires étant
yr=2pa,
I’équation de I’axe, en prenant pour axes des coordonnées
s enp

la tangente et la normale, sera

+=r y
— =1

P —— — =
Vig 5 Wy p

ou
+=z y

—_— A
vz (22" +p)  yp27 +p)

=1.
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Dans le premier terme, il faut prendre le signe 4 ou
le signe — suivant que le sommet de la parabole est
situé du coté des abscisses positives ou négatives,

Posons

Voo +p=2, dou V2z'=ya'—p.

L’équation devient, en multipliant par a \/a* — p,

(3) ix+;/'%\/a’—p:a\/a’—p.

Prenantla dérivée par rapport au paramétre variable «,
on a
[ 2
_:‘0(;7;—-:. = \/az —p + ‘_mf: 3
Vp e —p Vel —p
ou, en multipliant par Ja® — p,
(4) —a-é = 2a*— p.

Vr
L’équation (3) peut s’écrire
(- )V
NP

d’ou, en élevant au carré,

5 a——y;)za’— = 2,
(5) < N ( P)

En éliminant « cntre les équations (4) et (5), on ob-
tiendra I'équation de l'enveloppe de I'axe. On trouve
ainsi

(6) 16 p2a* + (20 py* — y* + 8pt) 2*
=y =5p ' +5py +p =0,
d’ou
g Y207 — 8p £yt yy + 24p'y* + 704 Pt

32p?
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Pour y* < p*, les deux valeurs de x* seraient néga-
tives; pour y*=p?, x*=o0; pour y* > p?, les valeurs
de x* seront de signes contraires; il ne faut donc con-
server devant le radical que le signe +

«£?

Y —20p%* — 8pt + ¥y + 24p*y* + o4 pt )
- 3ap?

La courbe est symétrique par rapport aux deux axes;
elle se compose de deux branches s’étendant a Vinfini
dans les quatre angles des coordonnées, et présente deux
points de rebroussement x = o, y === p.

Note. — La méme question a eté resolue par MM. Augier, du lycée de
Lyon; Leon Morizot, du lycee de Besangon; Michel Dieu, repetiteur auxi-
Jiaire au lycee de Lyon; O. Callandreau, candidat a VEcole Polytechni-
que; A. Le Helloco, eléve du lycée de Bordeaux; Williére, professeur a
Arlon; V. Niebylowshi, eleve de ’Ecole Normale superieure.

Question 978
(voir 2°serfe, t IX, p 48),

Par M. Fa. CONRADT, A Stuttgard.

Soit une conique ayant pour foyer le point F, et soit N
le pied de la perpendiculaire abaissée d’un foyer ¥ sur
la directrice correspondante; du foyer abaissons les
perpendiculaires FM, FM' sur deux tangentes quel-
conques, et la perpendiculaire FN' sur la corde qui
joint les points de contact des tangentes; les quatre
points M, M’, N, N' sont sur une méme circonférence,
et ils partagent cette circonférence harmoniquement.

(E. LacuERze.)

. a2t 2 a, . .
Soient — + Z— — 1 = o I'équation de la conique don-
at b

née, ct x’, y' les coordonnées du point P, intersection
des deux tangentes. On sait que les points M, M’ appar-
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tiennent a une circonférence k;, décrite sur V'axe focal
pour diamétre, et dont 1’équation est 2*+ y*— a*=o.
Mais, les points M, M’ appartiennent aussi a la circon-
férence ky, décrite sur la droite FP comme diamétre, et
qui a pour équation

(z—c)(z—=2)+r(r—0")=
Donc I'équation générale des circonférences passant par
les points M, M’ est
(z—c)(z—2) +y(r —r')— M2+ —a')=o.

En disposant de 'indéterminée 1 sous la condition que
la circonférence passe encore par le point N, on trouve
quela circonférence k,, déterminée par les trois points M,
M', N, est représentée par 'équation

2 - 2 bz
(I)(m.__az)< _|_.2‘_Z_’2___> ca‘byz [(x C)a_;‘]—-("

Cette derniére équation montre que la circonférence
passe par le point d’intersection des droites

‘z'.l', !
(2) 7—0—%—]:0,
et

z —c)a? b?
(3) b—de 2,

c’est-a-dire par le point N (¥).

I résulte aussi de la forme de I’équation (1), que la cir-
conférence k; passe encore par deux autres points qui,
sont : 1° le point ou la droite FN'rencontre la directrice;
2° le point ou la corde des contacts rencontre l'axe
focal.

(*) L’équation (2) représente la corde des contacts des tangentes me-
nées a Vellipse par le point P, et ’équation (3) la perpendiculaire FN’
abaissée du foyer F sur cette corde.
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Ces deux derniers points limitent évidemment un dia-
meétre de la circonférence k,.

Il reste a démontrer que les quatre points M, M, N, N’
partagent harmoniquement cette circonférence. Et, pour
cela, il suffit de faire voir que les tangentes menées a la
circonférence par les points N, N/, rencontrent en un
méme point la droite MM'.

Or I’équation de MM’, corde commune aux circonfé-
rences ky, ky, est

(4) z(c+x')+yy'— (a*+cx')=o,

et les équations des tangentes menées a la circonférence A,
aux points N, N/ sont
a1

(5) (s=Z) w—c)—0'=0,

. 4

z (2'—c) Y[z’ yy
(6) S P7f*ﬁKF+F—Q

(_‘_ﬁ'y—"(a’_cx,)[(x;c)zf_{l’_):J:U‘

a‘ bt x' y!
L’identité

[+ (& — o) [# (@' + ¢} + 37’ — (a*+ ca')]

(1) 4§ _ L.l —e) y? Y (xz’ gy’
=l e e et
cex'y'? (x—c)a> by
Fﬁw“ww—r“—7

vérifie la proposition énoncée (*).

Note. — La méme question a été résolue par MM. Hioux, professeur au
lycée de Saint-Etienne; Williére, professeur a Arlon; Prosper Pein, pro-
fesseur au lycée de Saint-Quentin.

a!
(*) En résolvant les équations (§4) et xr = —ron trouve, par un calcul

des plus simples, que la droite MM' coupe la directrice en un point H,
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Question 988

( voir 2* série, t. IX, p. 192);

Par M. H. BROCARD.

Etant donnée une ellipse de Cassini, et étant pris
sur cette ellipse deux couples de points diamétralement
opposés A, A' et B, B'; si Uon joint ces quatre points &
un point quelconque M de la courbe, la différence des
angles A'MA et B'MB est constante. (E.Lacuerrs.)

Nous traiterons la question d’une maniére en quelque
sorte indirecte, en cherchant une courbe jouissant de la
propriété énoncée.

Prenons donc les quatre points A, A’, B, B/, diamétra-
lement opposés par rapport a une origine O d’axes rec—
tangulaires. Désignons par a, b, —a, — b, d/, b', —d/,
—b'leurs coordonnées, et soient x, y les coordonnées
d’un point M du plan. Nous aurons

.- . — b
Coefficient angulaire de MA J )
r—a
. mar L0 R
r+a
m =Y
» MB P )
» MB' y+o
z-+a’
, a® —b
dont les coordonnées sont X — - Y= pyvall et, en remplacant X, Y

par ces valeurs dans I'équation X+ Yy —a*=o0 de la polaire du
point H par rapport 4 la circonférence 2®+ y*— a*= o, on obtient
Véquation (3) de la droite FN’. D’ou il faut d’abord conclure que la
droite FN' rencontre MM’ en un point H' conjugué harmonique de H,
par rapport 2 M,M’; il s’ensuit que, en nommant R le point d’intersection
de FN’ et de la directrice, les quatre droites RM, RM’', RH'N’, RHN
forment un faisceau harmonique. Or il a ¢été démontré que le point R
appartient a la circonférence £,; donc les points M, M’, N, N’ partagent
cette circonférence harmoniquement. (G.)
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dou
, bz —ay bx — ay
tangA’'MA =2 — . - =2 ’
z -y — a*— B? pP— ¢
et
’ —a Ton !
tangB'MB = 2 — 2 =47 oz ay,

224yt — a'?— b =2 pr— e
en posant, pour abréger,
4y'=rp!, @+ b=c, a4 br1=1/"
Mais B'MB — A’MA est constant; donc

tang (B'MB — A’ MA) = =,
n

% désignant une constante. L’équation de la courbe licu
des points M est donc
27 [(bx —ay)(p'— ") — (b'z — a'y)(p*—*)|—m(p*—c*)(p?—c"?)
—4m(bx—ay)(b'x—a'y)=o.
Elle représente une ellipse de Cassini admettant I'ori-

gine pour centre et les deux axes de coordonnées pour

axes de symétrie. Cette courbe passe de plus par les
points A, A’, B, B'.

Note, — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc.

Question 997
( voir »° série, t. IX, p. 288);

Par M. O. CALLANDREAU,
Candidat a I’Ecole Polytechnique.

Trouver le lieu des centres des circonférences double-
ment tangentes a un limacon de Pascal.

(H. Brocarp.)
Femploierai pour résoudre cette question les coordon-

nées polaires; mais, avant de donner la solution, je ré-
soudrai la question préliminaire suivante :
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Etant donnée une équation du quatriéme degré
(1) Axi+ Az + Ay 2?4 Ayz + A, =o,

quelles relations dowent exister entre les coefficients
pour que Uéquation soit un carré parfait?

Il est inutile de donner les calculs; le résultat suffit.
On trouve pour I'une des conditions (nous n’aurons pas
besoin de P’autre)

(2) ATA,—=A’A,
Voici maintenant la solution du probléme proposé :
L’équation du limacon est, en prenant le point double
pour origine,
(3) r=a- bcosw;

I’équation d’un cercle dont le centre est au point (£, n)
et dont le rayon est R, est

(4) r'— ar(Ecosw -+ nsinw) + n*+ E2—R*=o.

Je cherche I'équation qui donne les r des points d’in-
tersection des deux courbes (3) et (4). Il me suffit de
remplacer dans 1'équation (4) sinw par \/1— cos®w, et de
remplacer dans la nouvelle équation cosw par sa valeur
tirée de I’équation (3), on arrive ainsi 4 cette équation
du quatriéme degré en r

[ 3] 153905

+ [45’:—: +2 (,_3;.) (B+n*—R?)—4n

r?

+ 4%g(gz+ 2 —R})r+ (49— R =o.

Le cercle étant doublement tangent au limagon, 'équa-
tion doit avoir deux couples de racines doubles, c’est-a-
dire que les coefficients doivent étre liés par la condi-
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tion (2); donc

[4‘5’5 (- 3,?)—8 "—;,f]’(&wn’—n*)*

L=l 2 i)

% n? 2% —nzgz.
ﬁ”?5<'“7>—'ﬁ’

ou

ce qui donne v* =o axe polaire (il était évident qu’il
devait faire partie du lieu), et £*+ »*—bf = o ou
r=bcosw, cercle décrit sur la distance de 'origine au
centre du cercle directeur comme diamétre.

Note. — La méme question a été résolue par M. Francois Ainé, éléve
du lycée de Lyon.

Question 1005
(voir »° série, t. IX, p. 432 );
Pax M. GENTY,

Ingénieur des Ponts et Chaussées & Sidi-bel-Abbés.

On donne une surface du second degré et une sphére ;
si Uon désigne par «, 3, y les angles sous lesquels trois
plans diamétraux de la surface (ou trois diamétres con-
jugués) rencontrent la sphére, et par A, B, C les aires
des sections déterminées par ces plans (ou les longueurs
des diamétres), on « la relation

A?cos’z + B? cos?B + C?cos?y = const.

(H. Faure.)

On sait qu’on peut représenter les coordonnées d'un
point quelconque d’'un ellipsoide par acosk, b cosy,
ccosv, ou A, u, v sont les angles que fait une certaine
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droite avec les axes de la surface, en sorte que
€0s’) —+ cos’p - o8’y =1.

Avec cette méthode, les droites qui correspondent a deux
diamétres conjugués de la surface sont a angle droit,
c’est-a-dire que I'on a

cos) cos)’ + cosp cosp’ -+ cosy cosy' — o.
pcosp

Ceci posé, soient A, g, v, X, p/, v/, ¥, p, V" les angles
qui correspondent 4 trois diamétres conjugués d, d’, d”
de la surface, x', ¥/, 2’ les coordonnées du centre de la

sphére, R son rayon, d la distance du centre au dia-

métre d, on a
2
082y — —— s
cos‘a = R

Or, si 6, ¢/, 8” sont les angles que fait le diamétre d avec
les axes, on a

8?—= (r' cos8” — 2’ cosb’)* + (2’ c0sh — &' cos(”)? +- (' cos§’ — y ' cosB)?;

d’ailleurs,

a cos b cos c CO8y
sy cosbd = £ cost’ =

cosf — 7 =— , =-—0

donc

P (ey’cosy— bz cosu)*+ (az' cosk — ' cosv) + (b’ cosp —ay’ cos))?
= ?

d2
donc :
o cos’a:(cy, cosy — bz' cos )+ (a7’ cos)h — ¢z’ cosv)4-(bx' cosp—ay’ cosi)?
. R? ’
de méme

122 (cy'cosy'—bz'cosp’)’+ (az'cos) —cx'cosv')*+(ba'cosp' —ay'cos) )
d'*cos’f—= " s
(ey'cosy” — bz'cos p” P+ (az'cos )’ —cz’ cosv” )2 +(bx'cos p” —ay’cos A )?

] 20 ——
d"*cos’y = e )
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et, par suite,

13( B3 - ¢?) 4 ¥ (e + a?) + 2 (a? bt
d’cos’a+d"cos’§+d"cos"y=r ( )+ (B’ a) (a?+ &%)

On démontrerait aussi simplement que
"3
A’cos’a -+ B?cos?B + C?cos’y = e (b2 "*+ ety +a* b?2'?),

A, B et C étant les aires des sections faites dans la sur-
face du second degré par trois plans diamétraux conju-

gués, et a, 3, 7 les angles sous lesquels ces plans coupent
la sphére donnée.

Question 1040
(voir 2* série, t. X, D. 479);
Par M. T. DOUCET,

Professeur au lycée de Lyon.

On donne deux surfaces fixes de second ordre; on
imagine une droite D telle que les plans tangents aux
points ot elle rencontre les deux surfaces se coupent en
un méme point M :

1° Lorsqu’on se donne le point M, il y a une droite D,
et une seule, satisfaisant a la question : elle est Uinter-
section des plans polaires du point M par rapport aux
deux surfaces;

2° Lorsque le point M décrit une droite fixe, la
droite D décrit une surface du second ordre circonscrite
au tétraédre conjugué par rapport aux deux surfaces;

3° Lorsque la droite D se meut sur un plan fixe, le
point M décrit une cubique gauche.

(L. Panvin.)

1° Cette premiére partie du théoréme est évidente.
Soient S=o0, T=o0 les deux surfaces. La droite des con-
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tacts de deux plans tangents menés a S par le point M est
située dans le plan polaire de ce point par rapport a S.
De méme pour la surface T. Si les quatre points de con-
tact sont en ligne droite, la droite est I'intersection des
deux plans polaires.

2° Soient x, y, 2z, u les coordonnées homogénes du
point M assujetti a décrire la droite

Az, + By,+Cz +Du,—o, A'z,+ By, +Cz +D'uy,—o.

Les équations de D seront

dS ds dS ds
xl% --i—y,; +z'd-_z+u‘;;:0’

dT dT dT dT
x‘Zz‘— +.7|"7‘;‘+ZIE -+ uIE:OO

Silon élimine x, y, z, u entre ces quatre équations, on a
as ds as as
dr dv dz du
2T 4T 4t a1
dz dy dz du
A B C D
A B C D

:0;

c'est une surface du second ordre.
Les sommets du tétraédre conjugué sont déterminés
par les équations

ds ds ds ds
& & & da
4T T 4T T 4t
& & &

.

Soit k la valeur commune de ces rapports. Si I'on sub-
dT , dS ,dT 2 dS

az td ey tayt o
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. X1, (Novembre 1872.) 33

stitue dans le déterminant &
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voit qu’il a, abstraction faite du coeflicient &, deux ran-
gées identiques. Il est donc nul. Les quatre sommets du
tétraédre sont sur la surface.
3° Soient Ax +By + Cz +Du = o le plan tixe dans
lequel se meut la droite D; x, y, z, u les coordonuées du
point M. Les équations de I) peuvent s’écrire

dS  dS  dSs  dS

.Z‘d—‘z“ +j-zy_| —+ z~dzl —+ udul =0,
dT dT dT dT

Xe— +y—— +2—4+U—-— =0.
dz, dy, dz, du,

Tout plan passant par cette droite a une équation de la

ds e dT"
a = — L..==0.
dx, Adx‘>+

forme

Pour que ce plan soit le plan fixe, on doit avoir

dS )‘(lT dS _dT dS 4 .AdT ds ) dT
e e R A S

U A B = C D

On reconnait facilement que I'élimination de A entre ces
trois équations donnerait deux surfaces du second ordre.
On peut voir, en outre, sans cflectuer I'élimination, que
ces deux surfaces ont une droite commune : c’est la droite
qui unit les poles du plan fixe par rapport 4 S et a T.
Soient, en effet, (x/, v/, 2/, u'), (2", y", 2", u") ces
deux poles. Ils sont donnés par les équations

dS ds dT dT
aw & e~
T, =T

On voit immédiatement que les équations (1) sont satis-
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faites, quel que soit A. Les deux poles appartiennent tous
deux aux deux surfaces que représentent les équations (1).
1l en est de méme de tout point de la droite qui les joint.
Soit, en effet, (x, y, z) un point quelconque de cette
droite; on a

4 u—u

xr—x y—yry z2— 2

zl/ —_ z/ ‘7” —_— -7.’ zl/

77 9
— 1 v —u

d’ou, en appelant ¢ la valeur commune de ces quatre
rapports,
r=pz" + 2 (1 — p),

et de méme pour y, z et u.
Il en résulte

dSs ds ds

& =gy v =) o

et trois équations analogues pour y, z et u.

De méme pourla surface T. On voit encore que le point
(x, y, 2, u), quel que soit 1, satisfait aux équations (1);
il se trouve sur les deux surfaces qu’elles représentent.
L’intersection de ces surfaces se compose d'une droite et
d’une cubique gauche. Le point M ne peut se trouver sur
la droite; les quatre plans tangents dont il est 'intersec-
tion passeraient par cette droite. Or il n’existe qu'un seul
systéme de quatre pareils plans dont les quatre points de
contact d’ailleurs ne sont pas, en général, sur une méme
droite. Le point M décrit donc la cubique gauche.

Note. — Cette question a aussi été résolue par M. Moret-Blanc, pro-
fesseur au lycée du Havre.

33.
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Questions 1059, 1060, 1061 (Lionner);

(voir »° serie, t XI, p.qv),

Par M. V.-A. LE BESGUE.

1. Dans les équations qui suivent, les expressions

rt T

» x? supposent x nul ou entier positif. La formule

a4 ..
- —~-prend ainsi les valeurs
2

o, 1, 3, 6, 10,...;

ce sont les nombres triangulaires.
l.a formule x* donne les valeurs

0, 1, 41 ¢ IR
ce sont les carrés.

Si I'on regardait les nombres triangulaires comme les

sommes
(z+1)x
2

1+2+3+...+ax=

oL ]CS nombres carrés comme ]CS sommes

l+3+5+.‘.+(2.‘r——1):22'm:.12,

on ne verrait plus comment zéro peut étre indifféremment
nombre triangulaire ou nombre carré, puisque, dans le
premicr membre des équations précédentes, x n’est pas
nul.

Pour ce qui suit, il faut admettre que o et 1 sont indif-
féremment nombres triangulaires ou carrés. Il suffira

sz 4z . ,
donc de considérer les formules — x*®, qui repré-

sentent les nombres triangulaires et les carrés.

2. Si n est un entier quelconque, les questions 1059,
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1060, 1061 donnent les trois équations

-2 2
‘ n=ar e LL T ;H (Q. 1089),
(a) ‘( Nt 4t + "'__:".l (Q. 1060),
27 1= ¢* 4+ r* 4+ s* 4 (s +1)* (Q. 1061).

Ces équations conduisent immédiatement aux suivantes :

fr +1=4x*+ (y + 2z + 12+ (y — 2)%
{(b) 8n 1= 4(t+ul-+4{t— ul+ (29 + 1),
fn +1=(q 4 r)*+ (g —r) 4 (2s+1)%.

On a donc deux décompositions de 47+ 1 en trois carrés
ct unede 872+ 1 en trois carrés. Or la Theorie des nom-
bres de Legendre (3° édit., n° 317) apprend que ces
décompositions sont possibles; il suffit donc de prouver
qu’elles peuvent prendre les formes (&) pour que 'on
puisse en conclure I'exactitude des équations (a).

3. Quand on décompose 47n ~+ 1 en trois carrés, il y
en a nécessairement deux pairs et un impair. Soit

b1 =4+ 47+ (a5 +1)5
il en résulte

fn+2=14q> +4r* 4>+ fs + 2,
ou
2n+1=2(qi+r}) + 28+ 25+ 1,
27+ 1= (g, +r )+ (q —r )+ + s+ 1)

ce qui, en posant ¢, -+ 7, =¢, ¢, —ry=r, donne pré-
cisément la troisiéme équation (a).
4. Pour avoir la premiére équation (a), il faudra

prendre
fn+1={4x* +y+z%
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Comme I'un des nombres y,, z, est pair et lautre im-
pair, on peut poser, en admettant y; > z,,

Yit+z=2y—+r1, , . Vorni=r+z+1,
d’ou E
Yi1—32z =22 41, 2, =y —3,
fn 1= 4o+ (r + b 1P+ (r — 2.
C’est la premiére équation (b) qui entraine la premiére
équation (a).
5. La décomposition de 87 +1 en trois carrés dont
un seul est impair a nécessairement la forme
8rn41=4 4+ fu+ (20 +1)3,
ou t} + u? est nécessairement pair; d’ou il résulte que
t, + u, ett, —u, le sont également, car on a

t]+ ul v 40
n— ———— 4+

?

2 2
ou
(t.—}—u.)’ (tl-—u.)’ 040
n— + | — ) + .
2 2 2
Si 'on fait ¢, + uy, = 2¢, t, — u, = 2u, on aura pré-

cisément la deuxiéme équation (a).

6. Dans les exemples numériques, on verra s’intro-
duire 1 et o, pouvant étre considérés comme carrés, ou
comme nombres triangulaires.

Soit
1° IT—=1-+1-+Q.

Dans le second membre, on peut prendre 1+ 1 comme
deux nombres triangulaires, ou comme un carré et un
nombre triangulaire.

Soit

20 2.5+ 1=11=0+14+1+9.
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11 est décomposé en quatre carrés, dont deux (o et 1)
sont consécutifs. Ainsi les trois équations (a) se trouvent
vérifides.

Nota.— 1l serait important de donner des démonstra-
tions directes des équations (a), car on simplifierait ainsi
la théorie de la décomposition des nombres en trois car-
rés, ce qui est 'objet de la troisieme Partie de la Théorie
des nombres de Legendre.

Note. — MM. Brocard et Moret-Blanc ont résolu de méme ces trois
questions.

Question 1079

(voir »¢ seric, t. X1, p 192),

Par M. MORET-BLANC.

Montrer que, pour toute valeur entiére el positive du
nombre m, la suile terminée

2 2 2 ( ) zzzm( N (n 2)
—m—=sm(m—1)+ =5 zm(m—1)(m—2
T r 3 135 !
2222 .
- 73 5:II}(III——‘-I)(HI—Z}(I)I—3)—1—..

/

a pour valeur
2m

2m— 1
(Haron pE LA GOUPILLIERE.)

L'égalité a démontrer peut s’écrire, en multipliant
m— 1

. 2
ses deux membres par
om

2m—1 (zm—l)(zm—2)+(2m-—1)(2m——2)(2m~—4)
T 1.3 ~1.3.5

_ lam—1)tam = 2)(
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ou

(2m—2) (2m—1)(2m—2) (2m—1){2m—2)(2m—4)
' 1.3 + 1.3.5
(2m—1)(2m—2)2m—4)(2m —6)
o 1.3.5.7 .

..—o,
égalité qui, par I'addition successive des différents termes,
devient

(2m — 2)(2/)1-—4)(2"1—6)...(2m~—2n)__0
1.3.5. (2n—1) -

ou simplement
(2m— 2)(2m — 4)(2m —6)...(2m — 2n) =o.

Elle est évidemment satisfaite par toutes les valeurs en-
tiéres et positives de m, depuis 1 jusqu’a n, quelque
grand que soit 7, ce qui démontre le théoréme.

Note. — Autres solutions de MM. Gambey, Mister, Le Paige, de Virieu,
Lenglet.

Question 1080

( voir méme tome, p. 192 );

Pax UN ABONNE.

Montrer que, pour toutes les valeurs entiéres et posi-
sitives des deux nombres m et n, la suite terminée

1 on 1 n(n—1) 1 n(r—1)(n—2) 1
—_—— -+ _
m  1m-1 1.2 m—+2 1.2.3 m-+3
n(r—1)(n—2)(rn—3) 1
1.2.3.4  m-+4 7

a pour valeur
1.2.3.4...(m—1)

(n+1)n+2)...(n+m)

(HaTon pr 1A GOUPILLIERE.)
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Posons
1.2.3...(m —)

T e+ prm)

nous aurons, en y faisant successivement p—=o, p=r1,..
p fomemed 71,
I I I1.2...n

Uy — — U — ———————— 900 U, — .
Twm T mma) 7 T m(m). . . (m +n)

On tire de la

1.2.3...p
(m—41)(m + 2)...(m +])+l}’

Upy— Up = Aty = —

c’est-a-dire que, au signe prés, on passe de u, a Au, en
changeant m en m + 1. On passera donc de v, a A’u,
en changeant m en m —+ 2, et, en général, de u, a A"y,
en changeant m en m+ n. Faisons p = o, nous au-
rons

I
Aty, — ==
m—-n

et, en appliquant la formule de la théorie des différences
qui donne u, en fonction de u,, et de ses différences suc-
cessives

n n(rn.1)
Up=— Uy + — AUty + ANuy+.. ,
1 1.2

on trouve la formule proposée.
Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc, Mister,

Lenglet, Brocard, de Virieu, Le Paige.



