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SURFACES DE REVOLUTION DU SECOND DEGRE;
Par M. Grorces DOSTOR.

1. Conditions nécessaires pour qu'une surface du se-
cond degré soit de révolution. — Supposons que I'équa-
tion générale

F(@ 7y 3)= Az Al A"
(1) +2Byz+2B'z2z + 2B zy
+2Cx +2Cy +2C0"24+D=o0

représente une surface de révolution.

Admettons d'abord que les coefficients B, B', B” des
rectangles des trois variables soient tous différents de
zéro.

Tous les plans conduits par I'axe de révolution sont
des plans principaux, de sorte que, si «, 3, y désignent
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les cosinus des angles de direction d’une droite quel-
conque perpendiculaire a I’axe, I'équation
of L+ B, + 1Sl =0,
ou celle développée

(Ae+B"f + By)x + (B"x + A'B + By)y
+ (B« + BB - A"y)z2+ Ca+ C'B+C’y=o0

représentera le plan méridien perpendiculaire & cette
droite.

La perpendicularité de la droite («, {3, y) et duplan (2)
est d’ailleurs exprimée par I'égalité de rapports

Ae+B"B+By  B'a+ A'B+By Ba-+BE-+ A"y .
« o B - 7 o

’

s désignant la valeur commune de ces rapports.
Ces équations, qui reviennent a

(A—s)ae+ BB+ B'y=o,
B"a—‘f—(A’——J)ﬁ + By =o,
B'«+ BB + (A" — s)y =o,

peuvent se transformer. Pour cela, multiplions la pre-
miére par B, la seconde par B’, la troisiéme par B, et
ajoutons aux deux membres des égalités résultantes les
quantités respectives B'B”«, B”Bf@, BB’y ; nous trou-
vons ainsi les relations

B'B’z + B"Bp + BBy
—[(s— A)B +B'B")a
—[(s —A’)B' +B"B]p
=[(s — A")B"+ BB']y.

Cela obtenu, nous ferons observer que toute droite
perpendiculaire 4 I'axe est normale 4 I'un des plans mé-
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* ridiens, lesquels existent en nombre infini; par consé-
quent, les relations précédentes doivent exister pour une
infinité de valeurs de «, 3, y. Il faudra donc que I'on ait
séparément

B'B”a + B”"Bf +~ BB’y —o,

3
(3) (s —A)B+B'B"—=(s—A’)B'+B’B—(s—A")B"+BB'=o,

d’ou 'on tire

B/BI/ IIB " BBI
M T

Telles sont les conditions nécessaires pour que 1’équa-
tion (1) du second degré représcnte une surface de révo-
lution.

2. Autre expression de ces conditions. — Posons
(4) S --2s=A+ A+ A",

Si nous ajoutons les deux derniéres valeurs (I) de s,
nous avons
B”B BE'

28 =A'+4 A" — B T w®

9

qui, étant retranché de (4), donne

B”B BBI
S=A+ 5+
Les conditions (I) peuvent donc aussi se mettre sous
la forme

B'B BB ., BB BB’

- gS—A+?+F—A+F+T
, B/BI/ ‘BI/B
= A"+ B +T7

dont I'emploi se présentera plus loin au n° 6.
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3. Les conditions (I) sont suﬁsantes. — En d’autres
termes, si elles sont remplies, on pourra trouver une
droite telle que chacun de ses points (x4, y,, z,) soit le
centre d'une sphére dont les intersections avec la sur-
face (1) soient situées dans deux plans paralléles, et si

(¢ —x )+ (r —o)+(2—2)=R?

est 'équation d’une de ces sphéres, I’équation des deux
plans paralléles d’intersection sera

Ax*+ A'y*+ A"z°+ 2Byz + 2B'zr + 2B xy
5) ¢ +2Cxr+2Cy +20"2+D
—sl(z -z )P+ (y —r)P+(z—z)—R]=o.

En effet, la surface que représente I'équation (5) se
réduira a deux plans paralléles, si elle admet une infi-
nité de centres situés dans un méme plan, c’est-a-dire si
les trois équations

Az +B"y +Bz+ C—s(x—ax)=o,
B’z 4+ Ay +~Bz +C —s(y — )

)

Bx~+ By +A"z2+C" —s(z — z)=o,

qui déterminent les coordonnées du centre, se réduisent

4 une seule. Or, si nous remplagons dans ces équations
B/Bll BI/B BBI

? ? 'B,/

B B

A—s, Al—s, A" — s par leurs valeurs
tirées des relations (I), elles deviennent

1A Y4

__B_x+B”y+B’z+sx.+C:o,
B”B

B’z —+ Ty—&—Bz “+ sy, +C=o,

!

B’.z+By+?B£,z+sz. + C"=o,
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ou bien
B'B"x + B"By + BB’z + B (sz, + C)= o,
B'B’xz +B"By + BB’z + B’ (sy, + C')=- 0,
B'B"x + B"By + BB’z +B"(sz, + C")=o0;
et celles-ci seront identiques, si I'on a
B(sz, + C)= B (syi+ ¢ )=B"(s3 + C"),

c’est-a-dire si le centre (&, yy, 2,) de la sphére d'inter-
section appartient a la droite

(111) B(sx +C)==B'(sy + C)=B"(sz+ C").

Donc, siles conditions (1) sont remplies, I’équation (1)
représentera une surface de révolution autour de la

droite (1II).

4. Equation de laxe de révolution. — Les équa-
tons (III) sont celles de I'axe de révolution. On peut
leur donner une autre forme. Mettons-y, en effet, a la
place de s, les trois valeurs respectives (I), elles devien-
dront

(AB — B'B”)2 + BC == (A'B'— B"B)y — B'C’/

(IV) "
== (A"B"— BB')z + B"C".

Si nous ajoutons a tous les membres de ces égalités la
méme quantité B'B”x + B”By + BB’z, elles pourront
s’écrire

B(Az +B"y +~ B2+ C)=B (B"x+A'y + Bz + ()

:B”(B'.'l‘ —+ B‘}' —f—A”Z—{—C”),
ou bien
(v) . BA =B/ =B

Telle est la forme implicite des équations de l’axe
dans les surfaces de révolution du second degré.
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5. Equation du plan de ’équateur. — Soient 1, By v
les cosinus des angles d’inclinaison de ’axe de révolu-
tion sur les axes de coordonnées; le plan principal per-
pendiculaire a I'axe sera représenté par

Mo+ pfy +f; =o.
Or, en vertu de (III), ces cosinus sont proportionnels
. 1 I I
aux inverses g» 5 g7
plan de Iéquateur sera

ar conséquent, I’équation du
b

(VI) fi+fy L

B B

6. Equation développée du plan de I’équateur. —
Remplagons dans (VI) les dérivées par leurs développe-
ments, et ordonnons par rapport a X, Y, Z; nous aurons

z(, . B'B__BW yo ¥ BE
B *B"“TaT‘B' B B

” B/ B’/ B’/ B C C/ C’/
‘B”A B %) tTetytey)T

et, par suite des relations (II),

! CI/
(vII) s<f+1¢i>+<9+£ +“>:0,

B B ' B B B B

Telle est I'équation du plan équatorial. Elle peut
encore se mettre sous la forme

S C S c Sz + C”
x —+ 4 Y-+ N z

(VIII) . —

:O,

qui présente une certaine analogie avec les équations (III)
de I’axe de révolution.

1. Equation générale des plans méridiens. — Ces
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plans, passant par I’axe, sont représentés par I'équation
(IX) Bfy-+ mB f,— (1+m)B" fi =o,
ou encore par

(X) B(sx+C)+mB'(sy +C)— (1 +m)B"(sz+C")=o.

8. Séparation des surfaces de révolution du second
degré. — La surface de révolution que représente I'équa-
tion (1) sera un ellipsoide ou un hyperboloide, un parabo-
loide ouun cylindre, suivant qu’clle admettra un seul plan
équatorial situé a une distance finie, un seul plan équa-
torial rejeté a I'infini, ou une infinité de plans équato-
riaux paralléles. Donc

Lorsque la surface du second degré (1) est de révo-
lution, son équation représentera

1° Un ellipsoide ou un hyperboloide, si les quantités
égales

B’B BB’ BB’ B'B”
= A —_ — — A’ _— 1 =
S -+ % -+ B A+ B -+ B
BI BI/ BI/B
=AMyt

sont différentes de zéro ;
2° Un paraboloide, si ces mémes quantités sont
C C/ C//
égales & zéro, pendant que la quantité sttt
est différente de zéro;
C c’ c’
3° Un cylindre, si les quantités S et it
sont toutes égales & zéro.

PREMIER CAS PARTICULIER.

L'un des trois coefficients B, B, B" est nul.

9. Supposons que 'un des trois rectangles des varia-
bles manque dans I'équation de la surface, celui de yz
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par exemple, de sorte que B =o0. Les trois équations en
sy oty By y du n° 1 se réduisent a
(A—s)a+B/f+By=o,
B’a + (A" —s5)B =o,
B'a+ (A"—s)y=o.
Eliminons « entre la premiére de ces équations et cha-
cune des deux autres; nous obtenons les égalités
[B"?— (A —s)(A'—5)]B+B'B"y=o,
[B'?— (A"—s) (A —s)]y + B'B"B=o,

qui, devant avoir lieu pour une infinité de valeurs de
B et y, exigent que 'on ait a Ja fois

(6) B"*—(A—s)(A'—s) =0, B'*—(A” —s)(A—s) =0, B'B"= o.
La derniére condition n’est satisfaite que si I'un des

deux autres coeflicients B’, B” est nul. Donc

Pour gu’une équation du second degré, qui ne con-
tient pas a la fois les trois rectangles des variables,
représente une surface de révolution, il faut que deux
de ces rectangles manquent dans 'équation.

10. Admettons que B’ soit nul en méme temps que B.
Les deux premiéres des relations de condition (6) seront

B”?=(A—s)(A—s), (A"—s)(A—s)=o.

La premiére de ces égalités exige que s soit différent
de A, de sorte que la seconde ne saurait étre satisfaite que
s q
par s = A”. On a ainsi

(XI) B’”:(A ——A”) (AI__AII):(AII__AI) (A”——A,)-

Donc, pour qu’une équation du second degré, qui
ne contient que l'un des rectangles des variables, re-

dnn. de Mathémat., 2° série, t. X1. (Aott 1872.) 24
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présente.une surface de révolution, 1l faut que le demi-
coefficient de ce rectangle soit moyen proportionnel
entre les deux excés du coefficient qui affecte le carré
de la variable absente dans ce rectangle, sur les co-
cfficients des carrés des deux autres variables.

11. Ces conditions sont suffisantes, c’est-a-dire que
’équation (1) représentera une surface de révolution, si
Pon a

(7)  B—o0, B~ o, B"=/A"— A)(A"—A").
Dans ce cas, les équations dun® 3, qui déterminent le

centre de la surface (5) passant par I'intersection de la
surface du second degré (1) et de notre sphére, seront

(A- A")x -B"y --A"2,--C- o,
B'r+ (A'"—A")y +A"y, -C == o,
A"z --C"=—=o.
Les deux premiéres peuvent étre remplacées par

B/(A— A"z -+ B"y - B” (A" 2, --C ) = o,
B/(A—A")z (A~ A") A'— A”) y+(A—A")(A"y, -+ C")=o.

On voit par (XI) que ces trois équations seront identi-
quement satisfaites et se réduiront a une seule, si I'on a

A"z +C =0, B'(A"2,+C)=(A—A")(A"y +C),

c’est-a-dire si le centre de la sphére d’intersection appar-
tient & la droite
Az +C Ay~

—s Az-+C"=o.

(XII S S it
(XII) A A7 B

Douce I'éguation (1) représente une surface de révo-
lution autour de la droite (XII).
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En vertu de la relation (XI), les équations de I’axe
de révolution seront

A” C A— A
(XIII) :{”_yij—_—(]’:—\/ A,,? A"z—*—Ch:O,

suivant que B” sera positif ou négatif. Cet axe est paral-
léle au plan des xy.

12. Nature de la surface de révolution. — Les coor-
données a, b, ¢ du centre de la surface seront fournies
par le systéme des équations

Az +B"y 4+~ C =o,
B’z 4-A'y +C=o,
A’z 4+ C' = o,
qui donnent, eu égard a (XI),

B//c! —_ AI C B”C S AC, CI/

A AT A=A TN ArA—A) T T A

XIV) a-=

Ces valeurs sont finies, tant que A” est diflérent de
A -~ A’; dans ce cas, la surface est un ellipsoide, un hy-
perboloide ou un céne de révolution, et Véquation du
plan équatorial, paralléle a I'axe des z, est

CyA—A"=2=C'JA'— A"
A+ A — A

(XV) ayA—A" =y YA — A" -

Si I'on a A -+ A’=A", ce qui donne B”* = AA/, la
surface sera toujours un parabolo;de de révolution.
Si I’on a en méme temps

A-+-A=A", CYya +C VA =o,

la surface sera un cylindre de révolution.
Nous n’avons pas examiné le cas ou, avec B=o,
B'=o0, B”= (A— A”) (A’ — A"), on aurait en méme

24.
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temps A” = o3 car, dans ce cas, 'équation de la surface
se réduirait a

(xﬁiy\/?)z—{—2C.1:—|—2C'_7+2C”z-{ D—=o,

et représenterait un cylindre parabolique.

DEUXIEME CAS PARTICULIER.

Les trois coefficients B, B', B” sont nuls.

13. L’équation de la surface sera
(8) Ax*+ A'y'+ A”22+ 2Cx + 20’y + 2C"z + D =o,

ct ne pourra exprimer une surface de révolution que si
deux des trois coefficients A, A/, A” sont égaux. Suppo-
sons A = A’. L’équation (8) pourra s’écrire

(Az 4+ C) + Ay - C )+ 57 (A5 + C)

>

2 /2 ",
—_ <C+TL -+ %,7> +D=o.
Elle représentera toujours une surface de révolution.
1° Pour A” > o, cette surface sera un ellipsoide réel,
un point ou un ellipsoide imaginaire, suivant que le
terme D, indépendant des variables, sera inférieur, égal
c¢+c* o
-
2° Pour A” <o, elle sera un hyperboloide a une
nappe, un céne ou un hyperboloide & deux nappes,
suivant que D est inférieur, égal ou supérieur a

ou supérieur a

C+C*  C”
A AT
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3° Si'A” est nul et C” différent de zéro, la surface de
révolution est un paraboloide.
4° Enfin, pour A” =0, C"=o, elle est un ¢ylindre
réel, une droite ou un cylindre imaginaire, suivant

< o , Lo , G+ C"
que D sera inférieur, égal ou supérieur —x



