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RECHERCHES ANALYTIQUES

sur la surface du troisitme ordre qui est la réciproque de la surface
de Steiner

( suite, yoir méme tome, p. 319);

Paz M. LAGUERRE.

II. — Proprictés des lignes asymptotiques.

9. Considérons une ligne asymptotique quelconque Z
de la surface 3(; cette ligne est ’aréte de rebroussement
de la surface enveloppée par le plan dont I’équation est

u = at' + 468t + 6cf v+ fdt* +- er* =0,

t:7 désignant un paramétre variable.

Lorsqu’on donne a ce paramétre une valeur détermi-
née, I'équation précédente représente un plan oscula-
teur de Z et tangent a4 X, que jappellerai simplement
plan (¢). Fappellerai tangente (¢) la tangente a Z au
point ou le plan (z) lui est osculateur; ses équations
sont

du " du
— =0 € - =0
dt dr

Enfin jappellerai point (t) le point de contact de cette
tangente; ses équations sont

at’ 4 2 btz -+ ¢ct* = 0,
bet 4 2¢tt + dvi = o,
ct’ + adtt 4+ et? = 0.

Je dirai indifféremment que ¢:7 (ou t) est le paramétre
de ce point, de la tangente en ce point 4 I'asymptotique
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et du plan osculateur dont cette tangente est la caracté-
ristique.

Les relations précédentes et 1'équation (1) permettent
d’exprimer les coordonnées d'un point quelconque de Z
en fonction de son paramétre; on obtient ainsi le tableau
suivant :

Tableau B.
a . — fat’tt— 2Bt — 1296 0 — 407,
b= 3at'ti-+ 8B+ 6yt — a7,
¢ = — 2atdt — 4Bt 4017+ 2et7f,
d— at® — Oytict— 88630 — 3er?r,
e= 4PBt° +r12ytit --1208'T - fet’T.

10. Etant donné un point M, dont les coordonnées
p
soient a’, b, ¢', d’ et €', posons pour un instant
905 Cy » P P
a--xa b= W' c-+-xc
b--2b" ¢ dgd" gy 12075
c+ 2’ d+4+rd' e-+ e
d’aprés la méthode donnée par Joachimsthal, on obtient
I'équation du cone circonscrit a &, ct ayant pour sommet
le point M, en égalant i zéro le discriminant de la forme
P ’ S

cubique contenue dans le second membre de 1’égalité pré-
cédente. Si le point M est sur Z, on a

junndl O,

et I'équation du cone circonscrit devient
332 £ —-
Jo — 4J]g= 0.

On peut dans cette équation exprimer, en employant les
formules du tableau B, les coordonnées du point M en

(*) Pour éviter toute confusion, je ferai remarquer qu'ici j,, J}, ;
n’ont pas le méme sens que dans le paragraphe précédent.
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fonction de son paramétre t, et je ferai remarquer qu’a-
pres la substitution les invariants j,, j, j, deviendront
des covariants des formes u et v,

Comme un covariant est déterminé par son terme du
degré le plus élevé en t, il me suffira, pour calculer cha-
cun des covariants dont je viens de parler, de supposer
a', b’ et ¢’ égaux a zéro, et de remplacer respectivement
d' et e’ par at® et 43¢°. 1l viendra ainsi

Jo==[4B(ac — b*) — 2a(ad — bc)]ts .. .;

d’ou 'on voit que j, est égal & — 2]y, J, désignant le
jacobien de et du hessien de u, en sorte que

Jo-=[2(ad — be) — 2B (ac— b*)]ev -+ ...
On obtient de méme
Jo-—aatu't--
d’ou
j:):" —-mzu;

par suite, I'équation du cdne circonscrit a X et ayant
pour sommet le point (t) est

J; -+ wtju - o.
11. Le coefticient du terme le plus élevé dans le cova-
riant J} + w?® ju est
2 z [2(ad—bc)—2B(ac—b*) ) +aa*(acc+2 bed— ad*—eb:—c?) t,
ou, en effectuant les calculs,
0 (ac — b)[a*(ae — ¢) — fop(ad — be) -+ 4 ac— b7)].

Si l'on désigne par H le hessien de u et par G le cova-
riant

[e3(bd -~ ¢) — «B(ad — be) + B*(ay — B*)] &5+, . .,
22,
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on voit que ’on a identiquement
32+ olju=H(wi--{G);
d’on il suit que le cdne circonscrit se décompose en deux
cénes du second ordre, propriété caractéristique de la
surface réciproque de la surface de Steiner (*).

Remarque. — Les deux cones ainsi obtenus se distin-
guent trés-nettement par la forme de leur équation; je
dirai que le cone dont I'équation est

®

H-—o

appartient @ [’asymptotique Z, et je le désignerai par la
notation %,; il est clair que le second cone appartient
4 la deuxiéme ligne asymptotique qui passe par le
point (t).

12. Soient (1) et (1') deux points de 'asymptotique Z;
considérons le premier émanant de u,

(8) { C=t{at’*+ 3bt"t" + Bet'v'2+ di'?)
l —+ 7(b1* + 3ct'?7 4 3de'" + er”?).

L’équation € = o représente un plan passant évidemment
par la tangente (') ; si, laissant le point (t) fixe, on fait
varier le point (t'), ce plan enveloppe une surface du
quatriéme ordre ayant pour aréte de rebroussement une
cubique gauche.
L’équation de cette surface s’obtient en égalant a zéro
.

le discriminant de & (par rapport a t’ et ’); comme ce
discriminant est un covariant de u et de », il suffit de cal-

(™) Sur la surface de Steiner, woir Borcuaror, t. LXIH : CrEMONA, Sur
la surface du quatriéme ordre, etc., p. 315 et suiv. — BorcuarpT, t. LXIV ¢
KumMer, Ueber die Fldchen des wierten Grades; WEIERsTRASS, Note zur
wvorstehenden Abhandlung; ScurOTER, Ueber die Steiner’sche Fliche.
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culer son terme du degré le plus élevé qui est
[4(ac — b%) (bd — ¢*) — (ad — bc)? |,
ou encore )

[aj — (ac — ®*)i)e.

L’équation de la surface développable, que jappel-
lerai Z,, est donc

ju —i{H—o.

13. Pour tous les points de I'aréte de rebroussement
de Z,, on doit avoir

at - br bt + ex ct -+ dr

e T e T e —

bt - ¢t ct + dz di + ex
ou encore

(ac — b*)P+ (ad — be)tr + (bd — ¢*)1* == 0,
(9) ¢ (ad— be)e = (ac — e*)tr 4 (be — de)s* = o,
| (bd—c*) 2 (be — ed)tr (e — d*)r* == o.

Le déterminant de ces trois équations est égal a j?,
ainsi qu'il est facile de Je vérifier; comme il est nul par
les points de la courbe, il en résulte qu’elle est située sur
la surface .

Elle est également située sur le cone §,; 'équation de
ce cone peut en effet se mettre sous la forme suivante :

tf(ac — %) - (ad — be)t< + (bd — ¢?)7%]
- tr[(ad - be)t*+ (ac - ¢*)tt + (be — cd)7?)
+ [ (bd — )? + (be — cd)tt + (ce — d*)'] = 0.

D’ou cette conclusion :

L'aréte de rebroussement de la développable T, est
la cubique gauche, suivant laquelle la surfuce X est
touchée par le cone circonscrit a la surface, apparte-
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nant a U'asymptotique Z, et ayant pour sommet le
point (t).
De 1 on déduira facilement les propositions sui-
vantes :

Tratorime I. — Les cones du second degré circonscrits
a X, ayant leur sommet sur une ligne asymptotique Z
de celte surface et appartenant a cette li.gne asympto-
tigue, touchent X suivant des cubiques gauches. Les
surfaces développables, dont ces cubiques sont les arétes
de rebroussement, coupent K swivant la ligne L.

Tutorime II. — Etant pris un point M sur la sur-
face K, le cone, circonscrit & la surface et dont ce
point est le sommet, se compose de deux cénes du
second ordre. Chacun d’eux touche X suivant une
cubique gauche; les surfaces développables, dont ces
cubiques sont les arétes de rebroussement, coupent X
suivant les deux lignes asymptotiques qui se croisent au

point M.

14. Les cones du second degré circonscrits a o et qui
appartiennent a 'asymptotique Z touchent cette surface
suivant des cubiques gauches que je dirai aussi apparte-
nir a 'asymptotique.

Toutes les cubiques appartenant A cette asymptotique
passent par les quatre points satisfaisant aux équations

ces points sont d’ailleurs les points de rebroussement de
I'asymptotique et les points coniques de K ; leurs para-
métres sont les racines de I'équation » = o.
Indépendamment de ces quatre points, deux cubiques
appartenant a I'asymptotique Z se coupent en un cin-

quiéme point.
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Ce point est le sommet d’un céne du second degré
qui contient les deux cubiques.

Pour démontrer cette proposition, je m’appuierai sur
le lemme suivant que l'on établira facilement :

Une surface développable du quatriéme ordre (ayant
pour aréte de rebroussement une cubique gauche) étant
considérée comme P’enveloppe d’un plan mobile

S()=o,

f(}) désignant un polyndéme du troisiéme degré en 2, les
différents cones du second ordre qui passent par l'aréte
de rebroussement sont donnés par I'équation que l'on
obtient en égalant a zéro le covariant quadratique de
£,

Cela posé, la cubique gauche, suivant laquelle la sur-
face & est touchée par le cone du second ordre ayant le
point (t) pour sommet et appartenant a ’asymptotique Z,
est 'enveloppe du plan mobile défini par I’équation (8)
(1" érant considérée comme la variable). L’équation gé-
nérale des cones du second ordre passant par cette cu-
bique sera donc, en vertu du lemme précédent,

at+ br bt -cr ct =-dr
‘blﬂ—(“r ¢ -dt At +er | = o,

| P2 ' g 2

ou, en effectuant les calculs,

‘ [ (ac — )¢ - (ad — be) tr + (bd — c*)7?)

(10) ¢« -~ 17 (ad— bc)e - (ae — c*jtz - (be — cd)t?]

a - t{(bd — )2 (be - cd)tr - (ce — d*)T]=o.

Je remarque maintenant que cette équation est symé-

trique par rapport a 7 et 'y d'ont les propositions sui-
vantes :
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Tatorime IlI. — 8i de deux points (t) et (t') situés
sur U'asymptotique Z, on méne les cones du second ordre
cwrconscrits a X et appartenant & cette asymptotique,
les deux cubiques gauches de contact sont situées sur un
méme céne du second ordre, dont le sommet est le point
d’intersection des deux cubiques distinct des quatre
points nodaux de XK.

Remarque. — Ce cone est défini par I’équation (10).

Trtoreme 1V. — Etant donnée une cubique quelcon-
que passant par les quatre points coniques de X, la
surface développable, dont cette cubique est 'aréte de
rebroussement, coupe X swivant une de ses lignes asym-
ptotiques Z.

8i Uon considére les divers cénes du second degré qu
contiennent cette cubique, ils coupent K suivant les di-
verses cubiques appartenant a Z, en sorte que les déve-
loppables dont elles sont les arétes de rebroussement
contiennent toutes 7, et que les développables circon-
scrites a K le long de ces cubiques sont des cénes du
second ordre dont les sommets sont situés sur Z.

15. 1l est facile d’étendre les résultats précédents a une

asymptotique quelconque Z, résultant de l'intersection
de X avec la quadrique

6% ZPQII -+ P’/f:().

A cet effet, j'établirai d’abord une formule trés-simple et
que j’aurai souvent occasion d’employer.

Soit, en conservant les notations du § I, le systéme
linéaire gauche
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d’ou
7? o o T —tr
U~ —tr o o X o 0 0;
4 o o o 0 o

le produit HUH, est aussi un systéme gauche que je ferai
égal a (¥)

o xr oy
V= —=x oz,
—y —z O
en sorte que I'on aura
z o o s —r =z
Vo= —y o o X o o o,
z o0 o o o o
et par suite
<! z
Hy.: —tr = — 7.
5 T

De I'équation (4) on déduit

H(I- U)H,— pA -01-'V,
d’o

A(I--U)=-A(pA - 6814 V).

Représentons, pour abréger, par ¢(x, y, z) la forme
quadratique

axt - 4yy?—+ ext—40zy + 4Byx -+ 29 x3;

en développant la relation précédente, on obtiendra 1'é-
quation

(11) P?(‘T’f’z)+29(‘tz—)’2): 0,

en sorte que, quand le rapport z: v prend toutes les va-

(™) N est important de ne pas confondre ici le systéme linéaire H avec
le hessien de u que j'ai designe par la méme lettre.
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leurs possibles, les variables x, y, z restent constamment
liées par la relation (11).

16. Cela posé, d’aprés ce que J’ai démontré plus haut,
P’équation générale des cdnes circonscrits appartenant a
P’asymptotique Z s'obtient en égalant a zéro le hessien
de u; on peut donc Vécrire de la facon suivante :

a b ¢ T — 13t
b ¢ d~+ —1t o —1P | =—o,
c d e (A — t

ou simplement
A(A +U,) --o.

Les cdnes circonscrits appartenant a I'asymptotique Z,
auront par suite pour équation
A(A'+ U,) = A(H,AH -~ U,) = A(A + H, U, H,) = o,
ou encore
A(A - V"v -0,

ou cnfin en développant
S (ac — b*)x*+ (ae — ¢*)y’ i-(ce — d?)

+2(be — cd)yz + 2(bd — ¢*)zzx + 2(ad — bc)xy = o.

Telle est I'équation générale des cones du second
ordre circonscrits a X et appartenant a l’atgympto-
tique Z,, les wariables x, y, z étant assujetties a satis-
faire & I’équation (11).

17. L’équation générale des cones du second ordre qui
conticnnent les cubiques gauches appartenant a I'asym-
ptotique Z (Cf, n°® 14) peut se mettre sous la forme

S 2 0 o Y )
ACA+ —7t 0o 0o X o o 08:0.

I o o 0 o o



(347)
L’équation analogue pour les cubiques appartenant a
I’asymptotique Z, sera

7? o o L
A|lHAH-+4 —7t o o ™ o o o
t o o o o o
‘ o0 o L U )
= A¢{A--Hy —1t 0o 0o o o X Hp,
t o o [} o o

ou encore, en vertu des relations que j’ai établies plus
haut,

2

w
!
<

s o
°
°
1
°

o o
ASA+ —ry o o0 <
x o o

D’ou la conclusion suivante :
8i l'on désigne par x, y, z et x'y y'y z' deux sys-
témes de variables satisfaisant respectivement & I'équa-
tion (11), I'équation générale des cénes du second ordre
qui contiennent les cubiques appartenant a I’asympto-
tigue Z, est
q d d
I’_Z -t '_f._;_z’_[:().
dx dy dz
Je désigne ici par f la méme forme quadratique que dans
le numéro précédent.
Les équations des cubiques gauches elles-mémes sont

(ac — b*)x - (ad — be)y + (bd —c*)z =0,
(ad — be)r + (ae — *) y + (be —cd)z= o0,
(bd — )z -- (be —cd)y + (ce —d*)z=o0.

(La suite prochainement.)



