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SUR LES PERMUTATIONS CIRCULAIRES DISTINCTES-,
PAR M. C. MOREAU,

Capitaine d'Artillerie, à Constantine.

Désignons respectivement par P£ et par P£ les permu-
tations rectilignes et circulaires de S lettres, et par l'abré-
viation h\ le produit i . 2 . 3 . . . % . Si les S lettres sont
toutes différentes, on a, comme on le sait,

p; =

Cette dernière formule tient à ce que chaque permu-
tation circulaire, pouvant être ouverte à chacune des
lettres qui la composent, donne naissance à S permuta-
tions rectilignes différentes, et que par suite

Supposons maintenant que les S lettres ne soient pas
toutes différentes et que A, B, C, . . . , L représentent
respectivement les nombres des lettres a, i , c,. . . , / qui
entrent dans chaque permutation, ayant d'ailleurs

dans ce cas,
S!

A!B!C!...L!

Quant aux permutations circulaires, si les nombres A,
B, C,. . . , L n'ont aucun diviseur commun, on aura en-
core, par la raison déjà donnée,

Mais, si les nombres A, B, C,. . ., L ont des diviseur*
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communs, il n'en sera plus ainsi, parce que, parmi les
Pj permutations circulaires distinctes de ces S lettres, il
s'en trouvera qui pourront se décomposer en groupes
égaux et qui, à cause de cela, ne donneront pas naissance
chacune à S permutations rectilignes différentes.

Soit donc d le plus grand commun diviseur des nom-
bres A, B, C , . . . , L ; supposons S = sd, et que, décom-
posé en ses facteurs premiers, on ait

Désignons encore respectivement par Pf et V{, d étant
8 8

un diviseur de d, les permutations rectilignes et eircu-
i . v • ï s i A B C L S
lairesdistinctes de - lettres avec -\-T-\- -t- . ._|~_=-,

o d o ö o o

de façon que P̂  =
h

Cela posé, les permutations rectilignes ou circulaires
distinctes des S lettres considérées comprennent :

i° Des permutations qui ne peuvent pas se décom-
poser en groupes égaux et dont nous désignons le nombre
par XT;

i° Des permutations qui peuvent se décomposer en
Pu Pi, Pu» • • ou pn groupes égaux, en pxpt, pxp^. . -
ou pn^.ipn groupes égaux. . . .

Or, en supprimant pour le moment les indices supé-
rieurs, les nombres de ces dernières permutations sont
respectivement

Pi Pl Pn

P S » P * _ > * * • > _ _ _ 1 _ _ '
Pi Pi PlPi \>n-xPn



et l'on voit, par un raisonnement très-simple et très-
connu, que Ton a

Xt=:Ps--ÏPs 4-2P , - 2 P s 4-...dbP , ,
Pi PiP* PxPiPs }>ipipt...pn

les sommes 2 se rapportant aux combinaisons i à i,
2 à 2, 3 à 3,... , n k n des nombres premiers^, p«,..., pn.

Au surplus, et pour enlever tout doute à cet égard, s'il
pouvait en exister, l'exactitude successive des ternies de
cette formule tient à l'égalité évidente

m m (m — i) m (m — 0 ( w — 2 ) _i_
I 1 .2 1 . 2 . 3

Maintenant chacune des X£ permutations circulaires
restantes donne naissance à S des Xj permutations rec-
tilignes restantes, puisque toutes celles qui peuvent se
décomposer en groupes égaux ont été écartées, et il en
résulte

sxj = x;,
équation de laquelle nous allons déduire la valeur cher-
chée dePj:.

Pour cela, mettons en évidence les exposants au st2,
«3v • • -, a», c'est-à-dire posons

— p p — p

s *• a , , ^ , . . . ,a ; i > *• s —" *• aj — 1,04, . . , a w >

P~i

" S ==z P a , - x , a , — i , a s , . . . , a „ ) >

Pipi

P P

la valeur de X̂  deviendra

— p Vp _i_Vp _i_
s r a t , a2, . . . a ; ; ^ ^ a , - 1, C j , . . . , a.n ~t~ ^ * a , - 1 , *=£- 1,.. , a„ ~r" • • •

±P . . - «»-

Considérons maintenant les fonctions génératrices de



P r et de P% c'est-à-dire deux fonctions des variables auxi-
liaires fj, £j, £3 , . . . ,*„,

et

telles que dans leurs développements, suivant les puis-
sances entières et positives de ùi9 £ 2 , . . . , £„, les termes
en ff'./J». . .£*» aient respectivement pour coefficients
P*,,*„...,hn

 e t !%,*,,...,*„> îl e s l clair que, d'après cette dé-
finition, Xj et Xc

s seront les coefficients de £j*.fj*.. .**"
dans les développements des fonctions

et

ou, ce qui revient au même, de

/ r ( f | , * „ . . . , * n ) ( l — r , ) ( l — t 3 ) . . . ( l — t n )

et

et que, à cause de S == sp^pt*. . •Pn'1? si, dans cette der-
nière fonction, on remplace ti par pi^i, £2 par pït*^. . .
et fn par jt?n^n, SX£ sera le coefficient de t*1. tp. . ./JJ dans
le développement de

9P2t29...jpnta)(l—pltK)(l—p2tt). . . ( i — pntn).

Cela posé, comme l'équation

sx̂ , = x;
est générale et a été établie en dehors de toute hypothèse
particulière faite sur les valeurs des nombres a l5 a«,..., orn
et ra, il en résulte que l'on peut écrire

s f c ( P \ t > , . . . , P n t , i ) { l — p i t t ) . . . ( l — p n t n )
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puisque, dans les développements de ces deux fonctions,
les coefficients des termes semblables sont égaux. On aura
donc enfin

= fr{t„t9,„.7tn) 0-̂ (1-̂ )̂ .(1-̂

et il ne reste plus qu'à égaler dans les deux membres de
cette équation les coefficients de *?*./£*./J8. . . Z"w.

Dans le premier membre, ce coefficient est

et, en remarquant que le coefficient de £f* t%*... tk
n

n dans le

développement de la fonction -— 1LLL1A. ^L—
r r (1—Pltl)(l—Plti)...(l—Pntn)

on voit que celui de ff1*!2.. .^w, dans le développement
du second membre, sera la somme d'un certain nombre
de termes de la forme

Or Pilp^> • »Pnn e s t u n diviseur quelconque d de d%

représente combien il y a de nombres inférieurs à 8 et
premiers avec lui, et P^-*„...,«„-*„ = P?5 donc on aura

la somme 2 s'étendant à tous les diviseurs 5 du plus
grand commun diviseur cL y compris 1 et r/, CJ>(à) ayant
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la signification usuelle indiquée plus haut et P£ étant le

g

nombre des permutations rectilignes distinctes de - let-

tres, c'est-à-dire —-S'â"" S'

La valeur de P'! est donc

Ainsi, si i, £,, <î,v . ., d sont les différents diviseurs
de d, on aura

W A i L
. L ! ' *, A f L , - d A , B , L ,

* ,"• • <?,' d'd""d'

telle est la formule que nous nous proposions de trouver.


