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SUR LES PERMUTATIONS CIRCULAIRES DISTINCTES ;
Par M. C. MOREAU,

Capitaine d’Artillerie, a Constantine.

Désignons respectivement par P} et par P¢ les permu-
tations rectilignes et circulaires de S lettres, et par I’abré-
viation k! le produit 1.2.3...k. Si les S lettres sont
toutes différentes, on a, comme on le sait,

PP =S8! et P{=(S~—1)!

Cette derniére formule tient a ce que chaque permu-
tation circulaire, pouvant étre ouverte a chacune des
lettres qui la composent, donne naissance a S permuta-
tions rectilignes différentes, et que par suite

SP¢=P].

Supposons maintenant que les S lettres ne soient pas
toutes différentes et que A, B, C,..., L représentent
respectivement les nombres des lettres a, b, ¢,..., [l qui
entrent dans chaque permutation, ayant d’ailleurs

A+B+C+...+L=S;
dans ce cas,
S!
P =xmen o

Quant aux permutations circulaires, si les nombres A,
B, C,..., L n’ont aucun diviseur commun, on aura en-
core, par la raison déja donnée,

SP¢=P!.

Mais, si les nombres A, B, C,..., L ont des diviseurs
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communs, il n'en sera plus ainsi, parce que, parmi les
P¢ permutations circulaires distinctes de ces S lettres, il
s'en trouvera ui pourront se décomposer en groupes
égaux et qui, a cause de cela, ne donneront Pas naissance
chacune a S permutations rectilignes différentes.

Soit donc d le plus grand commun diviseur des nom-
bres A, B, C,. .., L; supposons S = sd, et que, décom-
posé en ses facteurs premiers, on ait

— 2 {2 3 @,
d= VPP - Vo

Désignons encore respectivement par P7 et P!, d élant

5 5
un diviseur de d, les permutations rectilignes et circu-
. . S A B C L S
laires distinctes de = lettresavec . 4+ + _ + .. +~—-==>»
) ¢ d 9 )
o
de facon que P d
acot e Pl=
ST A I
5lgleg!

Cela posé, les permutations rectilignes ou circulaires
distinctes des S lettres considérées comprennent :

1° Des permutations qui ne peuvent pas se décom-
poser en groupes égaux et dont nous désignons le nombre
par X3

2° Des permutations qui peuvent se décomposer en
P1s Pas Pase s OU p, groupes ¢gaux, €n pipPs, PiPase - -
ou p,_p, groupes égaux. ...

Or, en supprimant pour le moment les indices supé-
rieurs, les nombres de ces derniéres permutations sont
respectivement

P., P,,.., P, ,

P1Pe P—nP: PuarPn

s e e i st e s s s e 00y
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et on voil, par un raisonnement trés-simple et trés-
s P P

connu, que l'on a

X,=P,—3P, +3P, —3P , +...=p .
P Pips P1P2Ps PiPaPs---Pn

les sommes X se rapportant aux combinaisons 1 i 1,

242,3243,...,nan des nombres premiers py, py,..., p..

Au surplus, et pour enlever tout doute a cet égard, s’il

pouvait en exister, P’exactitude successive des termes de
cette formule tient a I'égalité évidente
m m(m—1) m(m—1)(m—2)

—_— — +...E1=—1.
1 1.2 1.2.3

Maintenant chacune des X¢ permutations circulaires
restantes donne naissance a2 S des X permutations rec-
tilignes restantes, puisque toutes celles qui peuvent se
décomposer en groupes égaux ont été écartées, et il en

résulte
SXe = X7,
équation de laquelle nous allons déduire la valeur cher-
chée de Ps.
Pour cela, mettons en évidence les exposants a,, 2,
%3ye s ., &, Cest-a-dire posons

P;:Pa,,u,,.,.,a,,y Pi:Pul“vu!‘-- 1@n)y
P
P o =Pasag—1,05. .09 ~o-eoon ceeane ooy
PipP2
P s ::Pa.—x,ai— TyereyOp—1°

PAPs - Pn
la valeur de X, deviendra

X:: pu,,ag, e, T zpu,— T, Cgy.eny Gy _f‘EPa,—]‘ci—x,,, ,a,,“f‘ e
+P

@y -1, -1

Considérons maintenant les fonctions génératrices de
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Pr et de P¢, c'est-a-dire deux fonctions des variables auxi-
haires t,, 2y, t3,. . -, t,,

ﬁ(tlytu--tytn) et f;-‘(tw t!”--y’n)’

telles que dans leurs développements, suivant les puis-
sances entiéres et positives de ¢, #,,..., t,, les termes
en .15, . th aient respectivement pour coefficients
P; i...r. et Pi i 4, il est elair que, d’aprés cette dé-
finition, X7 et X¢ seront les coefficients de t&.¢3. . .12
dans les développements des fonctions

Sty o yt) (1 — 26, + 2t —. . =0t 0)
et
Seltnty. . ) — 26+ 206, —. .. Eon. .8,

ou, ce qui revient au méme, de

Sttt (1—e)(1—28)...(1—¢)
et

Se(tty oo t)(1—8)(1—8). .. (1—1t),

et que, 4 cause de S = sp{ps:...po, si, dans cette der-
niére fonction, on remplace ¢; par p;t,, t, par pats,...
ett, par p,t., SXS sera le coefficient de #§:. 1. . .1 dans
le développement de

sfo(pitiy patay . o oy puln) (1 — pi8) (1 — pata). . (1 — paty).
Cela posé, comme I’équation
SXe = X7

est généralc et a été établie en dehors de toute hypothese
particuliére faite sur les valeurs des nombres oy, as,..., a,
et n, il en résulte que 'on peut écrire

-‘,/;([)Jn cee ’pntn)(l —"]7|t|\~ - ~(l "'[)n,n)
=L(t,. . 5t)(t--t) (1—ta),
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puisque, dans les développements de ces deux fonctions,
les coefficients dgs termes semblables sont égaux. On aura
donc enfin

sfe(pitis pataye o oy Pata)

=St tasyeeayts)

(1—t)(1—t)...(1—¢)
(=t ) (L —pats) . < (1 — Pata)

et il ne reste plus qu’a égaler dans les deux membres de
cette équation les coefficients de 121,122,152 . . 1%n.
Dans le premier membre, ce coefficient est

spup. . .pPg o, = SPS,

gy Ogy e ney

et, en remarquant que le coefficient de tf¢f:. .. t*» dans le
(1—a)(1—t)...(1—1,)

(1—pit,) (1—psts). o . (1—pats)
est égal a k'(l-—-i> "!( _’_> ’fn( __L>

S P1 Pl’zl Pz, ’Pnlpn’

on voit que celui de #§*¢3. . .1, dans le développement
du second membre, sera la somme d’un certain nombre
de termes de la forme

phiphe.. P (‘—;‘) <'—;:‘) ce (1'”‘pl> P:,~k,,“.,a,.—-k,.'
1 2 n

Or pjipl:. . .pk est un diviseur quelconque d de d,

ki phs, | pkn 1), 1—L>= )
Piph ,. (l p.) ( o ¢(9)

représente combien il y a de nombres inférieurs a ¢ et
premiers avec lui, et P, _, ., =DP;; donc on aura
s

développement de la fonction

SP{=2¢(J) Py,
3

la somme X s’étendant i tous les diviseurs 0 du plus
grand commun diviseur d, v compris 1 et d, ¢(d) ayant
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la signification usuelle indiquée plus haut et P étant le

3
. .1 - S
nombre des permutations rectilignes distinctes de 3 let-
3
tres, c’est-a-dire 8
’ AB L
) 3 8

La valeur de P¢ est donc
|

P‘;=é2?(6)P§ :Zﬁaﬁ g«s
¢

Ainsi, si 1, 8y, J4y. .., d sont les diftérents diviseurs
de d, on aura

2o

e S—1)! () ) o) \d /"

P*‘D‘B!...L‘!+”a. A LT AB] L
5‘ §' d'd-.to{t.

telle est la formule que nous nous proposions de trouver.



