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MEMOIRE SUR LA THEORIE GEOMETRIQUE DES COURBES
DU TROISIEME ORDRE;

Par M. KOEHLER.

Si 'on congoit un faisceau de coniques passant par
quatre points, un faisceau de droites pivotant autour
d’un autre point du plan et lié anharmoniquement au
premier, le lieu de leurs intersections est une courbe du
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troisiéme ordre. Ce théoréme constitue la véritable défi-
nition géométrique de ces courbes, et permet d'établir
toute leur théorie an moyen des seules ressources de la
géométrie pure, en se servant des propriétés des lignes
d’ordre inférieur. C'est ainsi que la théorie des coniques
peut étre déduite de leur génération par deux faisceaux
homographiques de droites (7'raité des sections coni-
ques de M. Chasles).

En premier licu, je rappellerai la méthode donnée par
M. Chasles pour construire une cubique déterminée par
neuf points a, b, c,..., i. Je prends arbitrairement quatre
des points donnés a, b, ¢, d pour servir de base au fais-
ceau des coniques génératrices; je circonseris au quadri-
latére efgh une conique C capable du rapport anharmo-
nique des quatre coniques abede, abedf, abedg, abedh;
puis au quadrilatére efgi une conique C’ capable du
rapport (abede, abedf, abedg, abedi); C, C’, qui ont
déja trois points communs efg, se coupent en un qua-
triéme point P, toujours réel, qui sera un dixiéme point
de la courbe demandée, ct le pivot du faisceau de rayons.
Il est clair, en effet, que le faisceau P(e, f, g, A, 1) est
homographique au faisccau des polaires d’un point quel-
conque par rapport aux coniques abcd (e, f, g, I, i).

Cette construction met en évidence la nécessité de se
donner neuf points pour déterminer une cubique.

I. Toutes les cubiques passant par huit points donnés
a, b,c,...,h passent par un méme neuviéme point.

abcd élant la base des coniques, soient P, P’ les pivots
correspondants aux deux cubiques abc...hi, abe. . .hi'.
Ces deux points sont sur la conique C circonscrite a efgh
et capable du rapport anharmonique abcd (e, f, g, k). Il
est évident que, si abc...hi et abe...h’ ont d’autres
points communs, ils seront situés sur cette conique C;
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car les rayons tels que Px, P’z menés a I'un de ces points
appartiendront aux faisceaux homographiques qui ont
leurs sommets en P, P/, et dont on a déja quatre couples
de rayons correspondants, savoir : P(e, f, g, k),
P’ (e, f2 &> ). Prenons pour base abce; on verra de
méme que les points communs appartiennent a la coni-
que C,, circonscrite & dfgh et capable du rapport anhar-
monique abce(d, f, g, k). C et C, se coupent en un
quatriéme point k, toujours réel ; k appartiendra aux
deux cubiques, et, comme il ne dépend en aucune fagon
des neuviémes points ¢ et i/, le théoréme est démontré.

La construction du neuviéme point d’intersection k
conduit, ainsi que je le montrerai plus loin, a plusieurs
propriéiés fondamentales des cubiques, lorsqu’on donne
aux huit premiers points des positions particuliéres.

II. Si, parmi les neuf intersections d’une cubique avec
trois droites quelconques, six points appartiennent a une
conique, les trois autres sont en ligne droite.

Fig. 1.

Soient a, b, ¢, d, e, f, g, &k huit points répartis, comme
Iindique la fig. 1, sur trois droites quelconques, les six
premiers appartenant a une méme conique. Parmi les
cubiques qui passent par ces huit points, il y en a deux
qui passent en /, savoir: la cubique composée des trois
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droites ab, cd, ef, et celle qui se réduit a la conique
donnée et a la droite gh. Toutes les autres passent donc
en . Le systéme des droites ab, cd, ef peut se concevoir
comme engendré en prenant pour base abed, et i pour
pivot; il en est de méme pour le systéme de la droite gh
et dela conique. Dans le premier cas, a la conique (ab, cd)
correspond le rayon ihg, a toutes les autres coniques du
faisceau correspond le rayon unique ife; I'inverse a lien
dans le second cas.

Autrement. — Supposons une cubique définie par les
six points a, b, ¢, d, e, f sur une conique, et par trois
points quelconques 7, m, n. Soit abed la base. La coni-
que C circonscrite au (uadrilatére Imne et capable du
rapport abed(l, m, n, ), la conique C' circonserite &
/mnf et capable du rapport abed (I, m, n, [) donnent le
pivot 7 par leur guatri¢éme intersection; mais les deux
rapports anharmoniques sont égaux, puisque les deux
coniques abcde, abedf coincident; on en conclut que la
quatriéme intersection Z est sur la droite ef. Considérons
la conique du faisceau réduite au systéme (b, cd); le
rayon correspondant issu de 7 la rencontrera en deux
points g, 2, qui appartiendront, ainsi que 7, a la cubique.

Le théoréme général qui précéde conduit, comme on
sait, & divers corollaires dont la démonstration directe
est d'ailleurs trés-simple :

1° Les tangentes menées a une cubique en trois points
pris en ligne droite coupent la courbe en trois points
également en ligne droite.

Si I'on prend, pour déterminer une cubique, trois
points en ligne droite a, b, ¢ (fig. 2), les tangentes en
b, c, les points d, ¢ ou elles coupent la courbe, enfin
deux autres f, g pris d’'une maniére quelconque, on voit
facilement qu'en prenant pour coniques génératrices
celles qui ont un double contact suivant bc, le pivot sera
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sur la droite de; soit P ce pivot. Au rayon Pa corres-
pond la conique réduite & la droite double b¢c; Pa est
donc tangente a la cubique en a.

Fig. o.

a

2° La droite qui joint deux points d’inflexion coupe la
courbe en un troisiéme point d’inflexion.

Soient at, bt' deux tangentes d’inflexion, ¢, d, e trois
points quelconques qui achévent de déterminer la cu-
bique. Si I'on prend pour base deux des trois points
infiniment voisins confondus en a, et deux des points
infiniment voisins confondus en 2, le pivol sera sur la
droite ab. Pour mener la tangente en ce point, il suffit
de chercher le rayon correspondant a la droite double ab
(conique passant au pivot); quel que soit ce rayon, les
trois points de la courbe qui lui appartiennent, savoir :
le pivot lui-méme et les deux points d’intersection avec
la conique ab, seront confondus en un seul.

On démontrerait, d’'une maniére analogue, que les
trois asymptotes d’une cubique coupent la courbe en trois
points en ligne droite; que si, par un point d’inflexion,
on meéne trois droites quelconques, les six points d’inter-
section appartiennent a une conique.
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3° Supposons que les points d, e de la fig. 2 coinci-
dent; le pivot P sera sur la tangente en d, la droite Pa
sera toujours tangente en a, et I'on aura ce théoréme de
Maclaurin :

87, d’un point d’une cubique, on méne deux tangentes,
la corde de contact coupe la courbe en un troisitme
point, et les tangentes menées au point donné et en ce
dernier point se coupent sur la courbe.

4° Si le point (d, e) est un point d’inflexion, le pivot P
vient se confondre avec lui, et I'on en conclut que, si
par un point d’inflexion on méne trois tangentes, les trois
points de contact sont en ligne droite.

ILa cubique définie par un poiut d’inflexion I, la direc-
tion de la tangente, les contacts a, b, ¢ situés en ligne
droite, enfin par un dixiéme point quelconque, est en-
gendrée par un faisceau de coniques tangentes en b, ¢
aux droites 15, Ic, et par un faisceau de droites issues
de I. La corde de contact est la polaire du pivot I par
rapport i toutes les coniques génératrices; relativement
a la courbe et au point d’inflexion, elle jouit des mémes
propriéiés que les polaires des coniques. Ainsi toute sé-
cante menée par le point I est divisée harmoniquement
par ce point et par la corde de contact; si I'on méne deux
sécantes quelconques Imn, Im'n’, les droites mm/, nn'
et mn', m'n se coupent sur cette corde.

IlI. Soient ab, ac deux tangentes a une cubique me-
nées d’un point a de la courbe, ae la tangente en a, d le
troisiéme point d’intersection de la courbe et de la
droite be ( fig. 3).

D’aprés un des théorémes précédents, ed est tangente
en d; en d’autres termes, le systéme des neuf points formé
par les quatre contacts a, b, ¢, d et par le point ¢ con-
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stitue un groupe pivotable pour nne infinité de cubiques.
Quel que soit le dixiéme point m choisi pour déterminer
une de ces courbes, si I'on prend pour coniques généra-
trices celles qui ont un double contact suivant bc, le

Fig. 3.
b
i a__a m_ iz n_
e ¢
d

pivot des rayons sera en e. Concevons que le point m se
déplace sur une transversale aa; a chaque position de m
correspondra une position de »n, troisiéme intersection
de la cubique et de la transversale, et réciproquement;
on aura ainsi des segments en involution mn, m’n’,....
Lorsque m coincide avec «, la cubique se réduit a la
droite ea et a la droite double b¢, le segment mn devient
le point ¢, qui est donc un des points doubles de I'invo-
lution. Lorsque m vient en &', intersection de aa et de
de, la cubique devient le systéme des droites a'a, ab, ac,
de sorte que a’a est un segment de I'involution; le second
point double est «’, conjugué harmonique de « par rap-
port a aa’. On peut donc énoncer ce théoréme :

S§t, par le point d, on méne une droite da' telle que
le faisceau d(a, a,2', a’ ) soit harmonique, toute trans-



(28)
versale issue du point a est coupée harmoniquement par
les droites da, da' et par la cubique en m,n.

C’est la douziéme proposition du Traité de Maclaurin
sur les courbes du troisiéme ordre.

IV. On donne une cubique a point double, deux tan-
gentes ab, ac menées d’un point a de la courbe; toute
transversale passant en a est divisée harmoniquement
par la courbe, par la corde de contact bc et par la droite
qui joint le point double O au point d ou cette corde ren-
contre la courbe ( fig. 4).

Fig. 4.
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Toutes les fois qu'un des points de la base des comques
coincide avec le pivot des rayons, il est un point double
de la cubique engendrée; lorsqu’un point double entre
dans les données, il suffit de six autres points pour achever
de déterminer la cubique; on peut prendre alors arbi-
trairement trois des six points pour compléter la base (¥).

D’apreés cela, soit Oabc la base, O étant le pivot. A la
conique Oabch, c’est-a-dire (ab, Oc), correspond le

(*) M. de Jonquiéres, dans ses Mélanges de Géométrie et dans son
Mémoire sur la génération des courbes, a étudié avec détails la construc—
tion des courbes du troisiéme, du quatriéme ordre et méme des ordres
supérieurs a points multiples, dans divers cas particuliers.
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rayou 0b; de méme le rayon O ¢ correspond a I'ensemble
des droites ac, Ob, et le rayon Od & I'ensemble des
droites Oa. bc. Menons par le point a une transversale
quelconque; on aura les segments aT', ay, a4, auxquels
correspondent respectivement les rayons Oy 5, OT', Od3.
On voit que les points T, y, A d’une part, y, T, d de
Pautre, déterminent deux divisions homographiques dont
les points doubles sont les intersections de la courbe et
de la transversale. Comme I" et y sont en correspondance
réciproque, les segments formés par les couples de points
homologues sont en involution; AJd est un de ces seg-
ments : il est donc divisé harmoniquement par les points
doubles, ce qui démontre le théoréme.

V. Si, par un point d’'une cubique, on méne quatre
tangentes, les lignes qui joignent deux 4 deux les points
de contact se coupent sur la courbe ( fig. 5)

Fig 5

Soient Oa, Ob, Oc, Od quatre droites convergentes;
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il est évident qu’on peut déterminer une cubique par les
conditions de passer en O et de toucher en a, b, ¢, d les
quatre droites.
Je prends abed pour base; pour trouver le pivot, il
faut circonscrire au quadrilatére abOc une conique C
capable du rapport anharmonique des quatre coniques

abed, abed, abcdO, abed, et au quadrilatére a5 Od une
conique C’ capable du rapport abed, abed, abedO, abed
(la notation abcd désigne la conique tangente en b i la

droite Ob). Or, toutes les coniques du faisceau détermi-
nent sur la tangente en O 4 abcd O une involution dont
O est un des points doubles. Le second point double P
n’est autre chose que le point de concours de toutes les
polaires de O, puisque c’est le conjugué harmonique de
O par rapport a tous les segments. Pour les cinq coniques
considérées, abed (a, b, ¢, d, O), les polaires sont les
droites Pa, Pb,Pc, Pd, PO, et elles forment un faisceau
homographique & celui des coniques. P est donc le pivot,
et on l'obtient en prenant le conjugué harmonique du
point O par rapport a un segment quelconque de 'invo-
lution, par exemple a3 intercepté sur la tangente par la
conique (ac, bd). On voit qu’a chaque conique du fais-
ceau correspond un rayon qui est la polaire du point O.
En particuler, si I'on considére le couple de droites ac,
bd, le rayon correspondant sera Pf’; f est donc un point
de la cubique. Il en est de méme des points g, /.
Corollaires. — 1° Les rayons Pf, Pg, P/ sont tangents
a la cubique en f, g, &3 on a donc immédiatement les
quatre tangentes issues de P, la quatriéme étant PO. Enfin,
la tangente en P sera la tangente a la conique POfgh,
ou, ce qui revient au méme, le rayon correspondant a la
conique abcd P ces conséquences sont évidentes. De plus,
les points de concours des cotés opposés et le point de
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concours des diagonales du quadrilatére Ofgh seront
trois nouveaux points de la courbe. Soit p le point et la
tangente en P a la conique PO fgh rencontre la conique
abcdP; il suffira de joindre p aux trois points dont il
s’agit pour avoir les tangentes en ces points.

2° Toute transversale menée par le point O est divisée
harmoniquement par la courbe et par deux des cordes de
contact.

Cette propriété résulte immédiatement de ce que les
polaires du point O par rapport aux coniques du fais-
ceau abcd sont précisément les rayons homologues du
faisceau de droites; car les points de la courbe situés sur
la transversale sont les points doubles de I'involution
déterminée par les coniques sur cette droite ; ils divisent
harmoniquement tous les segments, en particulier ceux
quinterceptent les couples de cordes (ac, bd), (ab, cd),
(ad, bc).

La transversale est aussi divisée harmoniquement par
la cubique et par la conique abcdO, qui est la premiére
polaire du point O.

3% Supposons que le point P coincide avec un des

Fig. 6.

a

ppints fs & h, avec h par exemple. Alors la droite
J& (fig. 6) passera en O; pour avoir la tangente en P a
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la cubique, il faudra mener le rayon correspondant a la
conique abcdP. Comme cette conique se réduit a deux
droites, on voit que la courbe a trois points confondus
en P; P est un point d'inflexion, O fg est la corde de
contact, la tangente d’'inflexion est la polaire de O par
rapport aux droites ad, bc.

On peut présenter ces résultats sous la forme suivante .
Soient P un point d’inflexion, PO, P f, Pg les tangentes
issues de ce point, Oa, Ob, Oc, Od les tangentes issues
du point O; les points de rencontre des cotés opposés du
quadrilatére abcd et de ses diagonales sont en P, f, g.
Cette propriété des cubiques fait 'objet de la question 896
des Nouvelles Annales, proposée par M. Sylvester, et
dont une solution analytique a paru dans le numéro
d’avril 1871.

VI. Lorsqu’'une cubique passe par les six sommets
d’'un hexagone abcdef et par deux des points de con-

f e

cours g, I des cotés opposés, elle passe nécessairement
par le troisiéme point de concours ¢ (fig. 7).
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On peut toujours faire passer une cubique par les neuf
points @, by ¢,. .+ L3 mais je vais prouver que la ques-
tion est indéterminée ou que les neufs points forment un
groupe pivotable. _ ‘
Soient abde la base, ¢fghx, cfgiy les deux coniques
qui doivent donner le pivot; la premiére est capable
du rapport abde(c, f, 8, ), la seconde du rapport
abde(c, [, g, t). Sigct y sont les points ou les coniques
abdef, abdeg coupent la droite dck, le premier des
deux rapports anharmoniques ci-dessus est celui des
quatre points ¢, 9, 7, h. Pour trouver g, il suffit de
joindre le point b au point v ou th rencontre fg, en
vertu du théoréme de Pascal appliqué a I'hexagone in-
scrit abgdef. Pour trouver 7, il faut joindre le point a
au point ¢ ou ic rencontre fg (méme théoréme appliqué
a I'hexagone abgedy). Celte construction des points ¢
ct y fait voir que le rapport (¢, ¢, 7, i) est égal a celui
du faisceau de droites 7(c, f, g, k). Donc la conique
ofghx passe en Z; on verrait dc méme que la conique
cfgiy passe en &, et que, par conséquent, elle se confond
avec la premiére, ¢’est-a dire que le pivot est indéterminé.
En général, pour faire passer une cubique par neuf
points satisfaisant aux conditions de I'énoncé, on peut
prendre (uatre des points pour base, et placer le pivot
en un point quclconque de la conique passant par les
cinq aultres.
Remarque. — Jai dit que le rapport anharmonique
(¢; 9, 7, h) était égal a celui des faisceaux i(e, f, g, /).
Soient, en effet (méme figure), in, iec deux trans—
versales issues d'un point 7; prenons sur hc, ne deux
points quelconques o, f. Si 'on joint c¢f; eg, les points
a', b ou ces droites rencontrent hf, no sont en ligne
droite avec i, en vertu du théoréme de Pascal appliqué
a Thexagone hfcegn inscrit dans le couple de droites

dnn. de Mathém., o€ sévie, t. X1, (Janvier 1852.) 3
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he, ne. Menons des transversales telles que zab; 4 chaque
position de iab correspondent des points g, y obtenus en
joignant cb, ea; g et y décriront deux divisions homo-
graphiques dont on a trois couples de points correspon~
dants, savoir (f, 9), (¢, ¢), (0, h). Donc, etc.

Corollaire. — Soient ab, ac deux tangentes issues
d’un point a d’une cubique, 4 un autre point de la
courbe; e, f les troisiémes intersections des droites db,
de. Si l'on joint bf, ce, ces droites se coupent en un
point g appartenant a la cubique.

Il suffit, pour le reconnaitre, d’appliquer le théoréme
précédent a I'hexagone fecebb dont deux cotés scnt infi-
niment petits. C’est la seiziéme proposition du Traité de
Maclaurin. On en déduit facilement diverses conséquences
curieuses sur lesquelles je n’insisterai pas.

(La suite prochainement.)



