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ETUDE D'UN COMPLEXE DU SECOND ORDRE

(suite, voir méme tome, p o ),

Par M. PAINVIN.

§ II.

18. Si, dans I'équation (3), n° 3, on regarde u,, v, w;
comme des coordonnées variables et qu’on supprime les
indices, on a I'équation suivante :

| A (g0 — 0gor) + B (g0 —wo ) + C(0g 12 —= 1o 0)?

(r) (34) |

— (1 — u,"* - («'—(u.)~ — (a0 —ay)=o,
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laquelle représente une conique, enveloppe des droites
du complexe situées dans le plan I (u,, v,, w,); nous
dirons que c’est une conique du complexe, et nous la
désignerons par T'.
Cette équation développée peut s’écrire

C 13 (Col +Bw: — 1)+ ¢*(Aw) + Cuj —1)
~+ w?(Bu] + Av) —1) — 2Av, a0
(35) ! 0 [

— 2Bayuywie — 2 Cugvauv + 20,1

4+ 20,0 4 250 — (0l 4+ 02+ w?) = o.

Le centre de cette conique, ou le péle du plan de I'infini,
a pour équation

(36) Uglt ~ 000 = wow — (02 -+ 02 + wl) = 0;

ses coordonnées x4, y;, 2, sont

x 2z 1
(36[/is) -——-I:-'r—‘:-—‘-:—-,‘————,————j.
u, 0, w, U+ o5+ wl
on voit que ce sont les coordonnées du pied de la perpen-
diculaire abaissée du centre O de lellipsoide sur le plan

(#gy 0oy y) OU Wy + 0,y 4wz —1=—0.
Donc :

Trtorime VI. — Les droites du complexe, situées
dans un plan fixe 11, enveloppent une conique I' dont
le centre est le pied de la perpendiculaire abaissée du

centre O de Uellipsoide sur le plan II.

On voit, par I'équation (35) ou les valeurs (36 &is),
que la conique I' n’est jamais une parabole, tant que le
plan TI n’est pas a I'infini, puisque cette conique ne peut
pas étre touchée par le plan de linfini.

Quand le plan I1 est & I'infini, la conique I" devient le
cercle imaginaire de infini.
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16. L’équation tangentielle générale des surfaces ho-
mofocales de I'ellipsoide donné est

37) aw + bv* + w? —1 4 Mu + v+ w?) = o,

A étant un parameétre arbitraire.
Si l'on exprime que la surface (37) touche le plan
(19 Yoy W,), ON 2

(38) h = a“uﬁ—i—b’vﬁ%—c’w:—l.

- )

2. Z 2
Wy v, + wy

A, sera le paramétre tangentiel de la surface unique
homofocale touchant le plan TI.

Soit J le point de contact; par le point J passent trois
surfaces homofocales dont une touche le plan IT en J;
une des normales, JC, a ces surfaces, sera perpendiculaire
au plan II, et les deux autres, JA et JB, seront dans ce
plan. Si I'on imagine le cone du complexc ayant son
sommet en J, les axes de ce cone seront les droites JA,
JB, JC; le plan II coupera le cone suivant deux généra-
trices tangentes a la conique I', dont le centre est le pied I
de la perpendiculaire abaissée du centre O de lellipsoide
sur le plan; JA et JB seront les bissectrices de ce systéme
de tangentes. Ajoutons de suite que JA et JB ne peuvent
pas ¢tre paralléles aux axes de la conique I'; car, s’il en
était ainsi, JA, par exemple, par le centreI de la conique,
et le plan AJC, qui est un des plans tangents aux surfaces
homofocales passaut par J, contiendrait le centre O de
Vellipsoide, ce qui est évidemment impossible.

Le point J est le seul point du plan I1 pour lequel
deux des axes du cone du complexe, ayant son sommet
en ce point, sont dans le plan IT lui-méme; car il n’y a
qu’une scule surface homofocale touchant le plan I1.

On peut se proposer de chercher quels sont les points
d'un plan I donné pour lesqucis un des axes du cone du
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complexe correspondant a ces points se trouve dans le
plan IL. Le lieu est une courbe du 3¢ ordre.

17. L’équation (35) de la conique peut s’écrire

C (1ol wl)(atu? + b 4t —11)
(39} \ +(atul+ bl +crwl—1) (P + v —4-ar)

( —2 (Ut —+v,0-- ) (@ Uy w02 0, 0+ 'y w— 1) = 0.

Or les deux premiers groupes de termes de cette équation
donnent, en égalant I'ensemble a zéro, une surface homo-
focale dont le paramétre tangentiel est égal et de signe
contraire a celui de la surface homofocale touchant le
plan donné; d’ailleurs

a*uyi + 20w + ctwy v —1=—=o0

est le pole du plan I1 par rapport a Pellipsoide donné;
I’équation
Woll 4+ Vo0 4 Wy == O

est celle du point a linfini sur une perpendiculaire au
plan IL. D’aprés cela, I'équation (39) met en évidence la
proposition suivante :

Tutorime VII. — La conigue T’ du complexe, située
dans un plan 11, est inscrite dans un cére ayant pour
sommet le péle du plan 11 par rapport a Uellipsoide
donné et circonscrit & une surface homofocale dont le
PARAMETRE TANGENTIEL est égal et de signe contraire
celui de la surface homofocale qui touche le plan 11;
elle est également inscrite dans un cylindre perpendi-
culaire au plan II et circonscrit a la méme surface
homofocale que le céne précédent.

18. Déterminons maintenant les longueurs des axes
de la conique T représentée par I'équation (35). Je rap-
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pellerai d’abord les formules suivantes, démontrées dans
ma Géométrie de Uespace, p. 425 :
Si P’équation tangentielle d’une surface du 2° ordre est

(1) (A + A'v’ + A"w? 4+ 2Bow + 2B wu + 2B uv
? +2Cu+ 2C¢ + 2C"0 +- D =o0,

I'équation aux carrés, p*, des longueurs des axes sera

| D'+ DDA+ A"+ A") — € — C? — C"]p!
+D[D(A'A"—B+A"A—B"+AA'—B")
+ 2(BC'C” + B'C"C + B"CC')
—C(A"+A")—C*"(A"+A)
(1) — € (A + A
A B B C
B A B
‘ AR SN 7 R
\ ¢ ¢ ¢ b }

La direction des axes étant définie par les équations

(111) cose ggs_{i _ (-057,

o v w

les quantités u, v, w seront déterminées a I'aide des équa-

tions
' (A — M+ B+ B'a -+ C=o,
‘ B”u-- (A" — k)¢ 4+ Bw + C'=o,

(Iv) , B'# -~ Be -+ (A"—4k)ow+C"=o,
\ Cu+Cv+C'w-+D=o0;
A — 4 B B’ C |

V) B” A —k B (0 E .

B’ B A —k
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19. Appliquons ces formules & ’équation (35) de la
conique T'.
Nous poserons :

8§ = u? 4 v* 4 a2, cercle imaginaire de I'infini;
G=BCu’+CAv’+ABw?, section de la surface G par
fo le plan de Vinfini;
( S=a*uw*+b*v*+c*w*—1, ellipsoide donné;

8 = o0 est 'équation tangentielle du cercle imaginaire de
linfini; G = o est 'équation tangentielle de la section
de la surface G par le plan de l'infini; § = o est I'équa-
tion tangeuntielle de I'ellipsoide donné.

Nous poserons encore
M=¢e8 + § —1,
(41) N :Sogo"‘eso'—so-

Les équations (I) et (V) deviennent alors respectivement,
la premiére (I) :
(42)  8ip* — So(€So+ Ho— 1)p* + (8:Go — €80 — §) = 0,
ou
(42 bis) 8ip* — MS§p* + N=o0;
la seconde (V) :
(43) A —(eS—+ 50— 1)k + (8Go — €8y — 50) =o,
ou
(43 bis) k— Mk +N=o.

Ainsi Uéquation (42), ou (42 bis), donne les carrés
des longueurs des axes de la conique T, située dans le
plan (ug, v, wo); I’ equatton (43), ou (43 bis), donne la

quantité k, qui permettra, & l’aide des relations (1II)
et (IV), n° A5, de déterminer les directions de ces axes.
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Le calcul qui conduit aux équations (42) et (43)
n’étant ni long ni difficile, je me dispenserai d’en écrire
les détails.

20. Avant de tirer de ces formules les propriétés fon-
damentales qu’elles renferment, je vais compléter ce
premier calcul en déterminant la direction des axes de la
conique T'.

Aprés y avoir remplacé les coefficients A, A',... par
ceux de I'équation (35) de la conique T', les trois pre-
miéres équations (1V), n° 18, peuvent s’écrire

‘ [g(.*—A(A'—f—l)]ll ~+Auy=u,[BCuyu + CAoyo+ABw,w],
(1°) « [Go—B(k-+1)]¢ = Boy= 0, [BGu,u + CAv,0+ABw,w],
[Go— C(h=+1)]w~+ Cwy,—=w,[ BCu, ¢ + CAvyo+ABa];

d’ou 'on déduit

/

, [Go— A(k+1)]= + A=[G,— B(k+1)] - +B
(2°) ’ °
( =[G = C(k+1)] = +C.

En désignant par p la valeur commune des rapports (2°),
on en tire

u=u —«P'_A—

\ TR AR
—B

3e ‘e = e, k=2

( ) O(J.o___B(‘__*_I)’
| oL

Wy ——

ng’o-—C(/f—i—l),

si I'on substitue ces valeurs dans les équations (1°), on
constate qu’elles se réduisent a des identités, ce qui de-
vait étre.

Substituons alors dans la quatriéme des équations (1V),
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n° 18, qui n’a pas encore été utilisée, et qui est, dans le
cas actuel,
UgU == Vo0 —+ wyw — § == 0}

on trouve que, eu égard a I'équation (43 bis), le coeffi-
cient de p, savoir :

2
uy

+ +
Go—A(hk+1) G —B(h+1) G—Clh+1)

2 2
0o w

est nul; on a donc
P-:w .

Or, d’aprés les équations (III), n® 18, on a

cosa[Go—A(h+1)]  cosB[G,—B(k+ 1)]__cosy[Go—C(k~1)]
u(p—A) — wlp—B)  wm{p—C)

Introduisons dans ces égalités la valeur p. =%, onen
conclut que les angles a, 3,y de la conique (I') avec les
axes sont déterminés par les équations

‘ cosa[ Gy — A(k -1)]  cosB[G— B(A =+ 1)]

(44) z :cosy[gl’o—c("+l)]

wy

u, [

9

ot k est une des racines de I’équation (43).
On peut encore déterminer les axes de la conique (T')
par les équations suivantes :

\ UgZ —+ 0y ) — 03— 1= 0,

a3 Go—A(k+ )12 - 63[Go—Blh-+1)] T
0

)

(46 bis)
+ e [G—Clk+1)]==o.

\ Wo
La premiére de ces équations représente le plan de la
conique; la seconde est celle d’un plan perpendiculaire
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a celui de la conique et paralléle a la direction (a, 3, 7)
des axes de la conique.
Dans ces équations, k désigne une des racines de 1’é-
quation (43), savoir :

(43) K —(e8* + 5o — 1)k + (80(o— €8y — 8,)=o.

On vérifie aisément que les deux plans (44 bis) sont per-
pendiculaires entre eux, ce qui doit avoir lieu d’aprés le

théoréme VI, n° 15,
(La suite prochainement.)



