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MEMOIRE SUR L’EMPLOL DES IMAGINAIRES DANS LA GEOMETRIE
DE L’&SPACE

( suite, voir méme tome, p. 14);

Par M. LAGUERRE.

7. La facon dont j’ai défini au n°® 5 les surfaces anal-
lagmatiques, au moyen de leurs sections circulaires,
s’étend d’clle-méme au cas ou ces surfaces ont un plan
de symétrie; dans ce cas, I'une des sphéres principales
se réduit 4 un plan, ainsi que la surface du second degré
correspondante, et les définitions que j’ai données précé-
demment, la définition comme enveloppes de sphéres et
la définition par points, deviennent illusoires. Mais,
avant d’aborder ce sujet, il est nécessaire d’exposer quel-
(ues considérations trés-simples sur la transformation
des figures par rayons vecteurs réciproques.

Etant donnés un point quelconque a, réel ou ima

81-
naire, et le cone isotrope ayant ce point pour sommet, il
est clair que, par une transformation quelconque par
rayons vecteurs réciproques, ce cone isotrope se trans-
forme en un autre cone isotrope ayant pour sommet le
point qui correspond au point a. Si donc on a deux
points quelconques a et b, au cercle (a, b) correspondra
aprés la transformation le cercle («, 3), « et 2 désignant
les points qui correspondent aux points a et &.
Imaginons une surface anallagmatique comme le lieu
des différents cercles (a, a’), (b, '), (c, ¢'),... détermi-
nés par les points ou les génératrices d’une surface du
second ordre aa’, bd', cc’,... s’appuient sur un biqua-
dratique sphérique F, et effectuons sur cette figure unc
ransformation par rayons vecteurs réciproques. La
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courbe F se transformera en une autre biquadratique
sphérique @ ; sur cette courbe @, aux points a, a’, b, V/,...
correspondront des points a, &', B, ff’,..., et la sur-
face transformée de la surface donnée sera le lieu des
cercles (2, a'), (B, B'),.... D’ot 'on peut, en passant,
tirer cette conséquence, que les droites aa’, B3/, yy/,...
sont, comme les droites aa’, b¥', cc/,..., les génératrices
d'une méme surface du second ordre.

Considérons maintenant une biquadratique sphé-
rique F ‘et une surface du second degré quelconque A,
passant par cetle courbe. Toutes les génératrices d'un
méme systéme de A, telles que aa’, peuvent étre obte-
nues en choisissant arbitrairement une génératrice ss’ de
Pautre systéme et en menant des plans par cette derniére
génératrice. Ces divers plans couperont la sphére suivant
‘des cercles passant par les deux points fixes s et s’ et
chacun de ces cercles coupera la courbe F en deux points
variables a et a’ situés sur une méme génératrice de A ;
le lieu des cercles (a, a’) est I'anallagmatique définie par
la surface A et la focale F ; on peut donc énoncer la pro-
position suivante :

Si, par deux points fixes s et s', d’'une biquadratique
sphérique F, on méne un cercle variable rencontrant la
courbe F aux deux points a et a’, le lieu des cercles
(@, a’) est une surface anallagmatique ayant F pour
focale.

Transformons maintenant la figure précédente en pre-
nant le péle de transformation sur la sphére qui contient
la courbe F'; la surface anallagmatique donnée se trans-
forme en une surface anallagmatique ayant pour plan de
symétrie le plan qui correspond a la sphére. La focale F
se transforme en une anallagmatique plane ¢ sur laquelle
se trouvent les deux points ¢ et ¢’ correspondant aux
points s et s'; et 'on obtient la proposition suivante :
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Si, par deux points fixes ¢ et 5’ d'une anallagmatique
plane @, on méne un cercle variable coupant la courbe
aux points « et a, le lieu des cercles («, ') est une sur-
face anallagmatique ayant pour plan de symétrie le plan
de la focale ®.

Le second systéme de sections circulaires appartenant
a la focale ¢ s’obtiendrait facilement : en effet, étant
mené par ¢ et par o’ un cercle quelconque coupant la
focale en deux points « et a’; si, par ces deux points, on
méne un cercle variable rencontrant ® aux points p et p’,
les différents cercles tels que (o, p’) constitueront ce se-
cond systéme de sections circulaires.

Les plans des différents cercles tels que (2, «') ont
pour traces, sur le plan de la focale P, les perpendicu-
laires élevées surles segments a2 en leurs points milieux.
Toutes ces perpendiculaires, il est facile de le voir, en-
veloppent une conique ayant pour foyers les foyers sin-
guliers de 'anallagmatique @ (*). D’ou l'on peut con-
clure que, quand une série de surfaces anallagmatiques a
pour focale commune une anallagmatique plane, les
traces des cylindres enveloppés par les plans des cercles
de ces surfaces appartenant a cette focale, sur le plan de
symétrie, sont des coniques homofocales ayant pour foyers
coumuns les foyers singuliers de la focale.

8. La proposition précédente n’est, du reste, qu’un
cas particulier d’un théoréme relatif aux anallagma-
tiques en général et que I'on peut éuablir trés-simple-
ment.

Considérons une surface anallagmatique quelconque R,
ayant pour focale une biquadratique sphérique F. Les

(*) Voir, dans les Comptes rendus de U Académie des Sciences (janvier
1863), ma Note intitulee = Théorémes généraua sur les courbes, ete.
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plans des divers cercles de la surface, appartenant a cette
focale, cnveloppem un cone ayant pour sommet le centre
de la sphére S, sur laquelle est située la focale; et ces
plans sont perpendiculaires aux diverses génératrices de
la surface du second degré A passant par la focale qui
détermine la surface R. Pour trouver les droites focales
de ce cone, je rappellerai que ces droites sont les inter-
sections des divers plans isotropes qu’on peut lui mener
tangentiellement. Or, les perpendiculaires 4 un plan iso-
trope touchant I'ombilicale en un point donné w sont les
diverses droites isotropes passant par ce point correspon-
dant aux plans isotropes tangents au cone ; donc des géné-
ratrices isotropes de A, et réciproquement. Une généra-
trice isotrope de A doit percer le plan de l'infini en un
point de 'ombilicale, et aussi en un point de la trace de
la surface A sur le méme plan. Soit £ T'ombilicale et
a, b, ¢, d les quatre points ot cette courbe rencontre la
focale F; la surface A passant par cette focale, sa courbe
d’intersection avee le plan de l'infini est une conique
passant par les points @, b, ¢ et d, et il est clair que les
génératrices isotropes de A sont les huit génératrices pas-
sant par ces quatre points. Les traces, sur le plan de
I'infini, des quatre plans qui leur sont perpendiculaires
ct qui passent par le centre de la sphére, sont les quatre
droites menées tangentiellement & I'ombilicale par les
quatre points a, b, ¢ et d; les focales du cone sont donc
les six droites conjuguées deux a deux qui joignent le
centre de la sphére aux divers points d’intersection p, ¢,
r, ¢, t, u des quatre tangentes. On voit que ces focales
sont complétement déterminées par la focale F et ne dé-
pendent en aucune facon de la surface particuliére A. On
peut donc énoncer cette proposition :

Sil'on considére une série de surfaces anallagmatiques
homofocales, et si, pour chacune de ces surfaces, on



((112)
construit le cone cnveloppe des cercles appartenant a
I'une de ses focales, tous les cones ainsi obtenus sont
homofocaux.

Yajouterai que les focales de ces cones sont les focales
singuli¢res des cones ayant pour base la focale de la sur-
face anallagmatique considérée, et, pour sommet, le centre
de la sphére sur laquelle cette courbe est située. Mais,
pour abréger, je laisse de co6té la démonstration de ce
point de détail (*).

9. Je reviens maintenant au mode de description des
surfaces anallagmatiques a plan de symétrie, donné au
n° 7, pour montrer comment il s’applique aux surfaces
du second ordre. Ces derniéres s’obtiennent lorsque la
focale, qui, en général, est unc courbe anallagmatique
plane, se réduit a une conique. Soit donc une conique
quelconque C réelle (on du moins ayant une équation
réelle) et a, @’ deux points fixes pris sur cette conique.
Par ces deux points, menons un cercle quelconque cou-
pant la conique en « et en «’; d’aprés ce qui a été dit
ei-dessus, le lieu des cercles tels que («, ') est une sur-
face du second ordre ayant pour focale C. D’aprés un
théoréme élémentaire bien connu, toutes les droites telles
que ao’ ont une direction fixe. On peut donc énoncer
la proposition suivante qu’il serait trés-simple, d’ailleurs,
d’établir directement :

St L’on méne, dans le plan d’une conique, une série
de droites paralléles i une direction fixe D, en désignant
par a et a’ les deux points d’intersection de la conigue
avec une quelconque de ces droites, le lieu des cercles

(*) Foir, dans le Bulleun de la Société Plulomathique, Ye n° 4 de ma
Communication du 23 mars 1867 : Sur les courbes résultant de Uinter-
seetion d’une sphére et d'une surface du second degré.
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tels que (a, a') est une surface du second ordre ayant
pour focale la conique donnée.

Supposons que C soit une ellipse; imaginons toutes les
droites réelles paralléles 4 une droite fixe D et extérieures
a T'ellipse; chacune de ces droites rencontre I'ellipse en
deux points imaginairement conjugués, représentés par
un cercle réel; tous les cercles réels ainsi obtenus, quand
la droite se déplace, constituent I'un des systémes de
sections circulaires d’un hyperboloide a deux nappes
ayant pour focale l'ellipse donnée. Si le systéme des
droites considéré était paralléle & une droite D’ faisant
avec le grand axe de I’ellipse un angle supplémentaire de
Pangle que fait D avec ce méme axe, les cercles repré-
sentatifs des points d’intersection de I'ellipse avec ces
diverses droites constitueraient le second systéme de
sections circulaires de I'hyperboloide mentionné ci-
dessus.

Si nous imaginons l'infinité d’hyperboloides & deux
nappes qui ont pour focale Dellipse C, leurs diverses
sections circulaires représenteront tous les points imagi-
naires situés sur cette ellipse. D’ou I’on peut conclure le
théoréme suivant :

Pour qu'un cercle réel, donné dans Uespace, repré-
sente un couple de points imaginairement conjugués,
situés sur une ellipse donnée, il faut et il suffit que ce
cercle soit une section circulaire d’un hyperboloide &
deux nappes ayant cette ellipse pour focale.

De méme :

Pour qu'un cercle réel, donné dans lespace, repré-
sente un couple de points imaginairement conjugués,
situés sur une hyperbole donnée, il faut et il suffit que
ce cercle soit une section circulaire d’un ellipsoide ayant
cette hyperbole pour focale.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XI. (Mars 1872.) 8
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10. 1l existe, relativement au systéme de deux cercles
situés sur une méme sphére une propriété trés-simple,
qui a de fréquentes applications dans la géométrie de
la sphére ct dans la théorie des surfaces anallagmatiques.
Je vais I'exposer briévement, en en supprimant la dé-
monstration, d’ailleurs trés-facile a suppléer.

Soient deux cercles C et D situés sur unc méme sphére,
ct par conséquent se coupant en deux points. Le cercle C
représente deux points de 'espace ¢ et ¢/, qui sont ré-
ciproques par rapport a la sphére ct que I'on pourrait
désigner par la notation (C); le cercle D représente de
méme deux points réciproques d et d'. Les quatre poiuts
¢, ¢’y d et d' sont d’ailleurs dans un méme plan passant
par lc centre de la sphére. Cela posé, par les deux cer-
cles donnés, on peut faire passer deux cones, et les som-
mets de ces cones sont les deux points'de rencontre res-
pectifs des droites cd et ¢’d’ et des droites cd’ et ¢'d.

Supposons les cercles C et D réels; supposons-les, en
outre, ddcrits dans un sens déterminé, en sorte que cha-
cun d’eux représente un point imaginaire ct un scul; le
point ¢, par exemple, étant représenté par le cercle C et
le point d par le cercle D. La droite imaginaire cd est
imaginairement conjuguée a la droite ¢'d’; ces deux
droites étant dans le méme plan se coupent en un point
réel, que I'on peut définir comme étant le point 1éel
situé sur cd; et, d’aprés ce que jai dit plus haut, ce
point est le sommet d'un cone passant par C et D. Mais
ici I'on peut ajouter qu'un spectateur, dont I'ceil serait
placé au sommet du cone, verrait les cercles C et D dé-
crits en sens inverse; en sorte que si le mobile qui est
censé décrire 1'un d’eux lui parait se mouvoir dans le
sens des aiguilles d’'une montre, le mobile qui est supposé
décrire I'autre lui paraitra se mouvoir dans I'autre sens.

Cette derniére remarque est souvent utile pour fixer
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le sens que Yon doit affecter & un cercle représentant
un point imaginaire.

Considérons maintenant une surface anallagminique R,
définie par la surface du second degré A et la focale F
située sur cette surface, et les deux systémes de généra-
trices circulaires de I'anallagmatique appartenant a cette
focale. Soit C un cercle fixe de I'un de ces systéimnes, re-
présentant deux points ¢ et ¢’ de la focale; soit D un
cercle quelconque de I'autre sysiéme, représentant deux
points d et d' de la focale. Les cercles C et D sont situés
sur une méme sphére, et 'on sait d'ailleurs que les
droites cc’ et dd’ sont deux génératrices, de systémes dif-
férents, de la surface A. D’aprés ce qui a été dit plus
haut, les sommets des cones qui passent par les cercles
C et D sont les deux points 7 el s, ou se coupent respec-
tivement les droites cd’ et ¢'d d'une part, les droites cd
et ¢’d’ d’autre part. Le lieu décrit par les sommets de
ces cones, lorsque, le cercle C étant fixe, le cercle D se
déplace sur la surface R, est donc l'intersection des deux
cones ayant pour base la focale F et pour sommets les
points ¢ et ¢/. Ces cones sont du troisitme degré; leur
intersection, qui est du neuvieme degré, se compose
d’abord de la génératrice cc’, de la focale et du lieu
cherché; ce dernier est done du quatriéme ordre.

D’ou l'on peut conclure la proposition suivante :

Etant pris, sur unc surface anallagmatique, un cercle
quelconque appartenant & une focale F de cette sur-
face, par ce cercle et par un cercle quelconque D du
second systéme circulaire appartenant & cette focale, on
peut faire passer deux cénes; le lieu décrit par le som-
met de ces cones, lorsque, le cercle C étant fixe, le
cercle D se déplace sur la surface, est une courbe du
quatriéme ordre faisant partie de lUintersection des
deux cones, qui ont pour base commune la focale F et

8.
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pour sommets les deux points de cette focale que re-
présente le cercle C.

11. Dans ce qui précéde, j’ai montré comment on
peut déterminer les conditions géométriques auxquelles
un cercle doit satisfaire pour représenter un couple de
points situés sur une biquadratique sphérique donnée,
en groupant deux a deux les divers points de cette courbe
de facon qu’a ’ensemble de tous les couples de points
corresponde I'ensemble des génératrices circulaires d’'une
surface anallagmatique. Chaque mode de groupement est
défini par une surface du second ordre, de telle sorte que
deux points quelconques de la courbe, qui se correspon-
dent, se trouvent sur une méme génératrice de la surface.

Soit, en général, une courbe gauche géométrique quel-
conque G; imaginons une surface réglée V, telle que
chacune de ses génératrices s’appuie en deux points sur
cette courbe. Soient aa’, b¥, cc’,... les génératrices con-
sécutives de cette surface; les cercles (a, a'), (b, &),
(e, ¢')y... cngendreront une autre surface, que je dirai
dérivée de la courbe G. D'une méme courbe donnée, on
peut ainsi déduire une infinité de surfaces a génératrices
circulaires, et chacune de ces surfaces dérivées correspond
a un certain mode de groupement des points de la courbe,
défini par la surface réglée V.

Lorsque la courbe G est plane, les droites, telles que
aa’, bb',..., qui joignent les points conjugués de cette
courbe, ne forment plus une surface gauche, mais enve-
loppent une courbe plane, qui peut aussi servir a définir
le groupement des points. Dans ce cas, et lorsque la
courbe G est d’un degré supérieur a deux, chacune des
tangentes a 'enveloppe plane rencontrant G en plus de
deux points, il est nécessaire de fixer ceux des points de
rencontre que l'on doit grouper ensemble. Pour éviter
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cette difficulté, il est alors généralement préférable de
définir chaque couple de points par d’autres considéra-
tions ne donnant lieu 4 aucune ambiguité, comme jelai
fait au n°® 7, en traitant des surfaces anallagmatiques &
plan de symétrie.

On peut toujours, d’ailleurs, sauf dans le cas trés-
particulier ot la courbe plane G est un cercle, effectuer
une transformation par rayons vecteurs réciproques, de
fagon que cette courbe devienne une courbe gauche sphé-
rique (*).

12. D’une courbe gauche donnée, on peut, comme je
I’ai montré, déduire une infinité de surfaces & généra—
trices circulaires, dérivées de cette courbe.

Réciproquement, étant donnée une surface quelconque
a génératrices circulaires, on peut toujours la considérer
comme une surface dérivée d’une certaine courbe gau-
che G. En désignant par C, C’, C,... les diverses géné-
ratrices circulaires de la surface, cette courbe est le lieu
des points (C), (C’), (C”),...; et la surface réglée V, qui
détermine le mode de groupement des points de la
courbe, est le lieu des axes des différents cercles.

(La suite prochainement.)

(*) Poir, comme application de ces considérations, mon Etude géo-
métrique sur la cyclide. Journal U'Institut et Bulletin de la Société Phi-
lomathique, novembre 1871.



