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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SUR LEQUATION o® 4y = z° -+ u®;
Par M. HERMITE.

On doit a Euler les formules suivantes, qui vérifient
identiquement cette équation :

x—+(f + 38— (' +3gg'+3fg' —3f'g) (f1*+3g"),
— (f1+ 38+ (ff'+3gg’—3fg' +3fg )(f”+3°’),
—(f+387 7+ (N +3gg’ —3/8" +3f'g) (S + 33,
(f*+3g" )+ (ff'+3gg' +3/8'—3fg)(f* + 38",

=~

et M. Binet, dans une Note sur une question relative a
la théorie des nombres (Comptes rendus, . XII, p. 248),
a observé qu’on pouvait, sans diminuer leur généralité,
les réduire aux expressions plus simples :

+ (a? + 3b*)* — a + 30,
— (a* + 30*) + a + 30,
+(a + 30 (e+3b)—1,
— (@*+3b*)(a—3b)+1,

'
v
2z

ou n’entrent que deux indéterminées a et b. Je me pro-
pose de tirer ces résultats comme une conséquence de la



(6)

propriété gémérale des surfaces du troisiéme ordre, con-
sistant en ce que leurs points peuvent se déterminer indi-
viducllement. Soit done u= 1; j'observe qu’en désignant
par a une racine cubique imaginaire de l'unité, les
droites

T = a, z = ol

Yy =a'2, y—az
sont entiérement situées sur la surface

E A =

Cela posé, une autre droite, représentée par les équa-—
tions
xr = az+ b,
Yy =pz+q,

rencontrera chacune de ces génératrices, si I'on a les
conditions

d’ou l'on tire

et les coordonnées z,, z, des points de rencontre seront
respectivement les quantités

Or I'equation
(az-i by - (pz -+ ¢ =2" 1 1
devra admettre pour solutions

z FI =
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la troisi¢éme racine sera donc une fonction rationnelle
des coefficients, qui s’obtient aisément comme il suit.
Développons I'équation en nous bornant aux termes
en z® et z*; nous en conclurons, pour la somme des
racines, I’expression

arh + p?
24z + 2= 3——L(Ls-
I—a—p
Mais on a
a+a?—2b I+ 26
2y - 2y = = — 5
a a
donc

2 2
1+2b+3ab+pq .
a 1—a®—p?

11 vient ensuite, si I'on remplace p et ¢ par leurs valeurs
e¢naetb,
z_(1+b+b’)’—a3(1——b)
T A —a =)

b

et de 1a résultent, pour x et y, les expressions

(14+b+b)(1+2b)—a?
r—a*— b
_(1+b+b’)’—-a’(1+2b)

- a(1— a®— b%)

2

. . T » . T
Elles se simplifient, si I'on écrit, au lieude a, -, et au
a
lieu de b b .
leu de b, — en prenant ces nouvelles formes, savoir :

(@ +ab+b*)(a+2b) —
- a® — b —1
(@ +ab+ b2 —a—2b
7= a® — b3 —
(a®> + ab + b —a 40
at — b — 1 ’

x

2

’

zZ =
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ct, en revenant i Péquation homogene
2 yd =z 4,
nous obtenons ainsi pour solution :

r=(a*+ ab + b*)(a + 2b) —1,

y = (a*+ab+ b*)*—a— 20,

3 =(a’+ ab 4+ ) —a+ b,

n=a*— b —1 ::(a’—;—ab—:,—bﬂ(a——b)——r.

Or il suffit maintenant de changer b en 25 eta en a—b
pour que ces formules deviennent

x=(a’+36)(a—+3b)—1,
y=(a*+ 30— a— 30,
z=(a’+ 3b*)— a+ 30,
= {(a*+ 3b*)(a —3b) —1.

Ce sont précisément celles d’Euler, sauf que x, v, z, «
sont remplacés par z, —y, x, et — u.

SUR LE NOMBRE DE NORMALES REELLES QUE 1’0N PEUT
MENER D’UN POINT DONNE A UN ELLIPSOIDE
(suite, voir »° série, t. IX, p. 481);

Par JOACHIMSTHAL.

Partageons Vintervalle entre — o et + o en inter-
valles plus petits, entre lesquels on puisse facilement,
an moyen de I'équation (14), déterminer le signe de 6.

On obtient le tableau suivant, o1 nous avons désigné
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par une étoile le signe des quantités qui n'est pas déter-
miné par les tableaux (15) et (16).

L 5> (x+f).

1 2 3 &4 5 6 7
e s o e . e . et e A,
—= ¢—c¢ Cc+c¢ B g §(=+{3)—-u i(a+ﬂ)+e b—e b+e @ @ a-—-t¢ a+t +=
+ 4+ + - — 7 4+ + = =+ A+ +
e + - — T 4+ 4+ 4+
_ = 4+ 4+ 4+ + — - 4+ 4+ + + — —

D’aprés le lemme donné plus haut, on voit que, dans
les intervalles 1 et 7,1l n’y a aucune racine; dans chacun
des intervalles 2, 5 et 6, il s’en trouve une, de quelque
facon que ’on choisisse le signe indéterminé. Dans chacun
des intervalles 3 et 4, il y a au plus une racine; de sorte
que, entre {3 et b [ en supposant que + (e -+ (3) ne soit pas
une racine |, il y a un nombre de racines égal 4 o, a 1 ou
aa,

Comme ¢ () et 9(b) sont de signes contraires, il y a

o+ B

exactement une racine dans cet intervalle. Si est

racine, cette racine ne peut étre que simple, puisque

l'on a
a -+
?,< L 5>>0
On a alors le schema suivant :
3 1
™ e
u B (akd)—r  I(adp)be b
v - - -+ +
'.:/Y * + + —_—

6 -+ -+ —_ —
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Ces deux intervalles ne comprenant aucune racine, il
n’y aentre 3 et & qu'une seule racine, comme dans le cas
précédent, et cette racine est + (a —+f3).

IL b <f(a+B).

On a aussi 4 distinguer sept intervalles, desquels 1, 2,
6 et 7 sont identiques avec les précédents; les trois autres
sont

3 b 5
e et e el
" # b—1 b+ i(ﬂ-}-.ﬂ)—t §(¢.+p)+: a
fa — -+ -+ ” * —
’ * v »
¥ -+ + — —
0 -+ -+ - — -+ —+

Il y a une racine comprise dans I'intervalle 3, une dans

I'ensemble des intervalles 4 et 5; le cas ou ¢ <a _;_ ﬁ) =o0

se résout comme ci-dessus.

HI. b =1%(a—+B).

Dans ce cas, 6 =—1(u—a)(u—c) est positif,
quand u est compris entre a et c; hors de ces limites,
il est négatif.

On a & distinguer les intervalles de — o 4 ¢ —¢, de
c+ecab—e debt+ecaa—cetdea-+ca+ . Les
intervalles extrémes sont identiques avec ceux désignés
précédemment par 1 et 7, et ils ne contiennent ancune
racine.

Les deux autres donnent le tableau suivant:

u oot b - b+c¢ a—c

9 + + + +

! * *

4 -+ -+ -+ +
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Chacun des intervalles contient au plus deux racines,
et il les contient réellement, car on a

sle)=-+, ¢(B)=—, 9(6)=+, ¢(a)=—, g(a)=+.

L’équation ¢(u) = o [ou I'équation (10)] a donc en
tout quatre racines réelles, comprises entre les limites ¢
et B, B et b, beta,aeta, et chacune de ces racines est
simple.

Remarque. — L’équation ¢ (u) = o mériterait peut-
étre, a d’autres points de vue, une discussion plus appro-
fondie.

Dans le plan, on a I'équation analogue

) 1 N I - 1
2 (e —a)*  (a— b)Y (&—a)
1 1 1 ’__O
- u—-a+u——b—u——-a -

a laquelle on peut étendre de différentes fagons les résul-
tats obtenus ci-dessus.

L’invariant quadratique J de cette équation (*) est
identiquement nul; si 'on exprime cet invariant par les
racines ¢, €, €3, €, de I'équation du quatriéme degré,
on a

J=3(a—a)(n—a)=o("),

relation qui, pour une équation du quatriéme degré a
cocfficients réels, suppose deux racines réelles et deux
imaginaires.

{*) Voir la Note placée a la fin du Mémoire.

{(**} Voir Legons d’Algebre supérieure par G. Sarmon, p. 172 et 180.
Chez Gauthier-Villars; prix : 7 fr. 50 c.
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Le méme invariant s’évanouit pour l'équation sui-
vante :

” 1 N 1 1 1
(0 — a)? (u—-b)2+(u—c)’— (u—a)’]
< 1 I 1 1 )’
— + -+ —_ =o.
u—a u—00 u—c U — a

Iv.

Appelons uy, us, u; et u, les racines de ’équation
9 (1) = o0, ces racines étant rangées par ordre de gran-
deur, en sorte que u, soit la plus grande; désignons par
vy, Vs, v3 €t v, les valeurs correspondantes de v définies
par I'équation

2 I 1 1 1 1
(6) = -+ -+ —_ — .
«w—v wu—a wu—b u—c¢ wu—a au—2f

Pour # =— o , on a ¥ =-+ « ; quand u croit, v com-
mence par décroitre, v, et v sont des minima, et v, et v,
des maxima, et l'on a

| 0L < 0ry 03 <0y 0y <y
et, d’aprés (g),

V1<f37 "2>ﬁa <l a, ¢ >a;
dot v, >0,

(17)

Portons sur la normale donnée, a partir du pied de
cette normale (o, ¥, 2,), €t dans un sens convenable,

les longueurs

s .
k2t At S B S (UON'I),

et désignons les extrémités de ces longueurs par

(1)' (B)’ ("')"H-
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D’aprés (17), ces points ont leurs positions relatives
indiquées par le tableau suivant :

(—o) (o) (B) (2] (+ ),
(—®)(#)(a )\“‘)("r‘w)

(— ) (#s) (¥2) (

(— o) (o) (v) (+°°)

Les points (v¢), (v2), (vs) et (vi), qui partagent en cinq
parties la normale, ne peuvent offrir que les quatre dis-
positions suivantes :

(— o) () (v5) (0:) (00) (@),
) (— ) (0) (0) (00) (o) (2 ),
" (=20 ) (es) (00) () (03] (+2),
(— ) (ss) (e0) (2) (0u) (+0)
Les deux segments (v,)(vs) et (vs)(vs) empiétent donc

I'un sur lautre, ou bien ’'un est contenu dans 1’autre.

Quand u croit de — o & ~+ o, v varie d’une fagon
continue de -0 a vy, de v, a vy, de vy 3 v3, de vy a v, et
dev,a — oo,

En se reportant au tableau précédent, on voit qu’en

A . , o [4
méme temps le point (v), extrémité de la longueur -,
ki3

parcourt une fois les deux segments extrémes (ceux qui
s’étendent a P'infini), trois fois les segments intérieurs
adjacents a ceux-ci et cinq fois le segment médial.

En appliquant. ces résultats a la question proposée,
nous arrivons a la conclusion suivante :

D’un point (&, =, ¢) de la normale donnée, on peut
encore mener a I’ellipsoide un nombre de normales réelles
égal a cing, a trois ou & un, suivant que le point (£. », ¢)
se trouve sur les deux segments (v)(v,) et (vs) (v,), on

’
sur I'un d’eux seulement, ou enfin ne se trouve sur aucun
d’eux.
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Quelques formules relatives a I'ellipsoide permettent
d’exprimer simplement ces résultats; nous allons d’abord
établir ces formules.

(La suite prochainement.)

MEMOIRE SUR L’EMPLOI DES IMAGINAIRES DANS LA GEOMETRIE
DE L’ESPACE (*);

Par M. LAGUERRE.

1. Généralités sur les surfaces & génératrices
circulaires.

1. On sait, depuis les travaux de Poncelet, que tous
les cercles tracés dans un méme plan passent par deux
points fixes imaginaires situés sur la droite de I'infini.
Je désignerai par I et J ces deux points remarquables
que, dans une Note publiée dans les Comptes rendus de
U dcadémie des Sciences (janvier 1863), j'ai proposé
de nommer ombilics du plan. Jappelle droite isotrope
toute droite du plan considéré qui passe par l'un des
points I et J; 'ensemble de ces droites forme deux sys-
témes bien distincts, I'un composé de droites paralléles
entre elles et passant par le point I, I'autre de droites
également paralléles et passant par le point J.

Par tout point d’un plan passent deux droites iso-
tropes de systémes différents, dont 'ensemble forme un
cercle de rayon nul. Dans un plan réel, toute droite iso-
trope renferme un point réel et n’en renferme évidem-

(*) Une Note de I'auteur, sur le méme sujet, a paru dans le journal
UInstitut, n® 1898.
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ment qu’un; ¢’est le point ou elle coupe la droite isotrope
qui lui est imaginairement conjuguée (¥).

Si, par un point fixe, réel ou imaginaire, on méne di-
vers plans, chacun de ces plans contient deux droites
isotropes passant par le point fixe. Les droites ainsi ob-
tenues sont situées sur un méme cdne du second degré,
que P'on peul aussi considérer comme une sphére de
rayon nul ayant pour centre le point fixe et qui jouitde
toutes les propriétés de la sphére. Ainsi, par exemple,
toute section plane de ce cone est un cercle, et le centre
du cercle est le pied de la perpendiculaire abaissée du
sommet du cone sur le plan.

Je désignerai sous le nom de cone isotrope le cone ainsi
formé par toutes les droites isotropes qui passent par un
méme point. Tous les cones isotropes coupent le plan de
Pinfini suivant une méme conique, commune & toutes
les sphéres tracées dans I'espace et que 'on peut appeler
Vombilicale.

Par une droite, on peut généralement mener deux
plans tangents a 'ombilicale; j’appellerai ces plans plans
isotropes. Le couple de plans isotropes, passant par une
droite donnée, est coupé par un plan perpendiculaire a
cette droite suivant deux droites isotropes. Par une droite
isotrope, on ne peut faire passer qu'un seul plan iso-
trope, puisque cette droite coupe le plan de I'infini en un
point de I'ombilicale.

(*) Je dis que deux points sont imaginairement conjugués, lorsque
leurs coordonnées, prises par rapport 2 un systéme d’axes réels quel-
conque, sont des quantités imaginaires conjuguées. Un point réel est a
lui-méme son conjugué.

Deux courbes sont imaginairement conjuguées, lorsque les équations
de chacune d’elles se déduisent des équations de Pautre en changeant le
signe du symbole imaginaire ¢.

Une courbe réelle est a elle-méme sa propre conjuguée.
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2. Ces définitions établies, concevons un point imagi-
naire de I'espace a, et le poini @ qui lui est imaginaire-
ment conjugué. Par chacun de ces points passe un céne
isotrope; les deux cones ainsi obtenus se coupent suivant
un cercle réel A, dont le plan est perpendiculaire a la
droite réelle qui joint les deux points imaginairement
conjugués a et a’; le centre de ce cercle est le point réel O,
qui est le milicu du segment ad’, et, la distance Oa étant
représentée par R, son rayon a pour valeur la grandeur
réelle R.

I1 est clair que les deux points imaginaires a et o' dé-
terminent complétement le cercle Aj réciproquement,
étant donné le cercle réel A, par ce cercle on ne peut faire
passer que deux cones isotropes dont les sommets sont les
points @ et &. La position de ce cercle dans 'espace dé-
termine donc complétement ces deux points.

Je dirai que le cercle réel A, ainsi déterminé, est le
cercle représentatif du couple de points imaginaires a
et a’, couple que je désignerai par la notation (A); réci-
proquement, le cercle A, déterminé comme précédem-
ment par les deux points a et a’, sera désigné par la no-
tation (a, a’).

Le cercle A ou (a, a') représente ainsi 'ensemble des
deux points imaginaires conjugués a et a’; dans certaines
questions, il est nécessaire de pouvoir distinguer ces deux
points I'un de I'autre. A cet effet, on peut imaginer que
le cercle A soit décrit dans un certain sens par un point
mobile; le sens dans lequel il sera supposé décrit déter-
minera celui des deux points @ et @ dont il sera la re-
présentation. Afin de fixer les idées, supposons que dans
un systéme de coordonnées quelconque, mais d’ailleurs
réel, les coordonnées d’un point m soient respective-

ment
w=a4ai, y=b+Bi, z=c—+ qi;
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le sens dans lequel on supposera décrit le cercle repré-
sentatif du point m sera tel-qu’un spectateur, ayant I'ceil
placé a l'origine des coordonnées, voie le point mobile,
décrivant le cercle, se mouvoir dans le sens du mouve-
ment des aiguilles d’'une montre ou en sens inverse, sui-
vant que la quantité aa + &3 + cy est positive ou né-
gative.

Il est évident d’ailleurs que, si cette quantité a un signe
donné pour le point m, elle aura le signe contraire pour
le point imaginairement conjugué m’, dont les coordon-
nées sont

c=a—ai, y==b6—8i, z=c—qi

3. Dans la plupart des recherches de géométrie, on
a a considérer, par couples, des points réels ou qui ne
sont pas imaginairement conjugués. J'étendrai a ce cas
les notions établies précédemment. Ainsi, a et b désignant
deux points quelconques de I'espace, je désignerai par
(a, &) le cercle qui résulte de I'intersection des cones
isotropes ayant pour sommets ces deux points; ce cercle
sera généralement imaginaire et ne deviendra réel que
dans le cas, examiné précédemment, ou les points con-
sidérés sont imaginairement conjugués. De méme, C dé-
signant un cercle quelconque de I'espace, je dénoterai
par le symbole (C) les deux points qui sont les sommets
des cones isotropes passant par ce cercle.

4. Considérons dans 'espace une courbe géométrique
quelconque, réelle ou du moins (pour le moment, je me
restreindrai a ce cas de beaucoup le plus intéressant) dé-
finie par des équations réelles; c’est-a-dire telle que, lors-
qu’elle passe par un point imaginaire, elle passe égale-
ment par le point imaginairement conjugué.

Etant donné un cercle réel de I'espace, ce cercle

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. X1. (Janvier 1892.} 2
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représente un couple de points imaginairement conju-
gués; et, pour que ces points appartiennent a la courbe
donnée, il est nécessaire que le cercle satisfasse a certaines
conditions déterminées par la nature de 1a courbe et dont
Pétude forme, pour ainsi dire, un prolongement géomé-
trique de la théorie de cette courbe elle-méme. Pour
éclaircir ces considérations générales et montrer les di-
verses questions auxquelles elles se rattachent, j’en ferai
tout d’abord, et avec quelques détails, 'application aux
courbes gauches qui résultent de Iintersection d’une
sphére et d’une surface du second ordre, en m’appuya'nt
sur les propriétés connues des surfaces anallagmatiques.

5. M. Moutard a appelé surfaces anallagmatiques du
quatriéme ordre des suifaces qui peuvent étre regardées
comme ’enveloppe de sphéres mobiles qui coupent or-
thogonalement une sphére fixe, tandis que leurs centres
décrivent une surface du second degré; dans tout ce qui
suit, je les désignerai simplement sous le nom de sur-
faces anallagmatiques ; leur degré, qui est, en général, le
quatri¢me, peut d’ailleurs s’abaisser au troisiéme, lorsque
la surface lieu des centres des sphéres mobiles est un pa-
raboloide, et méme au second, puisque les surfaces du
second degré sont comprises dans la famille des surfaces
anallagmatiques.

La définition donnée ci-dessus peut étre légérement
modifiée de la facon suivante. Etant donnés une sphére
fixe S et un plan quelconque P coupant cette sphére sui-
vant un cercle C, on peut, par ce cercle, faire passer
deux cdnes isotropes. Soient p et p' les sommets de ces
cones; ces deux points, qui, d’aprés ce que j’ai dit ci-
dessus, pourraient étre représentés par la notation (C),
sont réciproques par rapport a la sphére S; pour abréger
le discours, je dirai que ces deux points sont associés au
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plan P et, réciproquement, que le plan P est le plan as-
_socié aux points p et p (%)

Cela posé, on peut définir une surface anallagmatique
donnée R comme le lieu des points associés, par rapport
a une sphére fixe S, des différents plans que I'on peut
mener tangentiellement 4 une surface du second degré A.
L’intersection des surfaces S et A est une biquadratique F
qui est 1’une des cinq focales de la surface ; les quatre
autres focales correspondent aux quatre modes de géné-
ration dont la surface est susceptible (**). En chaque
point m de la surface anallagmatique, la normale passe
par le point ou le plap associé au point m touche la sur-
face A.

Soit G une génératrice rectiligne de cette derniére
surface, et soient a, a' les points ou cetle génératrice
s’appuie sur la focale F. On voit facilement que, tandis
que le plan mobile qui sert a décrire la surface se déplace
le long de la droite G en tournant autour de cette droite,
les points associés au plan tangent dans ses diverses po-
sitions décrivent un cercle; et ce cercle est précisémen:
I'intersection des deux cones isotropes ayant pour som-
mets les points a et @, cercle que nous pouvons désigner
par la notation (a, a’). A chaquc génératrice rectiligne
de A correspond donc une génératrice circulaire de R;
et, comme chacun des plans tangents a la surface A passe
par une génératrice rectiligne de méme systéme que G,
on voit que la surface anallagmatique peut étre consi-
dérée comme engendrée par les différents cercles corres-
pondant aux génératrices du méme sysiétme que G. Aux
génératrices rectilignes de A, du systéme différent de

(*) Voir, Bulletin de la Société Philomathique (mars 1868), ma Note sur
les sections circulaires des surfaces anallagmatiques.

(**) Voir, Bulletin de la Société Philomathique (janvier 1868), ma Note
sur guelques propriétés des surfaces anallagmatiques.

2.
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celui de G, correspond un autre systéme de sections cir-
culaires de R; les deux systémes ainsi obtenus forment
un groupe de cercles que, pour plus de clarté, je dirai
appartenir au mode de génération défini par la focale F,
ou simplement a la focale F. A chacun des quatre autres
modes de génération de la surface correspond un autre
groupe de cercles situés sur la surface et appartenant a
la focale définissant le mode de génération considéré.
On peut donc définir, de la facon suivante, les surfaces
anallagmatiques au moyen de leurs sections circulaires.

Ftant donnée une biquadratique sphérique F, si I'on
fait passer par cette courbe une surface du second degré
quelconque et si, pour chaque génératrice rectiligne d’'un
systéme donné de cette surface, on construit le cercle
qui résulte de I'intersection des cénes isotropes, ayant
pour sommets les points ou cette génératrice s’appuie sur
la courbe, le lieu des cercles ainsi obtenus est une sur-
face anallagmatique ayant F pour focale; et le systéme
formé par ces cercles appartient a cette focale.

6. Dans ce qui précéde, je n’ai fait aucune hypothése
sur la nature de la surface A, non plus que sur sa posi-
tion relative par rapport a la sphére S. Les génératrices
rectilignes de A peuvent étre imaginaires, ou bien, étant
réelles, elles peuvent traverser la sphére et la couper en
deux points réels. Dans ces deux cas, les sections circu-
laires correspondantes de l'anallagmatique sont imagi-
naires. Pour qu'un cercle C, correspondant a une géné-
ratrice rectiligne, soit réel, il faut et il suffit évidemment
que cette génératrice soit réelle et extérieure a la sphére;
elle coupe alors cette sphére en deux points imaginaire-
ment conjugués de la focale ', et le cercle C est ce que
y'ai appelé le cercle représentatif de ces deux points.

On peut donc énoncer la proposition suivante :
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Lorsqu’un systéme de sections circulaires d'une sur-
face anallagmatique, appartenant a une focale F de cette
surface, est réel, les points imaginaires représentés par
ces cercles sont situés sur la courbe F.

Si 'on imagine toutes les surfaces anallagmatiques,
qui ont pour focale une biquadratique sphériquedonnéeF,
et toutes les sections circulaires réelles de ces surfaces
qui appartiennent a F, on obtiendra les cercles repré-
sentatifs de tous les points imaginaires de la courbe F.
En effet, si un cercle C représente un point imaginaire
de F, la droite réelle qui joint les points imaginaires (C),
détermine avec la courbe F un hyperboloide 4 une
nappe, et cet hyperboloide détermine une surface anal-
lagmatique ayant F pour focale et passant par le cercle C.
D’ou la conclusion suivante :

Pour qu’un cercle réel représente un couple de
points imaginaires situcés sur une biquadratique sphe-
rique donnée V', il faut et il suffit que ce cercle soit situé
sur une surface anallagmatique ayant ¥ pour focale et
qu’il appartienne au mode de description caractérisé
par cette focale.

(La suite prochainement. )

MEMOIRE SUR LA THEORIE GEOMETRIQUE DES COURBES
DU TROISIEME ORDRE;

Paz M. KOEHLER.

Si I'on congoit un faisceau de coniques passant par
quatre points, un faisceau de droites pivotant autour
d’un autre point du plan et 1ié anharmoniquement au
premier, le lien de leurs intersections est une courbe du
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troisiéme ordre. Ce théoréme constitue la véritable défi-
nition géométrique de ces courbes, et permet d’établir
tonte leur théorie au moyen des seules ressources de la
géomeétrie pure, en se servant des propriétés des lignes
d’ordre inférieur. C'est ainsi que la théorie des coniques
peut étre déduite de leur génération par deux faisceaux
homographiques de droites (7'raité des sections coni-
ques de M. Chasles).

En premier licu, je rappellerai la méthode donnée par
M. Chasles pour construire une cubique déterminée par
neuf points a, b, c,..., i. Je prends arbitrairement quatre
des points donnés a, b, ¢, d pour servir de base au fais-
ceau des coniques génératrices; je circonseris au quadri-
latére efgh une conique C capable du rapport anharmo-
nique des quatre coniques abcde, abedf, abedg, abedh;
puis au quadrilatére efgi une conique C’ capable du
rapport (abede, abcedf, abedg, abedi); C, C’, qui ont
déja trois points communs efg, se coupent en un qua-
triéme point P, toujours réel, qui sera un dixiéme point
de la courbe demandée, et le pivot du faisceau de rayons.
Il est clair, en effet, que le faiscean P(e, f, g, &, 7) est
homographique au faiscecau des polaires d’un point quel-
conque par rapport aux coniques abed (e, f, g, hyi).

Cette construction met en évidence la nécessité de se
donner neuf points pour déterminer une cubique.

I. Toutes les cubiques passant par huit points donnés
a, b, c,..., h passent par un méme neuviéme point.

abcd érant la base des coniques, soient P, P’ les pivots
correspondants aux deux cubiques abc. . .hi, abe.. . hi'.
Ces deux points sont sur la conique C circonscrite a efgh
et capable du rapport anharmonique abcd (e, f, g, k). Il
est évident que, si abc...hi et abe...h' ont d’autres
points communs, ils seront situés sur cette conique C;



(23)

car les rayons tels que Px, P'x menés a I'un de ces points
appartiendront aux faisceaux homographiques qui ont
leurs sommets en P, P/, et dont on a déja quatre couples
de rayons correspondants, savoir : P(e, f; g, k),
P’ (e, f, & h). Prenons pour base abce; on verra de
méme que les points communs appartiennent a la coni-
que C,, circonscrite & dfgh et capable du rapport anhar-
monique abce(d, f, g, k). C et C, se coupent en un
quatriéme point k, toujours réel; k appartiendra aux
deux cubiques, et, comme il ne dépend en aucune fagon
des neuviémes points ¢ et /, le théoréme est démontré.

La construction du neuviéme point d’intersection k
conduit, ainsi que je le montrerai plus loin, a plusieurs
propriéiés fondamentales des cubiques, lorsqu’on donne
aux huit premiers points des positions particuliéres.

II. Si, parmi les neuf intersections d’une cubique avec
trois droites quelconques, six points appartiennent a une
conique, les trois autres sont en ligne droite.

Fig. 1.

Soient a, b, ¢, d, ¢, f, g, I huit points répartis, comme
I'indique la fig. 1, sur trois droites quelconques, les six
premiers appartenant 4 une méme conique. Parmi les
cubiques qui passent par ces huit points, il y en a deux
qui passent en 7, savoir: la cubique composée des trois
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droites ab, cd, ef, et celle qui se réduit a la conique
donnée et i la droite gh. Toutes les autres passent donc
en . Le systéme des droites ab, cd, ef peut se concevoir
comme engendré en prenant pour base abed, et i pour
pivot; il en est de méme pour le systéme de la droite gh
et dela conique. Dans le premier cas, a la conique (ab, cd)
correspond le rayon ihg, a toutes les autres coniques du
faisceau correspond le rayon unique ife; I'inverse a lien
dans le second cas.

Autrement. — Supposons une cubique définie par les
six points a, b, c, d, e, f sur une conique, et par trois
points quelconques /, m, n. Soit abed la base. La coni-
que C circonscrite au (uadrilatére Imne et capable du
rapport abed(l, m, n, e), la conique C' circonscrite &
Imnf et capable du rapport abed (L, m, n, f) donnent le
pivot 7 par leur guatri¢me intersection; mais les deux
rapports anharmoniques sont égaux, puisque les deux
coniques abcde, abedf coincident; on en conclut que la
quatriéme intersection z est sur la droite ef. Considérons
la conique du faisceau réduite au systéme (b, cd); le
rayon correspondant issu de 7 la rencontrera en deux
points g, &, qui appartiendront, ainsi que 7, a la cubique.

Le théoréme général qui précéde conduit, comme on
sait, a divers corollaires dont la démonstration directe
est d'ailleurs trés-simple :

1° Les tangentes menées a une cubique cn trois points
pris en ligne droite coupent la courbe en trois points
également en ligne droite.

Si on prend, pour déterminer une cubique, trois
points en ligne droite a, b, ¢ (fig. 2), les tangentes en
b, ¢, les points d, e ou elles coupent la courbe, enfin
deux autres f, g pris d’'une maniére quelconque, on voit
facilement qu'en prenant pour coniques génératrices
celles qui ont un double contact suivant bc, le pivot sera
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sur la droite de; soit P ce pivot. Au rayon Pa corres-
pond la conique réduite & la droite double bc; Pa est
donc tangente a la cubique en a.

Fig. 2.

2° La droite qui joint deux points d’inflexion coupe la
courbe en un troisiéme point d’inflexion.

Soient at, bt deux tangentes d’inflexion, ¢, d, e trois
points quelconques qui achévent de déterminer la cu-
bique. Si I'on prend pour base deux des trois points
infiniment voisins confondus en a, et deux des points
infiniment voisins confondus en b, le pivot sera sur la
droite ab. Pour mener la tangente en ce point, il suffit
de chercher le rayon correspondant a la droite double ab
(conique passant au pivot); quel que soit ce rayon, les
trois points de la courbe qui lui appartiennent, savoir :
le pivot lui-méme et les deux points d’intersection avec
la conique ab, seront confondus en un seul.

On démontrerait, d’'une maniére analogue, que les
trois asymptotes d’une cubique coupent la courbe en trois
points en ligne droite; que si, par un point d’inflexion,
on meéne trois droites quelconques, les six points d’inter-
section appartiennent 4 une conique.
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3° Supposons que les points d, e de la fig. 2 coinci-
dent; le pivot P sera sur la tangente en d, la droite Pa
sera toujours tangente en a, et I'on aura ce théoréme de
Maclaurin :

§i, d’un point d’une cubique, on méne deux tangentes,
la corde de contact coupe la courbe en un troisitme
point, et les tangentes menées au point donné et en ce
dernier point se coupent sur la courbe.

4° Si le point (d, e) est un point d’inflexion, le pivot P
vient se confondre avec lui, et I'on en conclut que, si
par un point d’inflexion on méne trois tangentes, les trois
points de contact sont en ligne droite.

ILa cubique définie par un poiut d’inflexion I, la direc-
tion de la tangente, les contacts a, b, ¢ situés en ligne
droite, enfin par un dixiéme point quelconque, est en-
gendrée par un faisceau de coniques tangentes en b, ¢
aux droites 15, Ic, et par un faisceau de droites issues
de I. La corde de contact est la polaire du pivot I par
rapport i toutes les coniques génératrices; relativement
a la courbe et au point d’inflexion, elle jouit des mémes
propriétés que les polaires des coniques. Ainsi toute sé-
cante menée par le point I est divisée harmoniquement
par ce point et par la corde de contact; si I'on méne deux
sécantes quelconques Imn, Im'n’, les droites mm’, nn'
et mn', m'n se coupent sur cette corde.

III. Soient ab, ac deux tangentes a une cubique me-
nées d’un point a de la courbe, ae la tangente en a, d le
troisiéme point d’intersection de la courbe et de la
droite bc ( fig. 3).

D’aprés un des théorémes précédents, ed est tangente
en d; en d’autres termes, le systéme des neuf points formé
par les quatre contacts a, b, ¢, d et par le point e con-



(27)
stitue un groupe pivotable pour nne infinité de cubiques.
Quel que soit le dixiéme point m choisi pour déterminer
une de ces courbes, si I'on prend pour coniques généra-
trices celles qui ont un double contact suivant bc, le

Fig. 3.

pivot des rayons sera en e. Concevons que le point m se
déplace sur une transversale az; a chaque position de m
correspondra une position de z, troisiéme intersection
de la cubique et de la transversale, et réciproquement;
on aura ainsi des segments en involution mn, m'n',....
Lorsque m coincide avec «, la cubique se réduit a la
droite ea et & la droite double bc, le segment mn devient
le point e, qui est donc un des points doubles de I'invo-
lution. Lorsque m vient en &/, intersection de a« et de
de, la cubique devient le systéme des droites a'a, ab, ac,
de sorte que a’a est un segment de 'involution ; le second
point double est a’, conjugué harmonique de « par rap-
port a aa’. On peut donc énoncer ce théoréme :

8i, par le point d, on méne une droite da' telle que
le faisceau d(a, a, ', a') soit harmonique, toute trans-
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versale issue du point a est coupée harmoniquement par
les droites da, da' et par la cubique en m, n.

C’est la douziéme proposition du Traité de Maclaurin
sur les courbes du troisiéme ordre.

IV. On donne une cubique a point double, deux tan-
gentes ab, ac menées d’un point a de la courbe; toute
transversale passant en a est divisée harmoniquement
par la courbe, par la corde de contact bc et par la droite
qui joint le point double O au point d ou cette corde ren-

contre la courbe (fig. 4).

Toutes les fois qu'un des points de la base des comques
coincide avec le pivot des rayons, il est un point double
de la cubique engendrée; lorsqu’un point double entre
dans les données, il suffit de six autres points pour achever
de déterminer la cubique; on peut prendre alors arbi-
trairement trois des six points pour compléter la base (*).

D’aprés cela, soit Oabc la base, O étant le pivot. A la
conique Oabch, c’est-a-dire (ab, Oc), correspond le

(*) M. de Jonquiéres, dans ses Mélanges de Géométrie et dans son
Mémoire sur la génération des courbes, a étudié avec détails la construc-
tion des courbes du troisiéme, du quatriéme ordre et méme des ordres
supérieurs & points multiples, dans divers cas particuliers.



(29)

rayon Ob; de méme le rayon O ¢ correspond a I’ensemble
des droites ac, Ob, et le rayon Od & I'ensemble des
droites Oa, bc. Menons par le point a une transversale
quelconque; on aura les segments aT’, ay, a4, auxquels
correspondent respectivement les rayons Oy 4, OT', OdJ9.
On voit que les points T', y, A d’une part, .y, T', d de
I’autre, déterminent deux divisions homographiques dont
les points} doubles sont les intersections de la courbe et
de la transversale. Comme I et y sont en correspondance
réciproque, les segments formés par les couples de points
homologues sont en involution; Ad est un de ces seg-
ments : il est donc divisé harmoniquement par les points
doubles, ce qui démontre le théoréme.

V. Si, par un point d’'une cubique, on méne quatre
tangentes, les lignes qui joignent deux 4 deux les points
de contact se coupent sur la courbe ( fig. 5).

Fig. 5.

Soient Oa, Ob, Oc, Od quatre droites convergentes;
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il est évident qu'on peut déterminer une cubique par les
condinions de passer en O et de toucher en @, b, ¢, d les
quatre droites.
Je prends abed pour base; pour trouver le pivot, il
faut circonscrire au quadrilatére abOc une conique C
capable du rapport anharmonique des quatre coniques

abed, abed, abcdQ, abed, et au quadrilatére a5 Od une
conique C' capable du rapport abed, abed, abedQ, abed
(la notation abcd désigne la conique tangente en b  la

droite Ob). Or, toutes les coniques du faisceau détermi-
nent sur la tangente en O 4 abcd O une involution dont
O est un des points doubles. Le second point double P
n’est autre chose que le point de concours de toutes les
polaires de O, puisque c’est le conjugué harmonique de
O par rapport a tous les segments. Pour les cinq coniques
considérées, abed(a, b, ¢, d, O), les polaires sont les
droites Pa, Pb, Pc, Pd, PO, et elles forment un faisceau
homographique a celui des coniques. P est donc le pivot,
et on l'obtient en prenant le conjugué harmonique dun
point O par rapport a un segment quelconque de I'invo-
lution, par exemple «f3 intercepté sur la tangente par la
conique (ac, bd). On voit qu’a chaque conique du fais-
ceau correspond un rayon qui est la polaire du point O.
En particuler, si I'on considére le couple de droites ac,
bd, le rayon correspondant sera Pf’; f est donc un point
de la cubique. Il en est de méme des points g, /.
Corollaires. — 1° Les rayons P.f, Pg, P/ sont tangents
a la cubique en f, g, &3 on a donc immédiatement les
quatre tangentes issues de P, la quatriéme étant PO. Enfin,
la tangente en P sera la tangente a la conique POfgh,
ou, ce qui revient au méme, le rayon correspondant a la
conique abcd P ces conséquences sont évidentes. De plus,
les points de concours des cdtés opposés et le point de
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concours des diagonales du quadrilatére Ofgk seront
trois nouveaux points de la courbe. Soit p le point ot la
tangente en P a la conique PO fgh rencontre la conique
abcdP il suffira de joindre p aux trois points dont il
s’agit pour avoir les tangentes en ces points.

2° Toute transversale menée par le point O est divisée
harmoniquement par la courbe et par deux des cordes de
contact.

Cette propriété résulte immédiatement de ce que les
polaires du point O par rapport aux coniques du fais-
ceau abcd sont précisément les rayons homologues du
faisceau de droites; car les points de la courbe situés sur
la transversale sont les points doubles de I'involution
déterminée par les coniques sur cette droite ; ils divisent
harmoniquement tous les segments, en particulier ceux
qu'interceptent les couples de cordes (ac, bd), (ab, cd),
(ad, bc).

La transversale est aussi divisée harmoniquement par
la cubique et par la conique abcdO, qui est la premiére
polaire du point O.

3° Supposons que le point P coincide avec un des

Fig. G.
a

ppints fs & h, avec h par exemple. Alors la droite
J& (fig. 6) passera en O; pour avoir la tangente en P a
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la cubique, il faudra mener le rayon correspondant a la
conique abcdP. Comme cette conique se réduit a deux
droites, on voit que la courbe a trois points confondus
en P; P est un point d'inflexion, O fg est la corde de
contact, la tangente d’inflexion est la polaire de O par
rapport aux droites ad, bc.

On peut présenter ces résultats sous la forme suivante :
Soient P un point d'inflexion, PO, P f, Pg les tangentes
issues de ce point, Oa, 0b, Oc, Od les tangentes issues
du point Oj les points de rencontre des cotés opposés du
quadrilatére abcd et de ses diagonales sont en P, f, g.
Cette propriété des cubiques fait I’objet de la question 896
des Nouvelles Annales, proposée par M. Sylvester, et
dont une solution analytique a paru dans le numéro

d’avril 1871.

VI. Lorsqu'une cubique passe par les six sommets
d’un hexagone abcdef et par deux des points de con-

cours g, I des cotés opposés, elle passe nécessairement
par le troisiéme point de concours ¢ (fig. 7).
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On peut toujours faire passer une cubique par les neuf
points a, b, ¢,..., i; mais je vais prouver que la ques-
tion est indéterminée ou que les neufs points forment un
groupe pivotable.

Soient abde la base, cfghx, cfgiy les deux coniques
qui doivent donner le pivot; la premiére est capable
du rapport abde(c, f, g, h), la seconde du rapport
abde(c, [, g, i). Si g et y sont les points ou les coniques
abdef, abdeg coupent la droite dck, le premier des
deux rapports anharmoniques ci-dessus est celui des
quatre points ¢, 9, y, k. Pour trouver g, il suffit de
joindre le point & au point » eu ik rencontre fg, en
vertu du théoréme de Pascal appliqué a 1'hexagone in-
scrit abodef. Pour trouver 7, il faut joindre le point a
au point ¢ ou zc rencontre fg (méme théoréme appliqué
a I'hexagone abgedy). Cette construction des points ¢
ct y fait voir que le rapport (¢, ¢, 7, k) est égal a celui
du faisceau de droites #(c, f, g, k). Donc la conique
cfghx passe en i3 on verrait dc méme que la conique
cfgiy passe en &, et que, par conséquent, elle se confond
avec la premiére, ¢’est-a-dire que le pivot est indéterminé.

En général, pour faire passer une cubique par neuf
points satisfaisant aux conditions de I'énoncé, on pent
prendre quatre des points pour base, et placer le pivot
en un point quclconque de la conique passant par les
cinq autres.

Remarque. — Jai dit que le rapport anharmonique
(¢, 95 7, 1) érait égal a celui des faisceaux (e, [ 8 I).

Soient, en effet (méme figure), ihn, iec deux trans-
versales issues d'un point 7; prenons sur hc, ne denx
points quelconques o, f. Si I'on joint ¢f; eg, les points
a', b ou ces droites rencontrent hf, ng sont en ligne
droite avec i, en vertu du théoréme de Pascal appliqué
a I'hexagone hfceqn inscrit dans le couple de droites

dnn. de Mathém., o€ sérvie, t. X1, {Janvier 1872.) 3
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he, nz. Menons des transversales telles que iab; i chaque
position de iab correspondent des points g, y obtenus en
joignant cb, ea; g et y décriront deux divisions homo-
graphiques dont on a trois couples de points correspon-
dants, savoir (f; 9), (¢, ¢), (n, &). Done, etc.

Corollaire. — Soient ab, ac deux tangentes issues
d’un point a d’une cubique, d un autre point de la
courbe; e, f les troisi¢émes intersections des droites db,
dc. Si 'on joint bf, ce, ces droites se coupent en un
point g appartenant a la cubique.

1l suffit, pour le reconnaitre, d’appliquer le théoréme
précédent a I'hexagone fecebb dont deux cotés sent infi-
niment petits. C'est la seiziéme proposition du Traité de
Maclaurin. On en déduit facilement diverses conséquences
curieuses sur lesquelles je n’insisterai pas.

(La suite prochainement.)

OUESTION D’EXAMEN A 1’ECOLE NAVALE.
Sovution pE M. BERGERON,

Professeur de Mathématiques.

Soit M un point pris sur une circonférence; on joint
ce point & deux points K et H pris a égale distance du
centre O sur un méme diamétre AB; on prolonge MH
et MK jusqu’a leur rencontre en D et C avec la circon-
férence. St I’on tire DC et gu’on la prolonge jusqu'a sa
rencontre en P avec le diaméire AB, et que l’on joigne P
au point N, extrémité du diamétre qui passe par M, il
s’agit de démontrer que PN est tangente a la circon-
férence.

En effet, 3 cause de OK = OH et OM = ON la figure
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MHKN (*) est un parallélogramme. Joignons le point N
aux points C, D et au milieu I de CD. Les deux triangles
CND et NKM sont semblables, a cause des angles M et N
respectivement égaux aux angles D et C. Il est clair que
les triangles NKO et CNI sont aussi semblables, parce
que les droites KO et NI joignent des sommets homolo-
gues aux milieux des c6tés opposés. Les angles NIC, NOK
sont égaux, ct il est évident que les points P, N, I, O
sont sur une méme circonférence; et comme PIO est un
angle droit, puisque I est le milieu de la corde CD,
PO est un diamétre de la circonférence qui passe par les
quatre points. Donc I’angle PNO est droit, PN est donc
perpendiculaire a I'extrémité d’un diamétre de la cir-
conférence donnée, et par suite tangente a cette circon-
férence. G. Q. F. D.

DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE GEOMETRIE;
Par M. JAMET,

Eléve du lvcée de Pau.

Si, du centre O du cercle circonscrit & un trian-
gle ABC, on abaisse surles cotés BC, AC, AB du triangle
des perpendiculaires OD, OE, OF, la somme de ces trois
perpendiculaires est égale & la somme des rayons des
cercles inscrit et circonscrit au triangle.

Soient w le centre du cercle inscrit dans le triangle
ABC (*); M Ie point o le prolongement de la droite OD
perpendiculaire & BC rencontre la circonférence circon-
scrite au triangle; wH la perpendiculaire abaissée du

(*) Le lecteur est prié¢ de faire la figure.
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centre » sur le coté BC; K la projection de w sur ODM.
Les droites wH, OM sont des rayons des cercles inscrit
et circonscrit au triangle ABCj il s’agit donc de démon-
trer que
5 OD + OE + OF = w H + OM,
ou

(1)
OE + OF = w H+ OM — OD.

Mais OM—OD=DM, et v H+DM=DK-+DM=KM;

par conséquent, 1’égalité (1) en démonstration revient i
(2) OE + OF = KM.

Cela admis, menons par le pointM, milieu de ’are BMC,
la corde MA’ paralléle au co6té BA du triangle ABC, et
prolongeons la droite OF perpendiculaire sur BA, jus-
qu’'a ce qu’elle rencontre, en un point E/, la paralléle MA’
a BA: il en résultera MA’= AC, et OE'= OE. Ce qui
réduit I'égalité (2) OE+OF=KM a OE'+OF=KM,
et, par suite, a
(3) FE' = KM.

Or, en abaissant du point A une perpendiculaire AG sur
la corde MA/, on formera un triangle rcctangle AGA’
qui sera égal au triangle rectangle MwK. En effet,
AA’=MB =Muw; et, d’autre part, chacun des deux
angles AA'G, MoK est égal 4 C+ LA, comme il est
facile de s’en assurer ; donc les triangles rectangles AA'G,
MoK sont égaux, et 'on a

AG =KM,
d’ou

FE' = KM.
Cest ce qu'il fallait démontrer.
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NOTE SUR LE LIEU DU POINT DE CONTACT DE DEUX°CERCLES
MOBILES QUI DOIVENT ETRE TANGENTS CHACUN A DEUX

CERCLES FIXES ;
Par M. A. HILAIRE,

Professeur au lycée de Douai.

Je rattacherai la solution de cette question a la mé-
thode suivie par M. Salmon dans son T7aité des sections
coniques pour construire un cercle tangent a trois cer-
cles donnés (n°® 119, p. 159 de I'édition francaise).

Je conserve les notations de M. Salmon :

S = o0, £ = o représentent les équations des cercles

mobiles ;

S'= o0, 8 = o des deux cercles fixes.

Je suppose tous les contacts extérieurs: r, r'y r¥ sont
les rayons des circonférences S, 8’, 8, et d', d¥ les dis—
tances du centre de S aux centres de S’ et S”.

Les coordonnées du point de contact des circonfé-
rences S et %, devant vérifier les équations

S—9 S—§"

dw_(’r__r/)g:d//:__(r___r”)z

S=o,
(SaLmon, p. 160, édition frangaise), doivent vérifier aussi
Y, . . »
I'équation qui en est une conséquence :

S’ S”

;1”—("'_”)2:d”z—("—r”)!'

Mais, la circonférence S étant tangente extérieurement
aux circonférences S’ et §”, on a d'=r—+r' et d"=r-+r",
ce qui réduit les deux dénominateurs 4 4rr' et 4rr”. En
supprimant, des deux cotés, le facteur 4r, le rayon du
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cercle variable S se trouve éliminé, et 'on a immédia-

. . . A .
tement pour équation du lieu cherché — = =5 équation
r r

d’un cercle ayant méme axe radical avec les cercles S

et 8.
¥ ai supposé les contacts extérieurs; en faisant d’autres
3 . . s’ s7
hypothéses , je trouverai un second cercle — = — —;.

rl 'II

Le lieu se compose donc de deux cercles.

DEMONSTRATION D’UN THEOREME DE NEWTON;
Par M. GARDON,

Eléve de Mathématiques élémentaires au lycée de Tournon (classe
de M. Launoy).

Les milicux M, M’ des diagonales AC, BD d'un
quadrilatére ABCD circonscrit a un cercle et le centre O
de ce cercle sont en ligne dcoite.

Les paralléles menées par les points M et M’ a2 CD et
a AB respectivement passent par le milien R de AD (¥).
Ceci posé, regardons les trois tangentes AB, AD, CD
comme fixes, et le point de contact de la quatriéme BC
comme se mouvant sur le cercle. Les milieux des diagonales
des nouveaux quadrilatéres ainsi formés se trouveront sur
MR et sur M'R. Les points mobiles B, C décrivant sur
AB et DC des divisions homographiques, les droites pas-
sant par D et les différentes positions de B, et les droites
passant par A et les différentes positions correspondantes
de C forment deux faisceaux homographiques qui ont un
rayon homologue DRA commun. Donc les droites MR,

(™) Le lecteur est prié¢ de faire la figure.
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M'R, divisées homographiquement par ces deux fais-
ccaux, ont un point homologue commun, R; d’on il suit
que les droites MM’ qui joignent deux points de division
homologues doivent passcr par un méme point. Si nous
considérons BC dans uune position B'C’ telle que P'on ait
B’C’ égale a DC/, il est facile de voir que les milieux M,,
M’, ¢t le point O sont en ligne droite. De méme, si BC
occupe une troisi¢éme position B”C” telle que 'on ait
B”C" égale a AD, on verra que les miliecux My, M’ et
le centre O sont en ligne droite. Les droites M{M/ et
M, M, passant par O, toute droite MM’ passera aussi
par ce point. Le théoréme est donc démontré.

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 979

(voir 2°série, t. IX, p. 92);

Pax M. E. DE HUNYADY,

Professeur & PEcole Polytechnique, de Bude.
Etant donnée la fonction
y = A(cosx + A,cos2x + Ay cos3x ...+ A, cosnz,

déterminer les coefficients A,; A,, As,..., A,, de manicre

T
ue, pour x — k 2 La - . :
que, | x . s Yy prenne la valeur de Yy eyl
nwx
que, pour x = P P Y = Fns Y1 Ve Yase ooy Yu €lant
des quantités données. (H. Brocarp.)

i. La solution de la question précédente dépend de la



(do)
résolution du sysiéme linéuaire suivant :
A, cosx + A,cos2x +. ..+ A,cosnx = ¥y,
Aicos2r + A cosfxr ...+ A, cos2nx =1,,
(1) A cos3x + Aycosbxr 4. ..+ A, cos3nx =y,,

R R B IR I c et et e gy

A cosnzx <+ A,cosonx + ...+ A,cosn’x =y,

pour x = -
n—+1

Si I'on désigne par A le déterminant du systéme (1
gne i y

et par Z un nombre entier quelconque de la suite 1, 2,

3,..., n, on trouve, d'aprés les régles générales de la

résolution des équations d’un systéme linéaire,

cosz ... cos(i—i1jx y, cos(i+r)z ... cosnzx

cos2x ... cos2(i—Ijx ¥, cos2(i+1)x ... cOs2nx
(2) A,A: . . .

cosnx ... cosn(i—1)lr ¥, cosn(i+1)x ... cosnix

En outre, si I'on pose, pour des valeurs quelconques
de ket de Adelasuite 1, 2,..., n,

3) c08?kx -+ cos? 2.k ...+ costnkr =— 2 cos?kx,
coskxcoshx 4 cos 2 Arcos 2 har—+... + cosnkx cosnkx— 2 cos kx cos) z,

(4)  yicoskr 4 y,co82kr 4. ..+ y,co8nkx = sp,

on a, en multipliant chaque membre de I'équation (2)
par le déterminant A,

[ 2costx Y cosxcos2x ... 2COSx COSRT
5) a YcosrcosaT 2 costax ... 2¢0S2X COSNX

i . . . . =

Y cosx cosnr 2 cCo$2xCOSRE ...  2COS*RI
Scos'x ... Zcosxcos{i—I1)x s, Zcosxcos(i+1)x ... 2 cOSx COSAL

Scosxzcos2x ... Scos2xcos(i—1)x s, Scosazcos(i—+1)x ... Zcosazcosn

Scoszeosnr ... Scosnrcos(i—1)x s, Xcosnxcos(i-+i)e ...  Zcosn’z
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9. Les éléments des déterminants précédents sont sus-
ceptibles d’une simplification "importante. En remar-
quant que

cosg cosd == 4 [cos(g + ¥) - cos(y — $)],
on a, pour ¢ = kx, ¢ = Ax,
coskz coshaz = ! [cos(k + 2z =+ cos(k — N)z];
d’ou I'on tire
(6) X coskxcoshz = 3 Z[cos(k + Nz + cos(k — })z].
En outre, on trouve pour la somme X cos (k +3)x, d’a-

prés une formule bien connue (voir, par exemple, Serner,
Traité de Trigonométrie, p. 23), la valeur suivante:

cos § (n+1)(k +Nzsing n(hk + Nz
sin 3 (k + )z

’

a laquelle on peut donner encore la forme

sin(r+1)(k+Nzcost (k+ Nz
2sin} (A + )z

— cos? ; (n 1) (k4 + ))x,

en remarquaut que

sin}r(k + Nz =sini (7 +1)—1](k +))z

On aura enfin, en se rappelant que x = I,
n—+1
(7) 2cos(k + Nz =—cos* + (k + ) m.

On wouve, de la méme manieére, que
(8) 2cos(k —N)ox =— cos* L (k — X =,
et, conséquemrment,
2coskz coshx = — £ [cos? 4 (k + ))m + cos? L (4 — )],
d’ou l'on tire :

(9) 2 coskzxcosdha = —1,
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si k + A, et conséquemment k — A, est pair;

(10) 2 coskrcosizr=o,

si k + 1, et conséquemnent k — X, est impair.

3. En posant dans I'équation (7) 2 = £, on en déduit
3 cos2khr = — cos’hkn=—1.

L’équation (8) perd sa validité pour des valeurs A = k,
parce que, dans le cas actuel,

Scos(k—N)x=n.
Enfin, prenant dans I'équation (6) 2 = k, on trouve

(11) 2 costhr =1 (n —1).

4. Avant de faire les substitutions pour les éléments
des déterminants dans I’équation (5), il sera convenable
de distinguer le cas ou n est un nombre pair de celui
ou 7 est impair.

En supposant que n est pair, I'équation (5) se sim-
plifie, si I'on fait usage des équations (9), (10) et (11);
on a, en effet, pour une valeur paire de 7,

3l —1) o —1 0
o sin—1) o —1
(r2) A —1 o $(r—1) ... o
o —1 o 3 (r—1)
1 (r—1) o =18 —1 (o)
o tH(p—1) ... o0 s o ... —1
o o —1 e O 8§ O .. —1
o —1 i 0 Sp 0 . x(n—1)
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et, pour une valeur impaire de i,

.;_(n—-l) (o) —1 e o
o t(n—1) o —1
(l3) A,' . - :
o —1 o . 3 (r—1)
%(n-——l) o o S o cen o
o Hr—1) ... —@I s —I .. —1
i - o oo —1 8 —1 . o
o —1 .. 0 S5 O . F(rn—1)

On trouve aisément pour le coefficient de A, la valeur

l/ll—(v—l n—1
=)

en outre, développant les déterminants suivant les élé-

ments de la colonne dont le rang est i et divisant par le
coefficient de A;, on a:

(a) Si i est un nombre pair,

2
(14) A,-:n =

: (282425 4ot 25i s+ 3si+ 28iqe ..o 28) 5

(&) Si i est un nombre impair,

5 2
(15) A;.:n e (28,4284 o252+ 35i4 2814z oo - 250)-

Dans le cas ou 7z est impair, il est facile de démontrer
que le coefficient de A; dans P'équation (5) sera égal a
zéro en vertu des équations (9), (10) et (x1); d’ou I'on
conclut qu’on ne peut déterminer que les rapports des
quantités A si n est impair.
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Nota. On peut aussi résoudre le systéme des équations
suivantes :
B,sinz + B;sin2z +...-+ B,sinrz =z,
Bisin2z + B;sinfx —+...+4- Bysinznr=1z,,

....... L I I R S R I I AR Y

B,sinrz + B;sin2nz +. ..+ B,sinn’x = z,,

ki3 27172
pour x = —:—, par un procede- analogue, en remar-
n

quant que
Zsinthkr = § (n +1),

2 sinkzsinkz = o.

On trouve, cn effet,

Bi= — (2 siniz + z,sin2ix +. . .+ z,sinniz).
n —+1

Ce dernier systéme a éié résolu par Lacrance, dans le

Mémoire intitulé : Recherches sur la nature et la pro-

pagation du son (OFEuvres, t. 1, p. 80-89), par unc

méthode tout a fait différente de celle que nous avons

suivie.

Question 1031
(voir a° série, t. X, p.335);
Par M. A. PELLISSIER,

Lieutenant au 17¢ d’Artillerie.

Un angle de grandeur constante se déplace dans un
plan, de maniére que le sommet décrive un cercle de
rayon donné, et que l'un des cétés passe par un point
Jixe; on demande Uenveloppe de I’autre coté.

(C. Harkema.)

Je vais démontrer d’abord que, si par le foyer d'une
conique on méne des droites faisant avec les tangentes un
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angle constant, le lieu des rencontres de ces droites avec
les tangentes est un cercle.

En effet, soient M (*) un point du lieu, « 'angle con-
stant de la tangente MT avec la ligne MF menée du
foyer. J'abaisse FP perpendiculairement sur la tangente,
je joins le centre C au point P et je méne par un point O
du petit axe la droite OF faisantavecce petitaxe Panglea;
enfin je joins OM. Les deux triangles OMF et CFP ont
les angles CFP et OFM égaux, comme se composant cha-

., R s .
cun d’une partie égale a S et d’une partie commune
MFC; de plus, on a

FP FM

CF~ OF

’

4 cause de la similitude des triangles rectangles FMP,
OFC. Les triangles OMF, PFC sont donc semblables et

donnent

OM _ OF
CP — CF
Oron a
PC=a, CF=¢, OF= _°_;
sina
d’ou
OM:—.a~—'
sina

Jen conclus, le point O étant fixe et la longueur OM
constante, que le lieu des points M est un cercle décrit

. a
du point O comme centre avec —— pour rayon.
sina

Si maintenant je transforme la figure par la méthode
des polaires réciproques, il devient évident que l'enve-
loppe demandée est une conique ayant son foyer au point

{*) Le lecteur est pri¢ de faire la figure.
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fixe. C’est une ellipse, si le point donné est a I'intérieur
du cercle; une parabole, s’il est sur le cercle; et enfin
une hyperbole, §’il est 4 ’extérieur.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Ylliac de Goisel,
Moret-Blanc, Gallandreau, Lecornu, éléve du lycée de Caen.

GORRESPONDANCE.

Aux éléves abonnés. — Les éléves abonnés peuvent
consulter la rédaction sur les difficuliés qu’ils rencon-
treraient dans les questions d’examen, soit en mathéma-
tiques, soit en physique. Elle se fera un plaisir de leur
en communiquer la solution.

M. H. Faure, chef d’escadrons d’artillerie; Mar-
seille. — Le numéro de septembre 1871 contient un
article de M. Chasles, dans lequel le célébre géométre
donne les énoncés d’un grand nombre de propriétés des
courbes planes obtenues au moyen de son principe de
correspondance. Dans le chapitre I, p. 388, je trouve ce
théoréme :

8i, de chaque point d’une conique, on abaisse trois
normales sur la courbe : 1° les cordes qui joignent deux
& deux les pieds de ces normales enveloppent une courbe
de la quatriéme classe; 2° les tangentes menées par les
pieds des trois normales se coupent sur une courbe du
quatriéme ordre.

D’autre part, dans mon Recueil de théorémes relatifs
aux sections coniques, publié en 1867 chez Gauthier-
Villars, je donne le théoréme (woir p. 15 du Recueil) :

Si l’on prend sur une conique des couples de points a
et b, tels que les normales en ces points se coupent sur
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la conigue, la corde ab enveloppera une autre conique.
Cet énoncé revient bien a la premiére partie de celui de
M. Chasles, mais le résultat est différent : 1a ou je trouve
une conique, M. Chasles trouve une courbe de la qua-
trieme classe. Ce résultat me semble inexact.

On sait que, si par un point O on meéne des transver-
sales, puis les normales aux points d’intersection de ces
transversales avec une conique donnée, ces normales se
coupent sur une courbe du troisiéme ordre qui rencontre
la conique donnée en six points.Or, parmi ces six points,
il y en a quatre gni sont les points ou les normales menées
du point O & la conique rencontrent obliquement cette
conique. Il n’existe donc que deux autres points m, tels
qu’en menant de ce point les trois normales ma, mb, mc,
Yun des cotés ab du triangle abc passe par le point O.
Par le point O, il ne peut donc passer que deux courbes ab,
telles que les normales aux points a et b se coupent sur
la conique, c’est-a-dire que cette corde enveloppe une
conique.

Il est facile de voir que cette conique est concentrique
a la conique donnée et tangente aux polaires des points
de rebroussement de sa développée; ce qui la détermine.
complétement.

La seconde partie du théoréme de M. Chasles est éga-
lement inexacte, puisque les sommets du triangle formé
par les tangentes menées par les pieds des normales sont
les péles des tangentes de la conique que nous venons de
trouver. Le lieu cherché est encore une conique, et non
une courbe du quatriéme ordre.

Il est dit aussi, p. 388, que les cordes d’une conique,
normales en une de leurs extrémités, ont leurs milieux
sur une courbe du huitiéme ordre. Or il n’est pas difficile
de voir que le lieu est seulement du sixiéme.
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QUESTIONS.

1055. L’équation indéterminée ¢* — D n® = 4, dans la-
quelle D est de la forme (47 <+ 2)*+1, n désignant un
nombre entier positif quelconque 1, 2, 3,..., n’a aucune
solution formée de deux nombres impairs, et la solution
constituée par les deux nombres entiers positifs les plus
petits est

t=16(2n +1)*+2, wu=28(22+1).
(F. Dipon.)

1056. Soit une fonciion f(r) quelconque, finie et con-
tinue dans ’intervalle de @ & x. Insérons, entre a et x,

n —1 moyens geometrlqucs a \/—, \/

a \/(;)n » et désignons par Mg la moyenne arith-

métique des valeurs

ey (agfZ) o[/ (2] o

D’un autre cdté, insérons z —1 moyens arithmétiques
r—a 2(x —a) (n—1)(xr—a)

a—+ a4y a
n n

a et x, et désignons par Ma la moyenne arithmétique

s entre

des valeurs

(n—1)(r —a)

PNA Satinred JEA G i N2
a Pl e a+(n—1)(xﬂ  Tx
n

Lorsque n tend vers l’inﬁlﬁ, le rapport ;[I—a tend vers
une limite complétemem indépendante de la fonction f;
]og

T—a (F. Dmon.)

cette limite est
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ETUDE D'UN COMPLEXE DU SECOND ORDRE;
Par M. PAINVIN.

1. Proposons-nous la question suivante :

On donne un ellipsoide; ctudier la position des
droites par lesquelles on peut mener a cet ellipsoide
des plans tangents rectangulaires.

Si (D) est une des droites par lesquelles on peut mener
deux plans tangents rectangulaires, un troisiéme plan
tangent, perpendiculaire a cette droite, la rencontrera
en un point situé sur la sphére (§), lieu des sommets
des triédres trirectangles circonscrits a I'ellipsoide donné;
de sorte que, si S est le point de rencontre et que D soitle
pied de la perpendiculaire abaissée du centre O de I'el-
lipsoide sur la droite (D), on aura

—_— —_— —_—

0S =0D +DS.
Mais la distance DS est visiblement égale a la distance
du centre O au plan tangent perpendiculaire & la droite;

par conséquent, si «, 3, y sont les angles de la droite (D)
avec les axes Ox, Oy, Oz de Iellipsoide, et si

z? % . 22
- - — —1=0
a*  b*  ¢?

est I’équation de Iellipsoide donné, on a
0S8 =a*+ b 4 e, DS = a’cos’a + b?cos?B + c*costy;

par suite, en désignant par 0 la distance du centre a la
droite (D), on a la relation caractéristique

(1) F*=a® + b+ * — (a*cos* « + b*cos? B -+ c?cos™y).

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. X1, (Février 1872.) 4
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Il résulte de la que 0® doit étre inférieur a
a® -+ b* + ¢?; donc :

Tutoreme I. — Les droites réelles satisfaisant & la
question doivent toutes pénétrer dans lintérieur de la
sphére (S), liew des sommets des triédres trirectangles
circonscrits a Uellipsoide donné.

2. Représentons maintenant la droite (D) par des
équations de la forme

x=mz+p,

(2°) y=nz+gq, o0 r—=np—mq;
nx—my=—r,
on a
cosa == mcosy, cosf—rncosy,
1 4 q* 4 rt
€os Yy = —=: s 8’—]——-(]————-

‘/;iz+nz+, T mt - nt+1

Si I’on substitue ces valeurs dans I’égalité (1°), préala-
blement mise sous la forme

02 = (b* +- ¢) cos’ @ + (¢* + a*) cos* B —+ (@’ + b?) cos’y,

il vient
(3°) PP+ g4+ r*=(b"+c)m* + (¢ + &) n* + (a* + b*).

L’assemblage des droites (D) constitue un complexe
défini par I'équation (3); ce complexe est du second
ordre, mais il n’est pas le plus général de son degré. Je
me propose ici d’en étudier les propriétés.

Une grandc partie des propositions que je vais démon-
trer peut se déduire assez simplement de certaines consi-
dérations géométriques ; mais j’ai accordé la préférence
a la méthode analytique qui se présente ici avec des
formules simples, des rapprochements intéressants, et per-
met d’étendre considérablement ce sujet de recherches.

La théorie des complexes généraux du second ordre,
abordée pour la premiére fois par Phicker (/NVeue Geo-
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metrie), a été complétée par M. Klein \Mathematische
Annalen, t. T1, 1870); certains complexes particuliers
ont été Dobjet des recherches de M. Battaglini (Gior-
nale di Matematiche), et de M. Reye (Die Geometrie
der Lage). Voir, en outre, le Bulletin des Sciences ma-
thématiques, t. I, p. 72.

L’étude actuelle a pour objet un complexe particulier
du second ordre; je dirai d’abord que la méthode que
jai adoptée est complétement différente de celles qui ont
é1é suivies par les géométres que je viens de citer ; mais
ce qu'il importe surtout de remarquer, c’est que ce com-
plexe particulier, qui a son point de départ dans une
définition géométrique bien précise, présente les rapports
les plus intimes, soit avec les surfaces homofocales, soit
avec la surface des ondes, et apporte, aux propriétés
déja si nombreuses de ces surfaces, un contingent assez
considérable de propriétés nouvelles. Parmi les propo-
sitions que j’énonce, plusieurs devaient naturellement se
présenter comme cas particulier des propositions géné-
rales déja connucs sur les complexes ; mais je les ai tou-
Jours démontrées directement, afin que cette éiude puisse
se suffire a elle-méme. Je ferai enfin observer que, dans
ceite recherche, j’ai toujours eu en vue la situation des
droites réelles du complexe; c’est 12 ce qui spécialise et
caractérise cette nouvelle étude.

3. Si x,, ¥4y 24» €L Xy, ¥4, 2, sont les coordonnées de
deux points de la droite (D), on a

Ty 2y — 2, X,
p=——,
Z1 2 xo—
m_—_— ————— 4
Yo 20 = 20, 2 2
(1) q = - ’
2 n ‘—_)’| — 7
r— To Y _}’"'.’ 2 S
: 2y — 2



(52)
si Uy, vy, W, €L Uy, vy, w, sont les coordonnées de deux
plans passant par cette méme droite (D), on a aussi

Oy —

R p: —_—
o Uy — Uy ¥y Og W — Wy ¥,
m—_ ———————y
u, — U, Vo lly — Uy,
(v bis) q= -
Vo Uy — Uy ¥, Wy ll, — Uy W,
n_— ————-=«
Wy — Vo lly — Upv,
r = —————yy
: Vo Uy — Uy ¢,

Eu égard a ces valeurs, 1’éguation (3°) prend 'une ou
g )
I'autre des formes suivantes :

()'a 2 '_zo.yl)2 -+ (z“.z‘, —_, z|)2 -+ (xo}'n ‘—]'ozl)?

® =(0*+0) @i —2) + (¢ +@) (71— 7o) + (@ +b7) (2 —20 )5
(3) (b2 ¢) (vgw, — wy0)? 4 (2 + a*) (wou, — u,w,)?
} + (@ b7) (g, — oot )? = (1, — tt (0, — 0, )+ (W, — ey ).

4. Si, dans ’équation (2), on regarde x4, y4, z; comme
des coordonnées variables et qu’on supprime les indices,
on a ’équation suivante :

(20 — Jo2)  + (702 — z4.2)? +‘(_yox — zyx)?
{4) [cone C]) | = (b*+¢) (xr — =) + (¢ + @) (y — 7o)
+ (@ + b*) (z—2,)?,

laquelle représente un cone du second ordre, liecu des
droitesdu complexe passant par le point fixe P (g, 5, 2,) 5
nous dirons que c’est un cone du complexe, et nous
le désignerons par (C); il résulte du théoréme I que
les génératrices de ce cdne pénétrent toutes dans la
sphére (S).

RemarQue. — Si du point P on circonscrit un cone
a Yellipsoide donné, le cone (C) du complexe sera évi-
demment le lieu des droites par lesquelles on peut mener
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des plans tangents rectangulaires au cone circonscrit ;
et si

MX*+ NY? +PZ=o

est I'équation du premier cone rapporté 4 ses plans prin-
cipaux, on sait que I'équation du second est

M(N-+P)X? + N(P+ M) Y+ P (M+N)Z=o.

3. Avant d’aller plus loin, nous indiquerons quelques
notations et plusieurs formules dont nous ferons un fré-

(quent usage.
Posons d’abord

i A=0b+ ¢,
x"g B =¢ + &,
C =a*4- b%
al=b —c,
9) (2“% b= — a*,
ct=a’ — b*;
‘e =a* + b+,
3y g =a2b*+ b+ ra,
? h = a*brc?;

puis

sphere, lieu des sommets des.

S =+ y'+ 27—, . .
triédres trirectangles ;

(6)
G=Ax*+ By*+ Cz*— g, ellipsoide auxiliaire; .
H="0%2*+c'a’y* a*b?2*—h, ellipsoide donné.

L’équation S = o est celle de la sphére, lieu des som-.
mets des triédres trirectangles circonscrits a P'ellipsoide
donné; la sphére (S) enveloppe complétement 1’ellip-
soide G = o, qui est un ellipsoide auxiliaire, envelop-
pant lui-méme Pellipsoide donné H = o.
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L’équation générale des surfaces homofocales de I'el-
lipsoide donné est

1.2 _)’2 z?
- -+ + —
al4-p L +p ¢+ p

(7) 0,
et, si p;, ps, ps sont les paramétres des trois surfaces
homofocales passant par le point P (x,, y,, 2,), on aura

a*+p b*+p E—+p

—1=o0,

et py, ps, ps seront les racines de I'équation

(9) P — S0p” — Gep —Ho =03

ce qui donne lieu a I'identité

(10) p°—Sop?— Gop — Hy=(p—p1) (p — p:) (p — ps)>
puis aux relations

So :PI+P2+P37
(11) 2Go=~(mm+f’zps+mn),
H, =p, paps.

On a encore

o (@ +p)(@ +p)(a" +ps)
xr o = — ?
° biet
(12) __(b"‘l"]"l)(bz‘-L Pi)(bz"}'f’a).
) 2 — T ;
) o (e +p)(¢+p) (¢ +ps)
LT alb:

Maintenant nous admettrons constamment les inéga-
lités

(13) a>h>>ec,



(55)
d’ou
(13 bis) a'>>o0, b} <o, c¢j>o.

L équation (8) nous montre que ses racines sont com-
prises entre —a*, —b% —c* el +o0; de sorte que
nous pourrons toujours supposer

— a*<ps<—b* hyperb. & 2 nappes;

(14) — b* < py<—c*,  hyperb. i 1 nappe;
| —e¢<p<<+w, ellipsoide réel.

6. Ceci admis, I'équation (4) du céne (C) pourra
s'écrire

cone (€ = (Set-a*— )+ 7S+ b1 —7r7)

5 du + 2*(Sy + ¢ — 33} — 2)0%)2
(13) com- — 23Ty 3L — 2X0Y o LY
plexe.

+2Ax,x4+2By,y+2Cz:—(Go-+g)=o0.

Si I'on forme, relativement a cette surface, I'équation
en s, savoir :

P—{A+A"+A")s*+(A'A"—B*+- A"A—B'*+ AA’ —B"?)s

+- AB*+ A’B* 4+ A”B" — AA'A" — 2BB'B" =0,
on trouve ici
(16) & —28/s* + (8] — Gu)s -+ (H, + S,G,) = 0.

Si 'on a égard aux valeurs (11) et qu’on pose

( O = p2 —+ p3,
('7) 67:P3+P|,
03 = + p2,

I'équation (16) pourra s’écrire

(16 bis)

s —a){(s —a;) (s —5) =0,
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et Pon a les relations

28, =6, + o, + ay,
(’8) S,’,—G.,:o‘.m—%—a',o',-}—caa.,
H, + S,G, =0, 0,6,.

7. Si du point P(x,,y,, z,) on méne le cone circon-
scrit a Pellipsoide donné, le cone (C) aura les mémes
plans principaux que le cone circonscrit (n° 4, Re-
MARQUE); mais on sait que les plans principaux de ce
dernier cone sont les plans tangents aux trois surfaces
homofocales qui passent par son sommet; donc :-

Tuatoreme II. — Les droites du complexe passant
par un méme point de Uespace forment un céne (C)
du second ordre; les plans principaux du céne (C) du
complexe sont les plans tangents, en son scmmet, aux
trois surfaces homofocales de lellipsoide donné qui
passent par ce sommet, ou, ce qui revient au méme, les
axes du cone (C) sont les normales aux trois surfaces
homofocales qui passent par son sommet.

Cette proposition nous permet d’obtenir facilement
I'équation du cdne (C) rapporté i ses plans principaux.

En effet, si oy, By, 715 @2, Bay 723 @3 PBs, 73 sont les
cosinus des angles des directions de cordes principales
correspondant aux racines g,, g, 3, et si 'on pose

=, x4+ By +7.2y y'=0rx4+Biy 9.3, ¥=0;x-+Bsy +7,3,
Péquation de ce cOne sera, comme on sait,
6,&"* + 6,5 + 6,2 = 0.

Mais &’ =0, ¥’ =0, 2’ = o sont les plans tangents aux
trois surfaces homofocales py, ps, ps passant par le point
(Xos Yoy Z4)s €t la racine g, correspond au plan tangent
i la surface dont le paramétre est py, comme il résulte,
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soit de la Remarque du n° 4, soit de considérations de
symélrie; et ainsi des autres. L'équation du cone (C) est
donc de la forme

o) [zﬂ('t—'rn) (=)

G zo)]’

a2+P| b2+f7| c;“i‘Px
2 [ ®olz—my) Yolr =2 | 2(z—2)F
+ o [ a* + p, T e P2 e P2

r— — %) 2,(z2— 3z
+03)‘§ [-Tn(T To) a- .70(_7 Ja + ”(f-,_{_p:

a”+p3

b2+{)3

les constantes },, 2,, A étant telles qu’on ait

2

).3 [ ".720 - 3 )’:
(@ +p)?

(6*+ p.)

)]’zo,

.
eyl

Si I'on a égard aux valeurs (12), on trouve facilement

que

)‘2,__(['7"*-Pl)(bz+p\)(c2+P‘), 2

g == vy

(g — p2) (pr—ps)

M=...

3

L'équation du cone (C) du complexe rapporté a ses.

plans principaux est donc

+oulp— ) (@ p) (87 + p) (7 -+ p))

< " >, ‘?foy L _BE

L@ +p  b+p

+ 0y(ps —pi) (@% + pa) (87 + p2) (€ - pa)

(19) [C] =< i _on Yo " 202 —l_
@'+ b 4p T P4, .

z,7

x

JoJ

2y

_d‘ -+ pa

[)2‘+‘P3

¢~ p;

—1I

“+ o3(pi— p2) (@ =+ p3) (82 + ps) (¢ + ps)

2

—0.

8. Cherchons maintenant les points (x,, yo, 2,) pour
lesquels le cone du complexe se réduit a un systéme de

deux plans.
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Pour ces points, I'équation (16).doit avoir une racine
nulle; on a donc

(20) S,G,+~ ll,=o0, ou ¢,606 =o0.

On obticnt ainsi une surface que nous désignerons par A,
et dont I'équation est

{21) A=SG+ H=o,
ou

A::(,z:z +.},z+zz___e)(A.l.z+ By +CZ"'—g)

+ bt at+ claty? - @* b — a’h ¢ =—o,

(21 bis)

ou encore

A= (a4 y*+2*)(Az? + By* + Cz*) -+ ABC

(21 ter)
—[A(B+C)z*+B(C+A)y*+C(A+ B)z*]=o.

On voit que cette surface est du quatriéme ordre, et la
derniére forme nous montre que c’est une surface des
ondes ayant pour ellipsoide directeur
z?

y?
4+ = 4+ = —1=o0.
B 1 (o]

£
A C

Y. Comme, dans le cas actuel, une des quantités oy,
as, 03 est nulle, nous voyons, par 'équation (19), quela
droite d’intersection des deux plans est une des nor-
males aux surfaces homofocales qui passent par le point
(0y ¥o, 2,) considéré; cc qui résulte également de la
Remarque du n° 4.

Nous démontrerons d’ailleurs, un peu plus loin, que
Paréte du systéme de deux plans correspondant a un
point (x4, ¥, 2o) de la surface A touche Ja surface en
cc point. Ainsi :

Tatorime IIl. — Le licu des points pour lesquels le
cone (C) du complexe sc réduit @ un systéme de deux
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plans distincts est une surface (A) du quatrieme ordre,
laquelle est une SURFACE DEs ONDEs par rapport a l'el-
lipsoide directeur

,_.4__-,—6———1::0.

Ce dernier ellipsoide est la surface polaire réciprogue
de Uellipsoide (G) par rapport a une sphére dont le
rayon est {'/g'

Laréte du systéme des deux plans est normale a
Uune des surfaces homofocales qui passent par le point
considéré (xq, ¥ 2o), €t touche en ce point la surface A.

Nota. — 1° Il est entendu que les surfaces homofocales
(ue nous considérerons dans le Mémoire actuel seront
toujours des surfaces homofocales-de 1'ellipsoide donné.

2° Pour abréger le langage, nous dirons que I'ensemble
des deux plans auxquels peut se réduire le céne (C) est
un systéme de deux plans du complexe, ou, plus sim-
plement encore, un systéme du complexe; la droite
d'intersection des deux plans sera dite ’aréte du systéme.

10. Rappelons que les surfaces (S), (G), (H) s’enve-
loppent successivement (n° B), et que les quantités S,,
Go, H sont positives ou négatives, suivant que le point
(%os Yoy 2o) €St extérieur ou intérieur a la surface cor-
respondante.

Or, pour un point situé sur la surface 4, ¢ est-a-dire
tel que
S¢G, + Hy=o,

on doit avoir
(22) S, <0, G,>o.

Car 5i S > 0, on a alors Go > o, H, > o, et I'équation
ci-dessus n’admet pas de solutions réelles ;
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Silon a S8, <o et G, > o, alors H, > o; I'équation
peut étre vérifiée par des valeurs réelles de x, y,, z,;

Si I'on a & la fois S, << 0, Gy < 0, H, > 0, il n’y a pas
de solutions réelles;

Enfin, si I'on a §; <o, G, <o, Hy <o, il n’y aura
pas encore de solutions réelles ; car une des quantités oy,
s, 03 doit étre nulle; or la quantité o, = p, + p; ne
peut ¢tre nulle, puisqu’elle est la somme de deux nom-
bres négatifs (14), [n° 5]; d'un autre coté, lorsque ¢, ou o4
s’annulent, la quantité G, se réduit a +p?, (17) et (11);
mais, p, étant réel, G, serait posilif; par suite, 'hypo-
thése faite est inadmissible pour des valeurs réelles de
Xoy Yo» Zo, vérifiant 'équation en question.

La surface A est donc tout entiére renfermée entre la

sphere (S) et Vellipsoide (G).

(Za suite prochainement.)

SUR LES FORMULES FONDAMENTALES DE LA THEORIE
DES SURFACES

Pax M. LAGUERRE.

(Extrait d’une Lettre adressée a M. Ch. Brisse. )

I

... Les beaux travaux de MM. Bonnet, Bour et Codazzi
ont notablement perfectionné la théorie des surfaces;
les formules fondamentales de cette théorie me parais-
sent pouvoir étre exposées d’'une fagon assez simple....

Je suppose les différents points de la figure rapportés
i trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, ct les coor-
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données des points de la surface exprimées en fonction
de deux variables indépendantes u et v.

Soient (u) et (v) les courbes de la surface obtenues
en donnant respectivement a u et & v des valeurs con-
stantes. '

Imaginons un triédre trirectangle MX, MY, MZ, qui
se déplace de facon que son sommet M décrive la sur-
face, I'aréte MZ lui étant normale; les deux arétes MX
et MY sont constamment situées dans le plan tangent
en M, mais leur mouvement reste indétermind.

Soient

cosa, cosf, cosy,
cosg, cosv, cosg,

cosk, cosp, COSv,

les cosinus que font respectivement les axes MX, MY,
ML avee les axes fixes Ox, Oy, Oz.

Si I'on passe d’un point quelconque de la surface
(uy¢) & un point infiniment voisin (u + du, v + dp),
d’aprés une formule bien connue sur le déplacement in-
finiment petit d'un corps invariable (¥), on a les neuf
relations suivantes :

dcosa =+ (Mdu + Nde)cost - (P du + S dv)cos),
d cost = — (Mdu + Ndv)cose — (R du + Qdv) cos),
(1) ¢ dcosk =— (P du + S dv) cosx + (R du + Qdo) cosk,
dcosp = + (Mdu + N dv) cosu + (P du + S dv) cosp,

D I I IR RPN e e e s e oo . .

Je n’écris que les quatre premiéres de ces relations, les
autres s'en déduisant immédiatement; M, N, P, Q,R et S
désignent six fonctions données de u et de v.

de M. Picart : Nouvelle théorie du déplacement continu d’'un corps solide,
p. 160.

(*) Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, ¢ série, t. V1, la Note
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II.

Comme les développements qui suivent s’appuient
surtount sur les formules données (¥) par M. Serret pouries
lignes a double courbure, je transcrirai ici ces formules.

Soient

cosa, cosb, cosc,
cosz, Cosy, COSz,

cosl, cosm, cosn,

les cosinus des angles que font respectivement, avec les
axes fixes Ox, Oy et Oz, la tangente a la courbe, la
normale principale et I’axe du plan osculateur.

Désignons de plus par ds un élément infiniment petit
de la courbe, par » le rayon de courbure et par ¢ le rayon
de torsion en ce point.

Les formules de M. Serret sont contenues dans le
tableau suivant :

ds s
dcosa — cosx —y dcosl — cosx —»
r t

ds ds
dcosh —cosy —» dcosm=—cosy )
;
ds ds
dcosc =:cosz —3 dcosn=cosz -t—;
7
(2)
ds ds
dcosa — — cosa — — cosl —
- ¢t
ds ds
dcosy == -— cosb — — cosm —,
r t
ds ds
d cosz = — cos¢c — — Ccosn — -
r t

Elles sont, on le voit facilement, contenues dans les
formules générales (1),

(*) Voiv Caleul différentiel de Lacroix, t. 1, p. 284 et 299.
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Je suppose maintenant, en conscrvant toutes les nota-
tions précédentes, que la ligne considérée soit tracée sur
la surface donnée.

La droite MZ étant normale 4 la surface, en désignant
par i I'angle que fait la courbe avec I'axe MX, et par @
I'angle que fait la normale principale de la courbe avec
la normale & la surface, les formules d’Euler donnent
le systéme de formules suivant :

cosa cosa—+ cosd cosP -+ cosc cosy = cos’,

cosa cos& -+ cosb cosv + cose cosg = sini,

cosa cos) -+ cosb cosp + cosc cosy = 0,

COSZ COSa - €0Sy €OSPB —+ C0SZ cOsy =sinasin’,
€OSZ COSE - COSY COSV -+ €OSZ €COS§ — — Sinw@ €OS/,
COSZ COSA - COS) COSp —+- COSZ COSY == COS®;

cos! cosa + cosm cos B -+ cosn €osy = — cosw Sini,

cos! cosE -+ cosm cosv -+ €oS7z cOSE =— cOSw COS/,
cosl oS\ —+ COSm COSp. — COS2 COSy == siN .

Si maintenant nous différentions ces neuf équations
en tenant compte des relations (1) et (2), nous obtien-
drons, apreés quelques réductionsfaciles, lc tableau suivant :

ds .
— — sing = di -+ M du + N do,
,

1.
(A) ! frf cosw — (P du + Sdv) cosi — (Rdu + Q dv) sini,

— do+ “Ts — — (Pdu+ Sdv)sini — (R du+Qdv)cosi,

qui donne les trois premiéres équations fondamentales de
la théorie des courbes tracées sur les surfaces.

Les quantiiés dcosa, d cosf,. .. élant, par leur défi-
nition méme, des différentielles exactes, en exprimant
que cette condition est remplie, on obtiendra les trois
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relations contenues dans le tableau suivant :

dM dN
@ " am TR
dPp ds
(B) el =MQ —RN,
4R 4Q _ Np _ms.
L doe du
III.

Supposons maintenant que les courbes (u) et (v) déter-
minent sur la surface un réseau orthogonal, et que les
axes MX et MY soient, en chaque point, tangents aux
deux courbes qui s’y croisent a angle droit.

En désignant par ds un élément linéaire quelcongne
de la surface, soit

ds* = E*dw’ + G* dv?,
d’ou
dscosi = Edu, dssini = G dv,
et
ds cosa = E du cosa + G dv cosk,
ds cosb = E du cosP -+ G dv cosv,

ds cosc = E du cosy + G dv cosg.

Je remarque, avec M. Bonnet (*), que par définition, ces
trois derniéres quantités sont des différentielles exactes;
exprimant ces conditions, en tenant compie des équa-
tions (1), nous obtiendrons les relations contenues dans
le tableau suivant :

dFE,
g — =—GM, ES-+GR=o,

do
() <
( dG EN. t . Gd
de — 0 ST gy

(™) Mémoire sur la théorie des surfaces, ete.; Journal de !’ Fcole Poly-
technique, XLII® cahier, p. 35.
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T ai introduit dans ce tableau la valeur detangi, en fonc-
tion de u et de v.

On a ainsi, en A, B, C, toutes les formules fondamen-
tales relatives au cas out les courbes (u) et (v) sont ortho-
gonales.

Tl resterait a prouver que, si les fonctions M, N, P, Q,
R, S, E, G satisfont aux équations aux différences par-
tielles contenues dans les tableaux (B) et (C), ces fonc-
tions déterminent effectivement une surface; pour cette
démonstration, je renverrai au Mémoire de M. Bonnet,
déja cité.

1v.

Considérons maintenant le cas général ; soit 2w 'angle
sous lequel, en un point quelconque de la surface, se
coupent les courbes (u) et (v) qui se croisent en ce point.

Nous choisirons les axes MX et MY, de telle sorte qu’ils
coincident avec les bissectrices de cet angle.

En désignant par ds un élément linéaire quelconque
de la surface, posons

ds? =E*du? + 2EG cos2w.du dv + G*dv,
d’ou
ds cosi =(E du + G dv)cosw, dssini = (Edu — G dv)sinaw,
et

ds cosa =(E du +- G dv) cosw cosx -+ (E du — G dv) sinw cosk;

je ne transcris pas les valeurs de ds cosd et dscosc.

Si nous exprimons que ces trois derniéres quantités
sont des différentielles exactes, nous obtiendrons les re-
lations contenues dans le tableau suivant, ot j'ai aussi

Ann. de Mathémat., 2° série, t. X1, (Février 1872.) 5
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transcrit la valeur de tangi,

! I
(‘“?‘_ic_’> ! :E<N+@>+GKM—2
t[u, du

do ~ di ) tange \
dE  dG dw dw
—_— — jtangw —— [ —_ —
o (@ ) nee = (5 ) 0 (0= ).
(GR + EQ) sinw = (ES — GP) cosow,
tan I___E(/u—Gdu tane
T Edu+ Gao O

Les tableaux (A), (B), (C') renferment toutes les for-
mules fondamentales relatives au cas le plus général.

En terminant, je ferai remarquer que les considéra-
tions précédentes s’appliquent, sans modification, au cas
de I'espace, lorsqu’on en détermine les points par les in-
tersections successives de trois séries quelconques de
surfaces.

Je reviendrai sur ce sujet.

MEMOIRE SUR LA THEORIE GEOMETRIQUE DES COURBES
DU TROISIEME ORDRE
{ sulte, voir méme tome, p. 21);

Pax M. KOEHLER.

VII. Si les six sommets d'un quadrilatére complet
s'appuient sur une cubique, les tangentes en quatre
sommets (dont trois ne sont pas en ligne droite) forment
un quadrilatére dont les diagonales passent par les
poiuts de concours des cotés opposés du quadrilatére in-
scrit (fig. 8).

Soient abcdef le quadrilatére complet, g un point
quelconque. On peut concevoir une cubique déterminée
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par un faisceau de coniques passant en g, b, c,d etun
faisceau de droites ayant g pour pivot. Donnons-nous de
plus la tangente @A au point a. Je fais correspondre aux
rayons ge, &f; ga les coniques (ac, bd), (ab, cd) ct celle

Fig. 8.

qui a pour tangente aA. Les tangentes a la cubique en
¢, d, b seront les tangentes aux coniques qui correspon-
dent respectivement a gc, gd, gb. Soient aC, aD, aB
les tangentes en a a ces trois coniques (aD et aB ne sont
pas représentées sur la figure).

La direction a A étant donnée, il faut pour trouver aC
chercher le rayon tel que les rapports a(e, f, A, C),
g (e, f; a, ¢) soient égaux, c’est-a-dire prolonger aA
Jusqu’a la rencontre de gf en a, joindre ca qui ren-
contre ef en 3, joindre aff. La tangente a la cubique
en ¢ étant tangente a la conique qui touche aC au point a,
il suffit pour la construire de joindre ¢C et de mener
la droite ¢C au point ou eC rencontre af. Quelle que
soit la direction aA, le point k, intersection de aA et

5.



(68)
de cC’, décrira une droite fk, polaire par rapport a
Yangle afc du point y ou ec rencontre fg.

Considérons maintenant la transversale ebd; quelle
que soit la direction de la tangente a la cubique en b,
son point d’intersection A’ avec la tangente en d sera
sur une droite f¥, polaire de d relativement & 'angle
afc; or fk et fk' coincident, puisque les points y et 9 sont
sur une droite qui passe en f. On verrait de méme que
les intersectious 7, i’ des tangentes a la cubique en a et 2,
en ¢ et d sont sur une méme droite passant au point e.

VIII. Théoréme de Carnot.— Soient ABC un triangle,
a, b,c, d, e, f, g, h huit points : trois sur AC, trois
sur CB, deux sur BA (fig. 9).

Fig. 9.

1l est d’abord évident que toutes les cubiques passant
par les huit points passeront aussi par un neuviéme
point ¢ situé sur le c6té BA. On peut le reconnaitre sans
aucune construction en remarquant que le systéme des
droites AB, AC, BC est une des cubiques considérées.

Pour trouver le point i, prenons pour base bedk ( fig. 9)
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et cherchons le rapport anharmonique des coniques
bedh (a, e, f, g). Les segments qu'elles déterminent sur
le coté BA sont kA, he, ho, hg; on obtient les points
¢,  en joignant cd, bh, qui sc coupent en a; il faut
joindre ensuite be, bf, qui coupent Bz en B, 7, joindre
enfin cf3, cy. La conique circonscrite au quadrilatére
aefg et capable du rapport bedh(a, e, f, g) [ou, ce qui
revient au méme, du rapport (A, ¢, 9, g)] coupera BA
au point 7. Pour obtenir lc deuxiéme point a’ our cette
conique rencontre CA, il suffit de joindre ee, f; ces
deux droites se coupent en a’ sur le coté CA: En effet,
les points e, f,..., €, 9,... appartiennent a deux divisions
homographiques sur les cotés BC, AB; deux points homo-
logues coincident en B, A et C sont deux points corres-
pondants, et il en résulte que toutes les lignes telles
que ec qui joignent deux points correspondants se cou-
pent au méme point sur AC. On voit que a’ appartient a
la conique dont il s’agit, et I'on aura immédiatement le
point i. Cela posé, le théoréme de Carnot, appliqué a
cette conique, donne

Ag.Ai Be.Bf Ca.Ca’
Bg.Bi Ce.Cf Aa.Ad'

On a aussi, en considérant la transversale hdn,

Al Bd Cn _
BA'Cd an "
et, par suite,

Ag.Ah.Ai Bd.Be.Bf Ca.Ca'.Cn
Bg.Bh.Bi Cd.Ce.C/ Aa.Ad .An

Mais les segments AC, bc¢, a'y sont en involution, comme
interceptés sur le c61é AC par trois coniques circonscrites
au quadrilatére deke, savoir : (BC, BA), (dk, e¢), bedhee.
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On a donc
Ca'.Cn _ Cb.Ce
Ad.An~ Ab.Ac’

et I'équation précédente devient cclle qui exprime le
théoréme de Carnot appliqué aux cubiques.

En supposant un des sommets du triangle & Pinfini,
on arrive au théoréme de Newton.

IX. Théoréme de Cotes. — Prenons sur trois droites
convergentes en P les huit points a, b, e,¢, 8, f, d, k-
répartis comme l'indique la fig. 10. Toutes les cubiques

Fig. 10.

passant par ces huit points ont évidemment leur neu-
vi¢me intersection sur la droite PdA. Pour trouver ce
neuviéme point 7, il suffit, en prenant abed pour base,
de circonscrire au quadrilatére efgh une conique capable
du rapport abed(e, f, g, h) ct de chercher le second
point ou elle coupe Pd. Si maintenant, les sept points
a, b, ¢, d, e, f, g restant fixes, h se déplace sur la
droite Pd, il est évident que les segments tels que %i se-
ront en involution; P est un des points doubles.

Soient F, G, C les intersections de ef, &g, ac avec
Pd, 7 le second point d'intersection de la conique abedg
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avec Pd; quand I vient en F, i coincide avec y, de sorte
que Fy est un des segments de I'involution. On a donc

1 I__ I + I
Pi "PAT Py PF
et
1 1 11 +I+_’_
pa P T PAT Pd T Py ' PF

Mais yd est le segment intercepté par la conique abedg,

on a donc

1 I 1
— = — 4 —}

Py T P2 PC T PG

1
P

<
o

donc enfin

I 1 1 1 I 1

T
7R TR YA T T T
c’est-a-dire que le centre des moyennes harmoniques
de P par rapport & d, h, i est le méme que par rapport
a C, G, F; il se trouve donc sur la droite MM’ qui
joint les centres des moyennes harmoniques de P rela-
tifs aux deux groupes a, b, € et c, g, f. Le théoréme de
Cotes se conclut de ce qui précéde; qu'on imagine une
quatriéme transversale issue de P; on pourra assigner un
point k sur cette droite pour achever de déterminer la
cubique passant par le groupe a, b, c,..., i. Les points , m
ou Pk rencontre la courbe satisfont encore a la condition

LSS IR B SN N

Pk " Pl Pm  PC ' PG ' PF’
En effet, si I'on joint de, ig, hf qui rencontrent Pk en
C,, Gy, Iy, le centre des moyennes harmoniques de
k, 1, m sera le méme que celui de C,, G,, F, ou de
C’, G/, F'; il sera en M” sur la droite M’M".

Corollaire. — Si les transversales Pa, Pc coincident,
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les points C, G, F deviennent les intersections des tan-

gentes en a, b, ¢ avec la transversale Pd, et I'on a ce
théoréme de Maclaurin :

Si par un point P on méne une sécante et les tan-
gentes aux points o elle coupe la courbe, laxe des
moyennes harmoniques des tangentes est le méme que
celui du point P par rapport ala courbe.

X. Polaires coniques des courbes du troisiéme ordre.
— Etant donnés sur une droite un point P et un groupe
de trois autres points a, b, ¢, les conjugués de P relatifs
a ce groupe sont des points tels que P est le centre des
moyennes harmoniques de chacun d’eux par rapport a
a, b, c. Si 'on prend P pour origine, les conjugués sont
donnés par I'équation

a*(a—+ b+ c)— 2z(ab + ac + bc) + 3abc =o,

a, b, ¢ désignant les distances Pa, Pb, Pc. Ces points
divisent harmoniquement le segment formé par P et par
son centre harmonique relatif a a, b, c.

On pcut construire géométriquement les conjuguds de
la manitre suivante :

Il est I’abord évident que, si P se déplace sur la droite,
ses conjugués forment un systéme de segments en invo-
lution (principe de correspondance); si P coincide avec
a, ses conjugués sont le point @ lui-méme, etle conjugué
harmorique a de @ par rapport 4 bc. On a donc immé-—
diatement trois segments de l'involution, ac, 68, cy
(B, y étant les conjugués harmoniques de &, ¢ par rap-
port a ac, ab).

Pour obtenir les conjugués de P, il faudra construire
un segment xy tel que I'on ait

rapport anharmonique = ( 2y, az, b8, cy) = (P, a, b, ¢).
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On peut aussi faire intervenir le centre des moyennes
harmoniques p, en remarquant que les conjugués forment
une involution avec les segments formés, d’une part, par
deux des points donnés, de I'autre, par le troisiéme et par
le conjugué harmonique de P relatif aux deux premiers.
{Is sont, de plus, conjugués harmoniques I'un de l'autre
par rapport 2 P et p ; on est ainsi ramené & un probléme
connu (Cuasces : Traité des sections coniques, n°® 153).

La polaire d’un point P par rapport a une cubique est
le lieu de ses conjugués par rapport aux groupes de trois
points situés sur toutes les transversales qui passenten P.
Je démontrerai d’abord que la polaire d’un point par
rapport au systéme composé d'une droite CD et d’'une
conique est une autre conique. Soit MAB la polaire recti-
ligne de P relativement a la conique seulej soit Mm ’axe

Fig. 11.

des moyennes harmoniques du systéme (fig. 1 1).On veit
d’abord que les quatre points A, B, C, D appartiennent
au lieu cherché.

Menons une transversale Paa’; les conjugués de P par
rapport aux points a, a’, b sont en involution avec aa’,
bb', et, de plus, ils divisent harmoniquement le seg-
ment Pm; done ils appartiennent a une conique passant
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en A, B, C, D, et dont la polaire relative 4 P est la
droite Mm.

Lorsque la conique donnée se réduit i un systéme de
deux droites, la polaire de P par rapport au triangle est
une conique passant par les trois sommets.

Je considére maintenant une cubique quelconque; je
coupe la courbe par une transversale abe, et je méne les
rayons Pa, Pb, Pc. Leurs six autres points d'intersec-
tiond, e, f, g, h, i appartiendront 4 une méme conique.

Fig. 12.

Soit & un dixiéme point qui achéve de déterminer la courbe
du troisiéme ordre ; les conjugués de P par rapport aux
trois points k, k', k" situés sur la transversale Pk ( fig. 12)
seront les mémes que par rapport aux points «, f3, 7, ou
cette ligne coupe la conique et la droite abe. En effet, si
k se déplace sur la transversale, les conjugués de P rela-
tifs au systéme variable k, ', k" formeront une série de
segments en involution; car ils divisent harmoniquement
le segment Pm déterminé par I’axe des moyennes har-
mon'iques, axe qui ne varie pas. Mais, lorsque & coincide
avec a, 3 ou v, le segment est le méme : c’est celui qui
correspond au groupe («fy); lorsque k vient en P, &/
et k” se confondent avec lui, ainsi que les conjugués, car
alors la cubique devient un systéme de trois droites con-
vergentes. Il en résulte que la série de segments se réduit
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A un segment unique, celui qui correspond a (2fy) (*).
La polaire de P relative 4 une courbe quelconque du
troisiéme ordre, passant par les neuf points a, b, ¢c,. . .7,
est donc la méme que par rapport au systéme composé de
la droite abc et de la conique defghi; c’est une autre
conique.

Construction des tangentes issues d'un point d’une
cubigue. — Ce probléme revient a trouver les intersec-
tions d'une courbe du troisiéme ordre et de la polaire
d’un de ses points, conique qui a deux points infiniment
voisins communs avee la courbe ; il peut étre résolu géo-
métriquement de la maniére suivante.

Quels que soient les neuf poinits qui définissent une
courbe du troisiéme ordre, on pourra toujours mener la
tangente en a et trouver les points de la courbe 5, ¢, d,
e, f, g situés sur trois transversales issues de ce point.
Les conjugués harmoniques de a(B, C, D) par rapport
anx trois couples be, de, fg et )a tangente ah détermi-
neront la conique polaire. Menons la droite bd et soit ¢
le troisi¢éme point de la cubique situé sur cette droite.
On peut considérer I’ensemble de la conique aBCD et de
la droite &d comme une cubique ayant avec la proposée
cinq points communs (aa), b, d, i (fig. 13). Si T'on
prend pour base (aa) bd, il est facile de voir que le pivot p

(*) Clest ce qu'il est trés-facile de rcconnaitre; menons, en effet, par
le point P une droite quelconque P sur laquelle nous porterons les
distances de P aux milieux p. des segments formés par les conjugués de
ce point relatifs aux divers groupes &, &, . On a ainsi deux droites
divisées homographiquement P u et Pk. Le point P sur Pk coincide avec
son homologue sur Pu; aux points «, 8 correspond un méme point p.
- correspond donc a tous les points &, puisque les droites qui joignent
les points homologues sont convergentes. L'examen de 1’équation anhar-
monique Iy ~+ax by c=o0 conduirait au méme résultat; si I'on
doit avoir y = 0 pour r=o, et y = p pourr = et r = B, elle devient
x(y — p)=o0,etl'on a y = u, quel que soit =
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relatif an systéme de la conique et de la droite sera le
sixi¢cme point d’une involution déterminée par les seg-
ments bd, 3J et par le point 7 ot bd rencontre ak.

Fig. 13.

s
\Zb

P

Soit P le pivot de la cubique donnée, relatif 4 la méme
base. A une conique quelconque du faisceau commun
correspondent deux rayons, un dans le faisceau P, un
dans le faisceau p. Menons Pc, Pe, Pg, et cherchons
les homologues py, pe, px; la conique menée par les
points p, P et par les intersections respectives de ces
trois couples de droites contiendra évidemment les autres
points communs aux deux cubiques, ou, ce qui revient
au méme, les points communs a la cubique donnée et &
sa polaire aBCD. A

Propriéié des polaires de tous les points d’une droite.
— Diamétres coniques et courbe centrale. — Les po-
laires de deux points a, b d’'une droite se coupent en
quatre points; si 'on considére I'un quelconque d’entre
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cux p, son axe des moyennes harmoniques sera la droite
ab. Sil'on méne une droite quelconque pe, le point ¢
ou elle rencontre ab sera le centre des moyennes harmo-
niques de p relatif aux trois points de la cubique situés
sur la transversale; donc p est un des conjugués de c, il
appartient aux polaires de tous les points de la droite ab.
Ainsi les polaires de tous les points d’une droite passent
par quatre points, péles harmoniques de cette droite.

Si 1'on considére la droite a 'infini, chacun de ses
points a.pour polaire une conique qui est un diamétre;
tous les diamétres passent par quatre points poles de I'in-
fini. Leurs centres sont donc sur une conique qui est la
conique centrale; elle est en méme temps le lieu des
points dont les polaires coniques sont des paraboles. Que
I'on congoive en effet, par un des points de la conique
centrale, une transversale paralléle a la direction qui
détermine le diamétre dont ce point est le centre; si 'on
cherche les conjugués du point, I'an d’eux sera a l'infini,
car le point en question est le centre des moyennes dis-
tances des points de la cubique situés sur la transversale.
Toute autre direction donnerait deux conjugués a dis-
tance finie.

Enfin il est évident que, si par un point on ménec une
infinité de transversales, les quatre péles harmoniques

de toutes ces droites parcourront la polaire conique du
point.

(La suite prochainement.)
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NOTE SUR LES QUESTIONS 1045 ET 1026;

Par M. LIONNET.

1. Tntorkme. — La différence des periméires p et P
de deux polygones régulicrs d’un méme nombre n de
cotés superieur a 5, l'un inscrit et autre circonscrit au
méme cercle, est moindre que le c6té AB du polygone
inscrit.

Soit CD le c6té de P, tangent au milieu M de 'arc AB
et divisé par ce point en deux parties égales. Il s’agit de
démontrer que, pour 7 > 5, on a

AB
CD.n — AB.n<AB ou CD— AB<L o

ou

(1) A< s

en remplagant CD, AB par les rayons OC, OA qui leur
sont proportionnels, et prenant OA pour unité. Mais

B_M D

o
N

0

. s P .
la tangente CM, égale a 5 étant moyenne proportion-

nelle entre la sécante entiére CA + 2 et le segment CA,
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on a
P2
= (CA + 2) CA.

=
Remplagant CA par ,1‘ et multipliant les deux mem-

bres par n, on a
P 2

(2) (-) < 2n-1.
2

Cette inégalité, équivalente a (1), devenant 12<13
pour n = 6, est vérifiée par cette valeur de n. Elle I'est
aussi pour 72 >>6, puisque, 7 augmentant, P diminue;
donc le théoréme est démontré,

Remarque I. — Pour n <6, le premier membre
de (2) est supérieur a 12, tandis que le second est égal
ou inférieur 4 11; donc alors I'inégalité a lieu en sens
contraire ; ce qui justifie la restriction > 5.

Remarque II. — Si P'on désigne par P’ le périmétre
du polygone circonscrit de 2n colés, par b, b’ les colés
de P, P’, et qu’on méne au point A la tangente AE jus-
qu’a sa rencontre avec CD, les triangles semblables CAE,
CMO, dans lesquels on a

b’ b
AE=—, CM—=-, OM:l,
2 2
donneront
_b¥ _P¥__bP PP’

CA

T4 T in T 8n B’
[ 1 I SR T
d’ol, en remplagant CA par ~» on déduit les inégalités

(3) Pb <4, bP <8, PP < 8a,

dont chacnne, équivalente a (1), peut servir comme I'iné-
galité (2) a la démonstration du théoréme.

2. TutoriMe. — L'exceés de la circonférence sur le
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périmétre d’un polygone régulier inscrit est moindre
que le coté du polygone.

L'inégalité 2w — AB.n < AB ou 27 <{AB(n-+1)
qu'il s'agit de démontrer est, pour n>>5, une consé-
quence immédiate du théoréme (1); car on a évidem-
ment 27 —p < P—p. On la vérifie d’ailleurs trés-
facilement pour n <6, en observant qu'on a n*<C 10
et que les valeurs de AB correspondantes aux valeurs 3,
4, 5 de n sont respectivement

ARy

2

3. TutorkME. — On peut inscrire et circonscrire &
un méme cercle deux polygones réguliers semblables
d’un assez grand nombre n de cétés pour que la diffé-
rence d,, de leurs périmétres soit moindre qu'une partie
aliquote du coté a, du polysone inscrit, aussi petite
qu'on voudra.

On sait qu’on a

dp < tdny an<o22ay, di<a.

1l en résulte

d,<tdg<%ta,<la,..
On trouve pareillement
dyy <t dpn < §an<jaa,
et ainsi de snite; donc on a généralement

1 1
d x< > a + ou d, < > a.

en posant 6.2* = n. Le nombre entier k étant aussi
grand qu’on voudra, le théoréme est démontré.

4. TrtorimE. — On peut inscrire a un cercle un
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polygone régulier d’un assez grand nombre de cétés
pour que Uexcés de la circonférence sur le. périmétre du
poly gone soit moindre qu'une partie aliguote de son
c6té aussi petite qu’on voudra.

Ce théoréme, démontré par M. Gerono (*), est une con-
séquence immédiate du précédent. Car on a évidemment
an—p < P—p.

Remarque. — Les théorémes 1 et 2 se démontrent
facilement anu moyen des inégalités connues

3

. a ) at
a — sina < B—, 1 — cosa <

;3

mais nous avons préféré une démonstration géométrique.

NOTE SUR LA QUESTION 1043;
Par M. FAURE,

Chef d’escadrons d’Artillerie.

Considérons deux figures planes homologiques F et F/;
soient 1 la droite de la premiére figure qui correspond a
Iinfini de la seconde, et S le ‘centre d’homologie. Les
droites A’, B’ ayant pour correspondantes les droites A,
B, si I'on joint le centre S d’homologie aux points a, b
traces des droites A, B sur la droite I, les droites Sa, S&
sont respectivement paralléles aux droites A’ B, car le
point a est 'homologue du point &' situé a infini sur A’
et le point 4 est 'homologue du point &' situé a I'infini
sur B'.

1l résulte de 1 que I'angle de deux droites prises dans

(*) Nouvelles 4nnales, année 1851, p. 454.

Ann. de Mathémat., 29 série, t. XI. (Février 1872.) 6



(82)
la figure F’ est égal a 'angle sous lequel on voit, du cen-
tre d’homologie, les traces sur la droite I (qui correspond
a l'infini de la figure I”) des cotés de I'angle homolo-
gique.

Tel est le principe qui nous sert pour la transforma-
tion des angles dans les figures homologiques. Les appli-
cations sont nombreuses.

Considérons, par exemple, un cercle et deux points
fixes sur le cercle; ces deux points sont vus d’'un point
quelconque du cercle sous un angle constaut. Sil'on fait
la figure homologique en prenant pour centre d’homolo-
gie le centre du cercle, on obtient le théoréme 413 que
j ai proposé en question (année 1857), mais si I'on prend
un centre d’homologie quelconque, on obtient 'énoncé
de M. Transon. Au reste, ce théoréme n’est lui-méme
qu'un cas particulier du suivant, que j'ai donné il y a
quelques années dans le Bulletin de la Société de statis-
tique du département de I'Isére. « On donne le foyer f
et I'un des plans directeurs d’une surface du second degré.
Sil’on prend deux points fixes sur une conique quelconque
tracée sur la surface et que 'on joigne ces points a un
point quelconque de cette conique, les traces de ces droi-
tes sur le plan directeur sont vues du foyer sous un angle
constant. »

Ce qui précéde montre que le théoréme tel qu’il est
énoncé par M. Transon n’est évident qu’autant que la
droite D ne rencontre pas la conique.

La démonstration directe du théoréme n’est pas diffi-
cile a donner, il suffit d’appliquer la proposition 171 de
la Géomeétrie supérieure.

Note. — La méme question a ¢été résolue par MM. Doucet, professeur

au lycée de Lyon; Lecornu, éléve du lycée de Caen; A. Pellissier, capi-
taine d’Artillerie.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 631
(voir »° série, t. I, p.383),

Par M. LE BESGUE.

Cette question doit étre posée ainsi, en y corrigeantune
errcur de copie et une faute d’impression,

Si Déquation x* = y* + ay®z* 4 b z* est résolue par
1 =14 at?u® + but, elle le sera aussi par

(A) a=r—(a*—4b)tfu’, y=1t'—bu', z=2rtu.

Voici la vérification directe.
Remplagant x et z par leurs valeurs, on trouve réduc-
tion faite,

[Ff 4+ (@ — 40)t ' = (y* + 2arcur ),
Prenant la racine carrée, il vient, réduction faite,
= —at?p — foeu,
Remplagant y par sa valeur, il vient, réduction faite,
(M —atwp=(1+bu')
Prenant la racine carrée, il vient
P==t 4 atu*+ bu'.

Cette derniére équation est la relation qui doit exister
entre r, ¢, u pour que les formules (A) donnent une so-
lution de
2=y + ay?z?+ bz,
6.
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Dans ce caleul, il y avait deux racines carrées a prendre;
les signes des racines pouvaient changer, ainsi la seconde
extraction aurait donné, en prenant le signe —,

r—alit——1t' — bu',
et, si la relation
Nn—=—t4attu’—but

pouvait &tre satisfaite, on pourait encore employer les
formules (A).
Si I’on prend pour application I'équation
p p Pp q

=y + 5y*a' + 32,
comme

donnent
P=rv+51n0+30" (P=r4+5Pu4 3u),
les formules (A) donnent une nouvelle solution

.Z':GS, Yy =2, z:6;
comme

r=—t - 50u — 3Ju

est satisfaite par
ret—u=—1,

les formules (A) dobnent encore la solution
r=12, y=—2, z==2.

Voici comment les formules (A) ont été trouvées. Dans
Iéquation x* = y* + ay®z® + b2*, ona fait z =2 z,,
d’ou 'on atiré

= (y*+2a3zl)*— f(a* — 4 b)z!,
ou bien encore

(r*+ 2422 —22=§(a* — 4 b) 2},
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puis on a décomposé 4(a* —4b)z| en deux facteurs,
'un que'ona supposé égal & y* 424z} + x, et I'autre
par conséquent égal 3 y* + 2az, — x. En posant z, =75
et prenant 27, 2 (a* — 4b)s* pour les deux facteurs
de 4(a*— 4b)z!, on a eu les deux équations

y+2anrs +z=2ar', »+2ars —z=2(a’—4b)s';
de 13, par soustraction, .
x=r'—(a*—4b)s,
et, par addition,
y*=r'—2ars +(a*—4b)s,

ou bien
r=(rr—as)— 455,

qui revient a

(P—ast +y)(1*—as*—y)=4bs"
En posant s = tu et décomposant 4bs* en 2t*, 2bu*, on
a fait

r—atu+4y=2t, r—attu*—y=—2bu,
d’ou ’on a tiré, par soustraction,

y==t — bul,
et, par addition,
rP==t4attu*+ bu'.
Comme R
2=—22,—=2rs—2rtu
et

z=r'"—(a*—fb)s' =r' —(a* —4b)ru,
I'équation
=yt +ay’z* 4+ bz
se trouve résolue par les formules (A), en admettant la

condition
=t 4+ attu?+ bu'.
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Nota.—La décomposition de 4bt*u*en —2t*, —2bu’
aurait donné la condition

o= — 8 4 attu? — but,

Ces décompositions donnent rarement des solutions
complétes; mais, dans certains cas, elles font reconnaitre
Fimpossibilité de diverses équations biquadratiques par
la méthode de non congruence qui consiste a trouver un
nombre entier m(module) tel que, les deux membres de
Péquation P = Q étant divisés par m, les restes supposés
positifs et inférieurs a m ne sauraient étre égaux.

Question 990
(voir 2°série, t. IX, p. 192);
Par M. Ernest PADOVA,

Eléve a I'Ecole Normale de Pise.

On donne un tétraédre A; A, Az A, el un point O.
Désignant parV, le volume OA, Ay A,, par V,le volume
OA A A,,..., on aura la relation

—1 —_— PN
S0A, V2 4-230A,04,¢c05A,04,V,V,—=o.
Les volumes V,V,,V;,V, doivent étre affectés d’un si-
gne tel que leur somme soit égale au volume dutétras—
dre donné. _ (H. Facre.)

Si I'on appelle zy, 34, 24, t, les perpendicalaires abais-
sées du point O sur les faces opposées aux sommets Ay,
A, A;, A,, respectivement, du tétraédre donné, et
x', y' 2’y t' les perpendiculaires abaissées de ces sommets
mémes sur les faces opposées, on aura
(1) VeA=zad, Vaia=y1y', Viia=13.:2, Viia=¢:t,

ou A représente le volume du tétraédre donné.
Du moment que U'on doit avoir

VI+V:+V3+Vt:A7
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il faut que l'on ait

Z,
7 -+ 2z ¢

X 24 L,
~

En substituant pour Vy,V;, V,, V, leurs valeurs dédui-
tes des équations (1) dans I’équation a démontrer, et en
divisant I'équation qui en résulte par A*, nous aurons

Ty

—2 2 — N
S0A, = + 2204,04;c084,0A; —— =o.
x zy

Pour démontrer cette nouvelle équation, il faut et il
suffitde montrer que, si & partir du point O, sur les droi-
tes qui de ce point vont aux quatre sommets du tétraédre,

. , \ Z,
on Cﬁupe des Segments I‘espectlvenlent egaux a OA( ;’

z ¢ s
OAQJ;,', OA;=, OA, 5, ces segments se font équilibre
Yy 2 ¢

entre eux quand on les considére comme des forces.

Pour ccla, il suffit de projeter ces droites sur les per-
pendiculaires aux faces du tétraédre, et de montrer que
toutes ces projections sont nulles. Or la projection sur
la perpendiculaire 4 la face A, A; A, donne

04, 3 cosxzOA, + OA,‘J;: cosx0A,

1 t .
+ 0A3:—, c0sz0A; - OA, 5 caszOA,,

ct puisque
OA coszO0A, = x, — &,
OA;cosz0A, = 0A, cosz0A, = 0A, cosx0A, = z,,

cette projection devient

T 2 4 t
-T|<_:+?-—;+—:+—;'-fl>)
Zz Y z t
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et par conséquent est égale i zéro. Donc les forces OA, =,
pe
z ¢ . .
04,2, 04, <+ OA, = se font équilibre autour du point
y z ¢

O, et la question est résolue.

Question 1039
(voir 2°* série, t. X, p. 384);

Par M. Wirriax MYNN PHORNTON,

Etudiant a V'Université de Virginie (Etats-Unis ).

Trouver I’équation du lieu des sommets des paraboles
inscrites & un triangle rectangle, celle du lieu des pieds
des normales issues du sommet de U'angle drott, et celle
du lieu des seconds points de rencontre de ces normales
avec les courbes. (H. Lemonnier.)

Prenant les cotés a et b du triangle pour axes, ’équa-
tion de la courbe est de la forme

(1) \/%—i\/é:l;

ct, pour exprimer qu'elle est aussi tangente & I'bypo-
ténuse, on a la condition

(2)

R

+b-—1
B

I. Observant maintenant que la perpendiculaire me-
née de l'origine a la corde focale

RIY

¥
+ = =1
B

passe par le foyer, et qu’une droite menée par le foyer

B

ct coupant l'axe des x sous un angle égal a arctang™
-4
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est Paxe de la courbe, on obtient aisément, pour I’équa-
tion de cet axe,

- x al — B2
3) - ""*“—=',—"'@,'

PR

Divisant I'équation (3) par I'équation (1), on a

7 JE =P

B + a o+ ﬁ’,
d’ou, par addition et soustraction avec I'équation (1), et
en tenant compte de I'équation (2),

3
2

r_Jy__ «p __(a.r%-{—b‘y%)“_(x%'%_),%)
PSRRI T gy
et enfin

2

1 Ly 2 2
ax® + by*= (13—|—y3) .

II. L’équation générale de la normale en un point
(z, 9) est -
(# —z)Vaz =(r"—7)VBr;

mais, puisqu’elle passe par I'origine,
axd == By3,
I'équation devient donc
, 1 1

(H el =By,

Pour trouver le lieu du pied de la normale, on élimine

P )

a et 3 entre les équations (2), (4) et I'équation de la

courbe
r T
Vi+yi=s

il vient
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et enfin
ar’ byt = (z* + y* 2

III. Pour trouver le lieu des seconds points de ren-
contre, on élimine « et 5 entre les équations (2), (4) et
I’équation de la courbe

Vi~ Vai=y

axa_*_ b]a: (.r’ _J.z)'.'_

il vient ainsi

Note. — La méme question a été résolue par M. Gambey, professcur
au lycée de Saint-Etienne.

Question 1043
(voir 2° série, t. X, p. 556) ;
Par M. A. DUREL,

Eléve de Mathématiques élémentaires au lycée du Havre.

La différence des contours de deux polygones régu-
liers d’'un méme nombre de cités supérieur a cing,
Uun inscrit et l'autre circonscrit & un méme cercle, est
moindre que le coté du polygone inscrit.  (Lionver.)

Soient 7 le nombre des cotés des deux polygones, « le
¢oté du polygone inscrit et @’ celui du polygone cir-
conscrit : il faut démontrer que I'on a

na’' — na<a,
ou

(1) na' <(n +1)a.
Orona

, 27 T
a' — 2rtang—— frt 2/‘tang—,
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