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DEMONSTRATION DE DEUX THEOREMES RELATIFS
A UNE SURFACE DU SECOND DEGRE;
Par rev R. L. ELLIS.

(Traduit de ’anglais de The Quarterly Journal of pure and applied
Mathematics.)

M. Chasles a donné, dans son Apercu, deux théorémes
correspondant dans les trois dimensions respectivement
a ceux de Pascal et de Brianchon; les démonstrations
suivantes déduisent ces théorémes de M. Chasles des deux
autres.

TatoriMme I. — 80 les six arétes d’un tétraédre sont
coupées chacune en deux points par une surface du
second ordre, et que les douze points ainsi obtenus
solent groupés trois a trois sur quatre plans opposés
chacun a un sommet du tétraédre, chaque plan coupe
la face opposée du tétratdre. Les quatre intersections
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sont des génératrices d’un hyperboloide & une nappe,
et _font partie du méme systéme.

Démonstration.— Soient a, b, ¢, d les quatre sommets
du tétraédre; a, B, 7, 0 les faces opposées du tétraédre;
', 8’y 7', ' les quatre plans mentionnés dans I’énoncé,
«' étant opposé a a. Nous appellerons les lignes aa’ les
lignes de Chasles; considérons le plan «. Par son inter-
section avec les plans (8, v, d, 8', 7', ¢, il forme un hexa-
gone auquel on peut appliquer le théoréme de Pascal.
Les traces de 3, £/,. .. sont donc sur une droite que I'on
peut appeler la droite de Pascal. L'un de ces points est
sur l'intersection des plans 3, 3’; 'autre sur 'intersec-
tion des plans y,7'; le troisiéme sur celle des plans d, .
Par conséquent, cette ligne de Pascal coupe trois des
lignes de Chasles. Elle coupe aussi la quatriéme, puisque
ces droites sont dans le méme plan «. Il y a une ligne de
Pascal sur chacune des faces du tétraédre, et I'on a ainsi
deux systémes de quatre lignes, chacune de celles d'un
systéme coupant toutes celles de I'autre.

Mais lorsqu’une ligne rencontre toujours trois droites,
elle engendre un hyperboloide & une nappe, et il est évi-
dent que les quatre lignes de Chasles sont des génératrices
d’un méme systéme.

Corollaire. — Les quatre lignes de Pascal sont des
génératrices de la méme surface et de I'autre systéme.

Tatorime . — Sur chaque face d'un tétraédre
comme base, on éléve une pyramide triangulaire, et
Uon joint le sommet de chaque pyramide au sommet
opposé du tétraédre. Si les douze faces des quatre pyra-
mides sont tangentes & une méme surface du second
degré, les quatre lignes que nous avons menées sont des
génératrices du méme systéme d’un hyperboloide & une
nappe.
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Démonstration. — Considérons les six plans tangents
qui passent par un méme sommet du tétraédre. Alars
leurs six points de contact sont situés sur un méme plan,
que je trace. Son intersection avec les six plans donne
un hexagone circonscrit a la conique. Par suite, les trois
diagonales passent par un méme point, qui est commun
aux trois plans passant par le sommet que nous avons
considéré, par un autre sommet du tétraédre et le sommet
de la pyramide opposée a ce dernier; et, comme ces plans
ont deux points communs, ils ont une intersection com-
mune qui, comme il est facile de le voir, rencontre les
quatre lignes du théoréme. Il est clair qu’il y a quatre
lignes semblables, et, par corséquent, comme dans le
premier théoréme, on a deux séries de quatre lignes,
chaque ligne d’une série coupant toutes les lignes de
I’autre; donc les quatre lignes du théoréme sont bien des
8énératrices du méme systéme.

Corollaire. — Les quatre lignes menées d'un sommet
du téiraédre au point de Brianchon correspondant sont
des génératrices de I’autre systéme.

Scolie, — Ces deux corollaires semblent sortir de la
question, comme n’'étant pas mentionnés par M. Chasles
dans la démonstration qu’il a donnée de ces deux théo-
rémes. Jajouterai une aulre remarque qui saute aux
yeux : c’est que, dans le premier théoréme, I'hyperbo-
loide touche les quatre faces du tétraédre. Le point de
contact dans la face « est le point de rencontre des lignes
de Pascal et de Chasles. Appelons ce point A”. On a alors
le théoréme suivant : AAY, BB’,... sont des génératrices
du méme systéme d’un autre hyperboloide. La démons-
tration de ce théoréme est si simple que je ne la donne
pas ici.

Le théoréme correspondant par rapport au second
théoréme de M. Chasles est le suivant: A, B, C, D érant
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les sommets du tétraédre, A', B', C', D' les sommets des
pyramides correspondantes, A", B, C", D" les points
correspondants de Brianchon, si A'A coupe le plan a
en A", et AA” en A", les quatre lignes A" A" sont des
génératrices du méme systéme d’un hyperboloide. Le
principe de ces deux théorémes est le méme.

L’hyperboloide du premier théoréme de M. Chasles
étant une surface du second ordre, on peut 'appliquer
au cas du second théoréme, c’est-a-dire que le point A’ est
sur le plan a, etc. De méme, a ’hyperboloide du second
systéme peut étre appliqué un cas particulier du pre-
mier. Il est évident que 'on pourrait ne pas s’arréter ici;
mais de 'idée primitive d'un tétraédre dont les six arétes
sont coupées par une surface du second ordre, on peut
déduire une infinité de systémes de quatre lignes, qui
sont les génératrices d’'un hyperboloide 4 une nappe.



