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APPLICATION DU CALCUL DES EQUIPOLLENCES A LA RESOLUTION
D’'UN PROBLEME DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE;

Par Emize FRANCOISE,

Professenr au lycée de Toulon.

I.

Construire un polygone, connaissant les sommets des
triangles semblables & un triangle donné construits sur
ses cotés.

Soient A, B', C',..., H' les points donnés; A, B,
)y« - ., Hles sommets du polygone que I'on se propose de
construire. Connaissant la forme du triangle AA’B,
BB'C, ..., on connait les rapports égaux

AB_ B WA

fl) —_— e T T —— — i

‘A ‘B H' H

La considération des uiangles A'BB’, B'CC/, ...,
H’ AA’ nous donne la séric des équipollences

! pisA’ A — B'B —=A'B,
() ni*B'B — C'C =BC,
% —A'A +n*H H=HA.

En résolvant ce systéme d’équipollences comme un sys-
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téme d’équations du premier degré, on obtient

ni* —i1 o o l ,A’B’——xo ...0 ¢
o nix  — 0 lB’C’ ni* —1 ... 0 ‘)
o o ni* o |A'A=|(C'D o n® o 1’
—1 0 o R 75 HA o o cL.oni*

ou bien, k désignant le nombre des cotés du polygone
cherché,
ae e AFV DS AT b DR BT L HYA

R !
197 A'A T —— )

construction géométrique. Soient (*)
(_)M =1 et Bﬁ = ni*.

Le trianglc NOM est semblable au triangle BA’A. Sur

la direction de OM je prends
gr.OM' —gr.ON,

ct par le point M’ je méne M/N’ paralléle & MN. Je
construis une droite faisant avec OM un angle double

PR . .. .
de NOM, et je décris du point O comme centre, avec
gr.ON’ comme rayon, un arc de cercle qui coupe en N,
e coté de cet angle

ON, = n? 2,

je construis de la méme maniére la droite

ON, = n3i3*,

ON;_, — nk=1 l'(lr——\)u.,

ONi_, = nk it
D’ailleurs
MN_, —=ntie _ 1.

{*) Le l¢cteur est prié de faire la figure.
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Cela posé, sur A’'B’, considéré comme coté homologue
de OM, je construis un triangle semblable au triangle

OMN,_,, sur B'C' un triangle B’C'B, semblable &
OMN,_,,....

[.a somme
PQ=A4"A, + BB, +...+HA

représente le numérateur de I'expression de A’A.
L’équipollence

!

>
>

_ _PQ
T M—N—k:_
montre quem est une quatriéme proportionnelle aux
trois lignes OM ou 1, et MN,._,.

Le point A une fois déterminé, on achéve sansdifficulté
la construction du polygone.

II.

Discussion. — Lorsque n est différent de U'unité,
c’est-a-dire lorsque les triangles AA'B, BB'C, ... nc
sont pas des triangles isoscéles ayant pour bases les
cotés du polygone ABCD... H, le dénominateur de
lexpression (3) est différent de zéro. Quel que soit
le polygone A'B'C’...H, le probléme est possible et

n’admet qu’une solution.

Je suppose maintenant n = 1.
Dans cette hypothése, le dénominateur du second
membre de I'équipollence (3) devient

2%t ami 2(k—1)xj
(I'h'——l):(l'“—l)(lav—(,’l‘)(i“—e")...(i"’——e k s

ou

L ral 27 el 2(h—x)mi\ |
(**—1)=\e~ —l)<e’ —e")...(e' —e *
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Le numérateur
=1 ATB 4 i B C ...+ WA
peut, a cause de la relation
AB +BC +...+HA =o,
étre mis sous la forme
AP (itk-0e — 1) 4 B'C' (itk-n—) .. .=o.
Il est divisible par i* — 1.

Pour o = o, c'est-a-dire quand l'angle au sommet
des triangles semblables AA'B, BB'C, ..., ou, ce qui
revient au méme, I’angle NOM est nul, le probléme est
déterminé.

L’équipollence
A'A=A'B
montre que le polygone ABCD...H se réduit & un

point.
Lorsque « prend I'une des valeurs

b —
‘% Y L sikest impair,
8 12
(4) %’ Z? -‘—,-us\ou

Py si 4 est pair,

c’est-a-dire lorsque l'angle au sommet des triangles
isoscéles est un multuple de Uangle au centre, Uex-
pression de A'B' est nulle. Le probléme est en général
impossible.

Toutefois, si I’équipollence

(5) k=02 A'B 4 i B'C ., - H'A' = o
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est satisfaite par 'une des valeurs de & comprise dans
la suite (4), le probléme est indéterminé pour cette va-
leur de o..

Lorsque A est un nombre pair, la derniére des va-

, 4k
leurs (4) de « est égale a % S=2.la valeur correspon-

dante de I'angle AA’B est de deux droits. En d’autres
termes, le point A’ est le milieu du c6té AB. Il résulte de
la que les sommets d'un polygone A’B'C’.. . H’ d'un
nombre pair de cotés ne sont pas en général les milieux
des cotés d'un autre polygone ABC...H d’un méme
nombre de cOtés.

Pour que ce second polygone existe, il faut que les co-
tés du premier satisfassent a I'équipollence
(6) AB —BC +CD —... —HA —o.

Le polygone ABG. .. estalors indéterminé.

En combinant I'équipollence (6) avec la suivante
(7) A'B +BC +CD +...+HA=o,
on obuent
A'B + C'D +...=o,
B¢ +-DE +...—o.

—~———

Ces deux derniéres équipollences expriment que les
cotés de rang impair du polygone A'B'C'.. . H' sont
, . o . , k ,
équipollents aux cotés d’un polygone formé de 5 cotés,
et qu'il en est de méme des cotés de rang pair.

Si les points A’, B/, C’, D’ sont au nombre de quatre seu-

lement, les équipollences (8) se réduisent aux deux sui-
vantes :

1g)
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Ces deux équipollences expriment que le quadrilatére
A'B'C*D’ est un parallélogramme : ce qui est connu.

II.

Du triangle. — L’angle au centre du triangle est égal
4 120 degrés.

D’aprés I'analyse précédente, si I'on construit sur les
cotés d’un triangle quelconque ABC des triangles iso-
scéles semblables, AA’B, BB’C, CC’A ayant leur angle
au sommet égal & 120 degrés, il existe entre les posi-
tions des points A’, B/, C’ une relation que je vais dé-
terminer.

Dans ce cas particulier, I'équipollence (5) se réduit a

=

4
AB +i*B'C +CA'=o0

i

Or,
. .. 1 V3
' ==C0S 120°+iSIN 120° — — — - —,
2 2
s _
Y .. T
i* = c08240° + isin 240° = — — — __‘/3.
2
2

En substitvant dans I’équipollence précédente, on ob-
tient ‘

V3

(10) _4NW+WGL+:4NW—qu+cy:m
ou bien, en tenant compte de I'équipollende
A'B'+ B'C 4+ CA" = o,
3 iv3 :
— ; C'A + '—2— (AIBI —_— B'C’) = o,
ou enfin

B'C'— A'B
(11) —C,AT—ZI\/S
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Pour interpréter cette derniére équipotience, je pro-
longe la droite A’B’ d’une longueur B’D’ égale a elle-
méme. Je joins DC’

DC'=BC +~DB —B'C — A'B.

L’équipollence (11) exprime que les deux droites A’C’

et DC’ sont perpendiculaires entre elles, et, en outre,
que

LN 3

gr.A'B

L’angle A’ du triangle rectangle A’C’D est égal a 6o de-
grés; et comme le point B’ est le milieu de 'hypoténuse,
le triangle A'B’C’ est équilatéral. Donc :

Si sur les trois cdtés d’un triangle quelconque ABC
on construit trois triangles isoscéles semblables AA'B,
BB'C, CC'A tous les trois extérieurs oun tous les trois
intérieurs au triangle ABC, et ayant leurs angles au
sommet égaux & 120 degrés, le triangle A'B'C’ est équi-
latéral.

Réciproquemeunt, soientun triangle équilatéral A'B'C’
et un point quelconque A. On joint AA', et sur cetre
ligne comme cété on construil un triangle isoscéle A A'B
dont l’angle en A’ est de 120 degrés. Sur BB’ on con-
struit un triangle semblable BB'C. On joint ACj; le
triangle CC' A est un triangle isoscéle dont angle en C’
est égal a 120 degrés.

Du quadrilatére. — L'angle au centre du carré est
égal a go degrés.

Il yaimpossibilité ou mdetermmallOn lorsque les points
A, B', C', D’ sont les sommets de triangles isoscéles ree-
iangles, oubienles milieux descotésduquadrilatére ABCD.

Dans ce dernier cas, si le quadrilatére A’B'€'D’ est
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un parallélogramme, le quadrilatére ABCD est indé-
terminé. '

Lorsque les points A’, B’, C', D’ sont les sommets de
triangles isoscéles, les quatre cotés du quadralatére
A’B’C’D' doivent, pour que le quadrilatére ABCD existe,
satisfaire a 'équipollence (5), qui se réduit a

— iE—B—' ——B—'(f' —i—iW—i—ﬁ:O,
ou

(12) A'B' — C'D' =i(B'C' —D'A").

Cette derniére équipollence exprime que la différence
entre deux cotés opposés du quadrilatére A'B'C'D’ est
égale en valeur absolue et perpendiculaire & la diffé-
rence des deux autres. )




