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PROBLÈMES;

PAR M. H. LEMONNIER.

1. Étant donnée une surface du second degré, on
mène par un point (x, y, z) un plan variable, on en
prend le pôle Q(x2, y*, zs), et Von considère le cône
circonscrit à la surface dont Q est le sommet : lieu des
traces des axes du cône sur le plan.
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Si F équation de la surface est — -+- -JT H—- = i, en
coordonnées rectangulaires, les axes étant les normales
aux surfaces homofocales qui passent par le point Q,
les équations du problème sont :
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comme intersection commune des plans polaires de
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Par conséquent,
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L^équation, du lieu est donc
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indiquent que l'axe QM est normal au plan polaire du
point M par rapport à la surface. Il l'est en effet au plan
polaire du point M par rapport au cône 5 et ce plan po-
laire est le même que par rapport à la surface, puisque M
est sur le plan de contact. Cette considération peut don-
ner immédiatement les équations \ d'où le reste.

2. Du point (,r, y, z) on mène à la surface une sé-
cante quelconque P/ap/. En ses points de rencontre |x, p*
avec la surface, on mène les plans tangents qui se cou-
pent suivant la droite D. On mène par D les plans bis-
secteurs des angles dièdres des plans tangents : lieu de
leurs traces MM' sur la sécante Pj^'«

La droite D est la droite conjuguée de la sécante;
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d'où
•x, rr, zz,

ft' ' c> - I = o '

Or, les plans bissecteurs sont perpendiculaires l'un à
l'autre et forment un faisceau harmonique avec les deux
plans tangents, de sorte que jx, p.', M et M' sont disposés
harnioniquement. Le plan polaire de M, par rapport à la
surface, passe donc en M' et aussi suivant D; c'est donc
le plan bissecteur qui passe en M'. Donc le plan bissec-
teur passant en M est suivant D un plan perpendiculaire
au plan polaire de M.

Or le plan donné par
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est perpendiculaire au plan donné par
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il passe en M, si l'on a
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Le Heu est donc le même que le précédent.
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Ce fait s'explique aisément.
Soit M la trace d'un axe du cône sur le plan sécant

mené en P. Le plan polaire de ce point, par rapport au
cône et à la surface, est perpendiculaire sur QM; de sorte
que, si M' en est le point de rencontre avec PM, la
droite QM'est perpendiculaire sur QM; les points M
et M' forment une division harmonique avec les points (i
et [if où la droite MM' coupe la surface. Puisque QM
et QM' sont à angle droit, ce sont les bissectrices des an-
gles que font Q^ et Q/z'. Or les plans tangents au cône le
long de Q|x et Q// se coupent suivant une droite D, qui
est également inclinée sur ces droites Qfx, Q^' en sens
contraires; car si l'on considère un plan perpendiculaire
à QM, et les points où il coupe Q^, Qfx', on voit que les
tangentes à la section en ces points étant parallèles, l'in-
tersection dont il s'agit leur est parallèle, par suite, est
comme elles également inclinée en sens contraires sur Q/x
et Q/x'. Il s'ensuit que les plans menés par cette intersec-
tion et les bissectrices QM, QM' sont les plans bissecteurs
des angles dièdres que font les plans tangents en ^ et fz'.

c. Q. F. D.


