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SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 853

(voir »°* série, t VI, p 138);

Par M. E. PELLET.

Trouver la somme des séries suivantes :

)
0 IS
dans laquelle ¢ (n) est un polynéme du degré p;
o ¢(n)
(2) 2 > Hok
ot l'on a

Sf(n)=(n+a)(n+a+1)...(n+a+p)

et oz ¢(n) est un polynéme au plus du degré (p —1).
(DarBoux.)
Les deux séries (1) et (2) sont convergentes.
En effet, dans la premiére, le rapport d’un terme au
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—» est nul pour n =00 . Dans la

fln)o(n+1)
Fin+1g(n)

gln1)
(n+1)g(n)

seconde, ce rapport est

précédent,

Soit
9(11) — A nt 4 Ant 4L

Le rapport précédent devient
Ay bty lA,,(p “+1) <a + ’5) + A+ AA,LJ Pt

- .
) lJ nP+e 4|

A, Pt [A.,(p -+ (n —+ 1+

Vlﬁ

La quantité

PN A Py &
(p+1)(n+2>+An+y (p+l)<a+l—+—2/ Ao+l,

\

ou
=P

étant n:‘gativo, puisque p est au plus égal 4 p—1, la
série (2) est convergente. On voit, en outre, que la con-
vergence de ces séries est indépendante du signe des
termes, qu'on peut grouper dés lors d’'une maniére quel-
conque.

Limite de la premiére série. On a
n Ag(o) N n(n—1)

oln) =g(o) + 2 22 —

n(n—ij(rn—2)...[n—(p—1)]
1.2 3...p

A%g(0) +. ..

-+

a?¢(0),

A*g (o) étant la différence du p*™* ordre de la premiére
des quantités
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Par conséquent,

2—.——-—.?(") - = e[q)(o)—f- A—"I@ L el0) | Nelo)

1.2.3 .. 1.2 1.2.37 77
arg(o
-+ ——————?( ) ’
1.2.3.. p
e étant la base des logarithmes népériens. Cette formule

suppose que est égal ai pour n=2o0.

1
1.2.3...n
Limite de la deuxiéme série. On a
n+a Ao(—a
p(n)=g(—a)+ " 20

+(n+a)(n “+a+1) Ag(—a) +...

1.2 (—1)?
(r+a)n+a+1)...n+a—+p—2)A~'g(—a)
+ ’
1.2.3...(p—1) (—ap

Atg(— a) étant la différence du p“"* ordre de la pre-
miére des quantités

o(—a), 9(—a—1),..., g(—a—p-+1)

Par conséquent,

¢(r) _e(—a) 1 1
flr) 1 pala-+i)...(a+p—1)
Ag(— a) I 1
o I p—ila+i)@a+2)...(a+p—1)
+A’q;(——a) 1 1

1.2 p—2le+2)...(a+p—1)
AP-1g(— a) I 1
1.2.3..(p—1)p—p+1a+p—1
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Question 869

(voir 2* série, t. VII, p. 237);
Parx M. E. PELLET,
8i l'on pose

f(.r)__l+<> +[ n— ]x’+...

-r—[m(m__l (m*"_*_ﬂ] Ly
1.2.

1° Les équations
f;(.r):o, f,(x):o,..., f,,,(.z):

auront toutes leurs racines réelles et inégales ;
2° Les racines de U'équation f,(x)=o separeront
les racines de I’équation f,., (x) = o. '
(H. Laurent.)

En rendant homogéne le polynéme f,,(x), on a

Pn ?
f,,,(x, t) :2 (P,,,Pm_n> xhemh,

Ppn=1.2.3...m,

L LR,

dzf:n dfm N Pn ? R
T T ur " (P,. P,,._,.> =

=m .1:2 ( Pt ) =t — mi xf,
m—n

et, en remplacant les différentiations par rapport a x par
les différentiations relatives a ¢,

d * fm dfm
dr +f dt

‘En posant

on en déduit

=mtfp_,,
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et en ajoutant membre 4 membre

’fm p @ Afm dfn

(1) d.z-’ i sl i e =mfoy (& + ).
Posons
d*f,
'3 — 9,
Hatdz T
on a
2
qa.__z m——n)( > L gy
d’ou
————xZn‘ m-—n K >x""'t”'""
((/;n-t
—_ 2 _— -1 gm—1—=n — 2 .
_mth(m n ( P_p m_)z ¢ mixt et
de méme
? __ Af i
d = m’at dz
d’ou
dg d df_
(2) 2(.1:——— + ¢ d—?>:2mq;~_—2m‘xt i[u—'

Ajoutant les relations (1) et (2), aprés avoir divisé la
seconde par m, et remarquant qu’on a

llf;u dfm —_
Tar Ttar
d’fm 2,fm a2 (l zf;n

e T2 T T = m(m—1)fus

il vient

?

wife = (- t)+2mm(lm_'+dﬂ,—)

ou, en remplacant ¢ par 1 et f'" = par fr_y — Xfo_
’ pla¢ P P . 15

(3m — 2)x + m 2x

(3) fa=——"tm— S (1= 2,

m m
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Le théoréme se vérifie aisément pour m égal a 1, 2,
3,.... Pour le démontrer dans sa généralité, il suflit de
prouver que, s'il a lieu pour une valeur de m, il a lieu
par cela méme pour la valeur de m immédiatement su-
périeure.

Supposons que I’équation f,,_, = o ait toutes ses ra-
cines réelles et inégales, et soient a, et a,,, deux ra-
cines consécutives de cette équation ; elles réduisent f,, a

2z(1—x) , L ., L.
————" fm—s- Les quantités a, et a,,, sont négatives,

m
puisque f,,_, n’offre pas de variations ; elles donnent, par
, . 2z(1— z) .
conséquent, le méme signe au facteur ~————’; mais

fm—1 prend des valeurs de signe contraire. Par consé-
quent, les nombres a,, a,,, comprennent au moins une
racine de f,.. En appliquant ce raisonnement a tous les
intervalles des racines de f,,_, = o, on voit que les ra-
cines de f,, = o sont séparées par les nombres

— @ Ay Uiy An_yy O,
ay, as,. .., a,_,; étantles racines de f,,_, rangées suivant
leur ordre de grandeur.

Remarque. — Si dans la relation (3) on fait x =1,
elle devient

(m’)’ [m (m—-l)]2 2(2”)——!)[ <m-— |>’
I+ )+]—] +...= —+..
1 1.2 . m 1

On en déduit

(m ’+ _1.2.3...(2m —1)2m
l+(T T e 3 m—)m)

Note. — Cette question a été résolue aussi par M. H. Brocard, lieute-
nant dn Genie.
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Question 874

(voir 2* série, t. VII, p. 232);

Par M. F.-P. POURCHEIROUX.

On donne un cercle et deux points, inscrire dans le
cercle un triangle isoscéle dont les deux cotés égaux
passent par les deux points donnés.  (LEMAIRE.)

Soient O le cercle donné et M et N les deux points;
soit ABC le triangle cherché (*). Je construis les po-
laires PD et PE de M et de N. Les poles de AB et AC
seront sur des perpendiculaires a ces droites menées du
centre du cercle O; de plus, ils doivent se trouver res-—
pectivement sur PD et PE; D et E sont donc les poles
de AB et AC.

Cela posé, le point A étant sur AB et sur AC, sa po-
laire, qui est la tangente en ce point, doit passer par les
poles D et E de AB et de AC. Pour construire le triangle
isoscéle, il suffira donc de construire les polaires de M et
de N et de mener au cercle O une tangente telle, que le
point de contact soit le milieude la partie comprise entre
les deux polaires. Ce point de contact A sera le sommet
du triangle cherché.

La question 874 se trouve donc ramenée au probléme
suivant :

Mener entre deux droites une tangente a un cercle,
de telle maniére qu’elle soit partagée en deux parties
égales par le point de contact.

Ce dernier probléme a été résolu complétement par
M. Morel (voir 2° série, t. VIIL, p. 242).

Note. — La méme question a été résolue par M. H. Brocard.

(™) Le lecteur est prié de faire la figure.
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Question 991

{voir 2° série, t. IX, p. 240) ;

Par M. C. CLAVENAD,
Eléve au collége Chaptal.

Deux divisions homographiques se trouvent sur la
méme droite. Au point a de la premiére division cor-
respond le point b de la seconde ; au point b, pris dans
la premiére division, correspond le point ¢ de la se-
conde; au point ¢ de la premiére division correspond
le point d de la seconde, et ainsi de suite. On obtient
ainsi une série indéfinie de points a, b, ¢, d,.... Prou-
ver que ces points se rapprochent indéfiniment d’un des
points doubles des divisions homographiques, ces points
doubles étant supposés réels. (Emie Wevr:)

17¢ Solution. — Je suppose que ¢ et f(*) soient les
deux points doubles et que je reléve I'une des divisions
suivant la droite ek, ek étant égal a ef’; les droites qui
joignent les divers points homologues passant toutes par
un méme point.

Je considére le point m qui a pour homologue m/, et
je le rapporte en m” par une paralléle m'm” a hf. De
méme m” sonsidéré comme appartenant & la premiére
division, a pour honologue »”, par conséquent m!"; et
ainsi de suite; on voit donc que les divers rayons om,
om”,... se rapprochent indéfiniment de la position of;
et par suite m, m”,... se rapprochent de f.

La condition pour que ces points se rapprochent du
second point double ¢ est que 'on considére primitive-
ment le point m comme appartenant a la deuxiéme di-
vision.

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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2° Solution. -—— On peut arriver au méme résultat par
les formules de 'homographie.

En prenant l'origine au point O milien de la 1}/ qui
unit les homologues de I'infini, I'homographie s’exprime
par la formule

OmOm' 4+~ mm'+v=—o,

A et v étant des constantes
A=0J¥, »=0I00'.

Je puis remplacer mm' par Om’'— Om, par exemple,
en supposant Om’ > Om.
Et jobtiendrai Om/' par la formule

(1) Oom' =

Pourque mm'soitun pointdouble,ilfautque Om'=0m.

Or, si dans l'expression (1) je remplace Om par la
valeur méme de Om/, j’aurai le segment Om” qui cor-
respond 4 Om’, m' étant considéré comme appartenant
a la premiére division. En continuant ainsi de suite in-
définiment, D’expression (1) sera absolument la méme
que celle qui donne Om. Au numérateur et au dénomi-
nateur, et par conséquent 4 la limite, le point considéré
est venu occuper la position du point double.

Question 994

( voir 2° série, t IX, p. 288);

Psar M. H. LAURENT,

Répétiteur a I'Ecole Polytechnique.

Si, en un point M d’un hyperboloide, on méne la
normale et qu’on la prolonge jusqu’a la rencontre de la
surface, en nommant R et R' les rayons de courbure
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principaux du point M, N la longueur de la normale,
on a
I I
R ®
(LAurent.)

Il s’est glissé, dans I’énoncé de cette question, une
erreur que je vais rectifier; je profiterai aussi de 1'occa-
sion pour énoncer un théoréme plus général.

Soit

Sflzsy,z)=o

I'équation d’une surface quelconque. Sil'on pose

—‘—1‘[ =1 if- —m d—‘—f =n
drx ’ dy ’ dz ’
dgf d,./ ' ’ d 2.f ”
T a, (_l? —=a, o =a"’,
dl/. d‘f ’ dzf 4

= b = b =
dy dz ’ drdz * drdy i
S=\l+m+n, A=a+d+a’;
si enfin 'on désigne par R et R’ les rayons de courbure

principaux en (x, y, ), et par u I'un quelconque d’entre
eux, on a

a — — b b’ {
«
)
b a — — b m
u = o0;
)
b b a” —— n
u
{ m n [s)

d’out 'on conclut aisement

(1) l%-& é = (;3 [Ad—al* +a'm*+ "

+obmn +20ln + 26"Im )J
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Si maintenant on considere la surface du second ordre
osculatrice

0 =flr, 7, 3) + (E— @) L+ (n —y)m+ (§—2)n
+3{aE— )+ 'l — )+ @G — 2+ 2b(E—35) (1—)
+28(E— 2) (8 —2) + 28" — =) (n — 7}

et si I'on cherche la longueur N de la corde normale en
(x, y, 2) & cette surface, on a

IN mN nN
E—or=— n—y—-—49 &—2==-—>

) d )
et, par suite, en observant que f(x,y, z) = o,
N{al*+ a'm* - a"n* + 2bmn + 2b'in + 2b"mb)+ 28°=o.
I’équation (1) devient alors
1 1 1 203
Bt E7:8?[A62+ *NJ’
ou bien, en appelant v la valeur absolue de la normale,

1 1 A b
— . — — L.
R R~ 3§ >

Si ’on avait A = o, on aurait

1 I
— 4 — =t
R R’ ¥

(R

<

Applications.
1. Prenons 'hyperboloide dont I'équation est
Ayz + Bzr + Cry =13

on aici A =o0, donc
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Cet hyperboloide est un hyperboloide particulier sur
lequel on peut appliquer trois droites de directions rec-
tangulaires, puisque son cone asymptote contient les axes
de coordonnées.

II. Dans le cylindre hyperbolique

xy = A?,
on a
1

=+
R

]

Zlw

ou, si I'on veut, dans ’hyperbole équilatére, le rayon de
courbure est la moitié de la corde normale correspon-
dante, propriété analogue a celle du cercle.




