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MEMOIRE SUR CERTAINES PROPRIETES DES RESIDUS
NUMERIQUES
(suite et fin, voir 2° série, t. 1X, p. 221, 271 et 302);

Par MM. A. LAISANT er Emiesye BEAUJEUX.

21. Sil'on suppose que le nombre des restes compo-
sant la période soit pair et égal 4 2n, on voit qu’en con-
servant les notations employées précédemment on aura

Ag"=m.D 4+ A,
d’ou
" —1=m.D.

Par conséquent, si D est premier, ¢” — 1 =m.D, ou’
q¢" +1=m.D. Mais cette derniére égalité peut seule
exister, car de la premiére résulterait que la période ne
serait que de n termes. Donc aussi

g+ +~gf =m.D,
Agte - AgP =m.D,
et
Tngp —+ Tp= m.D.
Or r,,, et 1, étant plus petits que D, on ne peut avoir
que
Tusp -+ rp = D.
Ainsi, la somme desrestes de méme rang dans chaque
demi-période est égale au diviseur, lorsque ce diviseur
est un nombre premier.

22. Dans cette méme hypothése d'un nombre pair 27
de termes a la période, on aura encore les propriéiés
suivantes :
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1° La somme des restes affectés d’indices impairs
est un multiple du diviseur, et, par suite, il en est de
méme de la somme des restes d’indices pairs.

En effet, ry 4 r; ...+ ry,_, peut étre remplacé, a
un multiple prés de D, par

qzu__ ¥
Ag+Ag +...+Ag> "= Agq (——-—qz — I) H
dong, etc.

2° Les termes de la suite q, ¢*,. .., divisés par D,
nombre premier, donnant lieu aux restes ry, ry, ry,. .,
et 2n étant le nombre des termes de la période, on
aura ri = m.D = 1, suivant que k est pair ou impair.

Car (42) r7=ri, 3 un muliiple prés de D, et
r,= D — 1 donc, etc.

3° n étant impair, on aura ry*x r7Fp = m.D, sui-
vant que k et p sont de méme parité ou de parités con-
traires.

En effet (12), on a, a des multiples de D prés,

Pugbk = Ty, >< Thy
d’ou

n+p __ n+p A+ p
Tt = Tn X’A

n P n

=X rhxorixory
— P K P
= rpXrh X kP

., n+p+k .
=rTPTE R
de la

P

r JN— n+p+ A
R+ in=ri (v )s
P
k

p+an

P __ n+p+k\.
Tk Tksn )

_=r (l —_—r,
donc, etc.

4° n étant pair, on aurarf = rptp = m.D, suivant
que k et p sont de parités contraires ou de méme parité.

On le verrait d’une facon analogue.
23.
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5° n étant impair, si ’on écrit 2n restes consécutifs
quelconques , le premier étant d’indice impair, qu'on
€éléve celui-ci a la puissance 1, le second ala puissance 2,
et ainsi de suite, la somme sera un multiple du diviseur.

6° S nest pair, la méme propriété aura lieu, mais en
commencant par un reste d'indice pair.

Ces deux derniéres remarques sont des corollaires im-
médiats des deux précédents.

7° La somme ou la différence des puissances pa-
reilles de deux restes distants de n rang est un multiple
du diviseur, selon que l'exposant de la puissance est
impair ou pair.

Cela résulte immédiatement de ce que r,,; =D — ;.

8° Soit n pairet égal a 2n'; si U'on fait les deux pro-
duits r><ripy €t gy X gwyy, leur somme sera un
multiple du diviseur.

Car ces deux produits peuvent étre remplacés par
g+t et g* '+ dont la somme est

g+ (¢"+ 1) =m.D.

9° 8i l'on écrit les 2n restes sur deux lignes hori-

zontales
rl) r;’-.., r”’

Tatty Tngayeees  Tomy

la somme des produits indiqués est un multiple du di-
viseur.

En effet,
: l',,_,.}:D-—"ﬁ;
donc
Ik X g =m.D —ri;

d’ou résulte que, pour la somme, on aura

m.D—(ri+ri+ri+...+r).
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En remplagant r, par ¢, ry par ¢*, ..., tout se réduit &
examiner |'expression
P+ q ... g™,
ou la suivante
q:n — 1
q'—1

I4+q 4. . g™ = =m.D.

Donc, etc.

10° n étant pair et égal a 2n', écrivons comme ci-
dessous les 4n restes :

{7 Tyyenny Tl s
(4)
?r’!’+l, L4 A% PIIIRRY Tonl
(B) % Tal4ty  Tadlsg2ye .oy Tanfy
Tawlaty  Tanlgzy e ooy Tinfe

St Uon fait les produits indigués en (A) et (B) et leurs
sommes respectives P et L, on aura

P—L=m.D;

car 1y >< I,k €L Fayk X< Iywii peuvent étre remplacés res-
pectivement par ¢* et par ¢***" ou par rusx €t Ikss,
et, de plus, ry. s = ry,.»; done, etc.

11° Soit toujours n = 4n', et posons

robeo A g =8,
Tptgy = oo o Pap = S,
Pt =+ o oo+ Py = S,
Ty« = T = S,

on aura

$,S; +S,S;=m.D,
SiS¢—S;S;=m.D,
5,8, — §;S =m.D.
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On le voit sans peine en remplagant S,, 8,, S, S, par

qn’ ——l . g+t (91 “—_' 207 +1 qn,_.] 31 qnl—“'
q(q__‘),q g1 )"0 \g=i )1 g—1

respectivement.

12° Supposons toujours n = 4n’, posons

r:+7‘3+...+rml_,:E|,
P Ty = 2,
"zn’+|+"2n’+3+...—*—~r‘,,/_|223,
Fontay =+ Taptas =+ o o=+ Few == 243

on aura
2|22"- E;E‘:m.l),
2124 - 2123:”1.1).

On s’en assurerait comme précédemment. '

Nota. On verrait aisément que plusieurs des pro-
priéiés de ce numéro s’étendent aux restes dus a la pro-
gression géométrique Ag, Ag®,..., ou A est différent
de 1.

23. Pour terminer, nous proposerons au lecteur, &
titre d’exercices, les questions suivantes :

1° En divisant les nombres ¢, ¢*,... par un divi-
seur D qui s’écrive @b dans le sysiéme de numération de
base ¢, démontrer que

ar, — bry=m.D,
a*ry - b ry,=m.D,
a‘r, — bir,—=m.D,

D I I SRR A )

el ainsi de suite, 7, étant un reste quelconque.

2° D, nombre premier, s’écrivant encore ab dans le
systéme de base ¢, donne lieu, appliqué comme diviseur
a la suite Ag, Ag®,..., a unc période de 21 restes
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Tyy T'sy ...y Ty, Démontrer que
arg -— br;+,._| =m.D

et
ariyny — bre=m.D.
3° En divisant ¢, ¢*,... par le nombre premier,
g-+B P \
D = “<—> qui s’écrit ab dans le systéme B, on trouve

une période de 2 n restes ry,. .., rs,. Démontrer que

ary == brign =D
et
Alpynp + brg=m.D.
Si, au contraire, D = LN_—’ on aura
argy — brign_ =D
et
arjyny — Org=m.D.

4° Soitry, rey ..., ray (1 = 1) la période obtenue en
divisant ¢, ¢*,... par D; faire voir que si 'on prend

=m.D + r,_,, on trouvera, en partant de Q, Q’,...
la période précédente renversée, au dernier terme prés
qui reste le méme 7, _s, 1_gy. . oy 1y (rn=1).

5° Soit ry, rs,. .., I, une suite quelconque de n restes
consécutifs provenant de la division de ¢, ¢*, ¢°,. .. par
un méme diviseur, la période étant de n termes. Ecri-
vons au-dessous une permutation circulaire quelconque
de ces restes '

Tig Tage ooy T'ny

Tpy Tpaise vy Tp—ie

Si T'on fait les produits indiqués, leur somme sera
multiple de DD, a la condition qu'on ait n > 2.

6° g, g*,. .., divisés par D, donnant lieu i une pé-
riode de n termes, formons un muliiple de D qui ait
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n chiffres dans le systéme de numération de.base g.
Soit &, &,_y... @, ce multiple, On sait qu’en écrivant
oy, ay,..., &, sous n restes consécutifs quelconques, la
somme des prodults sera égale & un multiple du diviseur.
Démontrer qu’il en est de méme aussi en écrivant a, +=r,,
oty = ryye.., 2,1, ou bien o, k,...., 2, k, au
lieu des chiffres a,y. .., &, (ry,. .., I, sont n restes con-
sécutifs quelconques, & est un entier quelconque).




