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SUR L’EQUATION DU TROISIEME DEGRE;
Par M. LAGUERRE.

I

Soient F () et f(x) deux polyndmes du troisiéme de-
gré par rapport i la variable x; y désignant une quantité
arbitraire, considérons 1’équation i

(r) F(z)+ yf(z)=o.

Soit V le discriminant de cette équation; V est, comme
on le voit facilement, une fonction entiére et du qua-
triétme degré de y. En regardant y comme inconnue,
Péquation

(2) V=o

a quatre racines ; désignons par a, b, ¢ trois quelconques
de ces racines.

Si, dans Péquation (1), on donne a y la valeur a,
P’équation résultante a deux racines égales; soient 1 la
valeur commune a ces deux racines, et « la valeur de la
troisiéme racine.

Pour abréger, représentons aussi par

—g(r)

le coefficient de x* dans le premier membre de I'équa-
tion (1).
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On a identiquement

— F(2) — af(z) = g(a)(z— ) (z — a),

V—t )—'af )___x_);
¢g(u) r—a

en désignant respectivement par p, v el 3, y les quantités
analogues a4 A et a a et relatives aux deux racines b
et ¢ de I’équation (2), on a de méme

\/—~ () — bf(-t)__t_y
2(5) x—p ’

:ﬂ\/_ Flz)—cf(z) _
Vel(e) z—q

Multiplions la premiére des trois relations précédentes
par (¢ —v), la deuxiéme par (v —1), la troisiéme par
(A—p) et additionnons, membre & membre, les équa-
tions ainsi obtenues, il vient

,‘_, \/— Fiz) —af(r)  »—) \/fi“(z)—-bf()
L — Vb xr—p
l—uv/~(r — o) _
zr—7

Cette relation est une identité qui doit étre vérifiée,
quelle que soit x.
On peut la mettre sous la forme suivante :

_E=)_, _F=)_,
p—v\/ 7@ +»—x\/ =)
vg(a) e vg(a) *—p

F(x)

Sl f(x)
\/&'( z—,

d’ou

et
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Si maintenant on suppose que x ne désigne plus une
quantité arbitraire, mais une racine de l'équation (1),

on a
_F(::)'

A=)
et si 'on pose, pour abréger,

p— v — A )—p.

vela) - h Ve =% Vele)

on a la relation suivante :

(3) A\/x_a—a-B\/-— +C\/E:o.

Voila ainsi une forme irrationnelle que I’on peut don-
ner a 'équation (1); d’aprés ce qui précéde, cette trans-
formation peut étre faite de quatre fagons différentes,
puisque P'on peut employer, pour I'effectuer, trois quel-
conques des racines de 1'équation

V=—o.

1I.

Si 'on considére y et x comme les coordonnées rec-
tangulaires d’un point mobile du plan, on peut dire
que I'équation (3) est une forme particuliére de I'équa-
tion de la courbe-du quatri¢éme ordre représentée par
I'équation (1).

Pour parler plus exactement, les points de cette courbe
satisfont & I’équation (3); mais cette derniére est plus
générale.

En effet, si 'on fait disparaitre de cette équation les
irrationnalités, en effectuant le produitdes différentes va-
leurs que prend son premier membre, quand on donne
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aux radicaux les divers signes dont ils sont susceptibles,
on obtient une équation

U=—o,

dans laquelle U est un polynéme entier du quatriéme
degré en x et du deuxiéme degré en y.

Il résulte de ce qui précéde que U doit étre exacte-
ment divisible par

F(z) +7f(x).

U est donc égal au produit de ce polynéme par un fac-
teur qui est nécesairement du second degré en x et en y,
et du premier degré par rapport a chacune de ces va-
riables.

Géométrique:nent, ce second facteur, égalé a zéro, re-
présente une hyperbole équilatére.

On voit ainsi que I'équation (3) représente a la fois
la courbe représentée par I’équation {1) et une hyperbole
équilatére ayant ses asymptotes paralléles aux axes.

Ces deux courbes jouissent toutes les deux de la pro-
priété géométrique exprimée par I’équation (3), pro-
priété trés-simple que je me dispenserai de transcrire ici.

.

On peut se demander, a priori, étant donnée I'équa-
tion (3), de déterminer quelle relation il doit exister entre
les coeflicients de cette équation, pour que la courbe
qu’elle représente se décompose en une hyperbole équi-
latére ayant ses asymptotes paralléles aux axes et une
autre courbe, qui est alors nécessairement représentée
par une équation de méme forme que I'équation (1).

Si cetie décomposition a lieu effectivement, on doit
pouvoir satisfaire & I'équation (3) par une valeur de x
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de la forme
=Pr+ae.

ry +s

Remarquons maintenant que 'on peut toujours trou-
ver quatre nombres : p, ¢, 7 et s tels, que I'on ait simul-
tanément
—petg ,_pPBra P14,

a = 9 =
ro—+s rg—+s ry+s

Ces nombres étant ainsi choisis, posons
sy —p |
(4) = ———"""3
—ry +p

en substituant ces valeurs de a, b, ¢ et x dans I'équa-
tion (3), il vient, toutes réductions faites,

A B C )
T (SN T

Vra +s Vrg—+s Vry +s

Si donc on a entre les coefficients la relation
A B C

-+ -+ —

Vra+s  (rBas  Wryas

=0,

la valeur de x tirée de ’équation (4) satisfait, quelle que
soit y, a I'équation (3), et, par conséquent, U est divi-
sible par le polynome

rry —px =+ sy —q;
le second facteur de U, étant du premier degré en y et
du troisiéme degré par rapport a x, est nécessairement

de la forme
F(z) 4 yf(x).

Iv.

Les résultats qui précédent peuvent étre encore expri-
més d’'une fecon un peu différente.
Soient F(x,y) et f(x, y) deux polynomes homogénes
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en x et y, et du troisiéme degré par rapport a ces va-
riables ; étant donnée I'expression

TZEF(“"])+’1/(I’Y)’

on peut toujours trouver quatre facteurs de la forme

E(mx + ny)+an(px+qy),

qui jouissent de la propriété suivante.
Soit Q I'un de ces facteurs, on peut toujours poser

TQ= (VE + V¥ VR)(/L+ v — JF)
X (YL — yM + YN) (VL — VM — N),
L, M et N désignant des polynomes de la forme suivante :

L=(z —Br)(z — 77)(AE + A'n),
M=(x—ay)(z — 9y)(BE + B'n),
N={(x— By)(x — «y)(CE + C'n).

11 est bien clair que dans cet énoncé les lettres x et y,
A, B,..., ont un sens différent de celui que je leur ai
attribué dans les paragraphes précédents.

V.

Les considérations trés-simples que j’ai employées
pour obtenir les résultats précédents s’étendent sans dif-
ficulté a des équations d’un degré supérieur au troisiéme.
Mais ce cas particulier est de beaucoup plus intéressant,
et je me propose de revenir sur quelques relations dignes
de remarque qui existent entre les racines du discrimi-
nant

V=o
et celles de I'équation

F(z) +yf(x)=o,

relations qui peuvent servir utilement d’exercice aux
éléves.



