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NOTE SUR L'EXPRESSION DE LA DISTANCE ENTRE QUELQUES
POINTS REMARQUABLES DUN TRIANGLE ABC;

PAR M. E. LEMOINE,

Professeur.

a, fe, c sont les longueurs des trois côtés BC, AC, AB;
R, r, /'rt, rb, rc les rayons des cercles circonscrit, inscrit

et exinscrits;
O, I, Irt, 1/,, Ic les centres de ces mêmes cercles;
M, N, H le centre de gravité du triangle, le centre



du cercle des neuf points, le point de concours des hau-
teurs.

LEMME I. — Soit fx un point du plan du triangle ABC ;
soient Ma, M$, Mc les milieux de ses côtés; si Von mène
respectivement par Ma1 M$, Mc des parallèles à A^,
Bp, Cfx :

i° Ces trois droites se coupèrent au point &>;
2° M M et (x sont en ligne droite;

Cela résulte immédiatement de Thomothétie inverse
des triangles ABC, Mrt M$ Mc, avec M pour centre d'ho-
mothétîe.

LEMME II. — On a avec les mêmes notations

En effet, d'après le tkéorème qui donne la somme des
carrés des distances d'un point ^ à trois autres A, B, C
en fonction des distances de ces points au centre de gra-
vité M, on a

pA2-t- fAB*4- fTc'= 3,(411'-+- MA*-f- MB2-4- MC*.

Mais dans un triangle, on a

— i 1 ——2 a1 -v- b7 -4- r*

MA 4- MB 4- MC = ——_ ,

et, d'après le lemme I, on a

pM =

donc enfin

— 3 {JÂ* -f- ^B2 -4- ̂ C* ) — («2



LEMME III. — Si, dans un triangle ABC, on prend
SC
—
SB
SC

sur BC un point S tel que — = 7, on a«ra

— 2 662-f- 3 c 2 - 9.a2

AS zrz •

THÉORÈME I. — La distance du point de concours
des hauteurs au centre du cercle circonscrit a pour ex~
pression

2

En effet, prenons le point O pour point appelé fx dans
les leniraes I et II, on aura

D'après le lemine I, on a

OM = -; Ow

Du reste, on sait que, dans un triangle, on a

OM = J OH ;
donc

0H = 20w,
et par suite

ofi'^rgR2— («2-+- b>+ c2).

Remarque. — Le point w est ici le milieu de OH,
e'est-à-dire le centre N du cercle des neuf points.

THÉORÈME II. — La distance du point de concours
des hauteurs au centre du cercle inscrit est donnée par

7T,2 /IH z=^

Celle du point de concoure des hauteurs au centre du



cercle exinscrit \a par

Dans le triangle IOH, la médiane IN est r, puisque

le cercle des neuf points est tangent au cercle inscrit;
mais on a

2
2 2 2 O H

01 4- IH z=2lN H ;
2

donc

\ 2 / 2 2 '

d'où enfin

IH2 = 4 R 2 - + - 2 / ' 2 — —-—=î— •
2

On établirait de même la formule relative au cercle
exinscrit en considérant le triangle IaOH.

THÉOBÈME III. — La distance du centre du cercle
inscrit au centre de gravité est donnée par la formule

celle du centre du cercle ex inscrit de centre \a par

— j

IaM = i
h

Dans le triangle ION, on a

MÖ~~ 2'

On peut donc calculer MI par la formule du letnme Ilf,



( 3i5
et l'on aura

d'où

En considérant le triangle IÖON, on aurait la formule
relative au cercle exinscrit.

Remarque. — On a

01 = R(R — 2 r ) ,

IN = ± ( R — 2 r ) ;

d'où

c'esl-à-dire que :
Z<z distance des centres des cercles circonscrit et in-

scrit est moyenne proportionnelle entre le diamètre du
cercle circonscrit et la distance du centre du cercle in-
scrit au centre du cercle des neuf points.

On a aussi

PROBLEME D EULER.

Euler s'est occupé de construire un triangle, connais-
sant les trois points que nous avons nommés I, M, H.
Nous allons déduire de ce qui précède une solution de
la plus grande simplicité.

H iVI

En prolongeant HM de MO = , on aura O, centre
du cercle circonscrit.



( 3 . 6 y
Le milieu N de OH sera le centre du cercle des neuf

points. Donc, d'après la remarque du théorème III,

R - -O1

2 IN

Mais de IN = /-, on tire

d'où

r : 4 IN

Cela posé, remarquons que : Dans tout triangle il y a
une conique inscrite qui a pour foyers les points O et H,
et dont un axe est égal à R. (Voir Nouvelles Annales,
t. XVII, p. a4o.)

Cette conique est ici déterminée 5 il suffira donc, pour
trouver les côtés, de mener les tangentes communes à
cette conique et au cercle inscrit : problème qu'on ne peut
généralement résoudre avec la règle et le compas.

M. Vieille (voir Nouvelles Annales, mai i855) a in-
séré une solution du problème d'Euler dans un cas où
celui-ci est résoluble par la règle et le compas. Il sup-
pose I, M, H en ligne droite. Le triangle cherché est
alors isoscèle, et Ton voit ici la solution immédiate de la
question.

Remarque, — Si, dans le problème précédent, I est
remplacé par Ia , une marche absolument analogue en
donne la solution.


