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NOTE SUR I’HYPOCYCLOIDE A TROIS REBROUSSEMENTS;
Par M. L. PAINVIN.

(Note communiquée a la rédaction en jaillet 1865.)

M. Cremona a publié dans le Journal de Crelle
(t. LXIV) une étude géométrique de 'hypoeycloide a
trois rebroussements; la théorie générale des courbes
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planes a permis & M. Cremona d’établir avec la plus
grande élégance-les théorémes que Steiner avait énoncés
sans démounstration sur cette courbe, et d'en faire con-
naitre de nouvelles propriétés fort remarquables. Je
me propose ici de montrer comment, en faisant interve-
nir simultanément les équations ponetuelles et les équa-
tions tangentielles, on peut arriver a démontrer. par
I'analyse, les propositions principales renfermées dans le
Mémoire de M. Cremona. Le mode de démonstration
que j’ai adopté me conduisait naturellement a de nou-
velles propriéiés; je n’en ai signalé que quelques-unes.

§ I. — Définition de la courbe; formules

préliminaires.

L. E’hypocycloide & trois rebroussements est la courbe
engendrée par un point d’un cercle mobile roulant in-
térieurement sur un cercle fixe dont le rayon est triple
de celui du cercle mobile.

Nous désignerons par x et y les coordonnées carté-
siennes d’un point; en choisissant pour origine le centre
du cercle fixe, pour axe des x une droite passant par un
des points du cercle fixe avec lequel vient coincider le
point décrivant; pour axe des y une perpendiculaired Ox
dans le sens du mouvement du cercle. On trouve, pour
les équations de hypocycloide,

i {

a(2cosa + cos2a),

r ==
¥y —a(2sina — sin2a);

a est le rayon du cercle mobile, 3 a sera celui du cercle

fixe; a est I'angle avec Ox du rayon qui joint le centre

du cercle fixe avee le centre du cercle mobile.
L'élimination de a cntre les équations (I) nous conduit
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a 'équation
(II) (=* +y*)*+8ax(3y*— %)+ xSa’(.z’-i—y’)—z']a‘::o;

c’est I'équation, en coordonnées cartésiennes, de I'bypo-
cycloide.

On trouvera sans difficulté que ’équation de la tan-
gente a I'hypocycloide au point défini par les égalités (I)
est

(1) . m+ o . 3a
1 xsin — oS — = asin — ;
a7 2 2’

@ est le parameétre angulaire du point de contact.
Les équations (I) et (II) nous permettent de constater
immédiatement les propriétés suivantes :
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Tatorime [. — 1° L'hypocycloide a trois points sur le
cercle fixe; ces trois points, A, B, C, sont les som-
mets d’un triangle équilatéral; ce sont trois points
de rebroussement ; les tangentes de rebroussement sont
les rayons OA, OB, OC. Chaque tangente de rebrous-
sement a un conlact du premier ordre et rencontre la
courbe en un second point & une distance a du centre.

2° La courbe est du quatriéme ordre et de troisiéme
classe; elle posséde trois axes de symétrie qui sont les
droites OA, OB, OC.

3° L’hypocycloide est inscrite dans le cercle directeur
(de rayon 3a), et circonscrite au cercle concentrique
de rayon a.

4° L’hypocycloide n’a pas de point d'inflexion ; elle
posséde une seule tangente double qui est la droite de
Uinfini; les points de contact de cette tangente double
sont les points circulaires & Uinfini.

2. Nous allons maintenant chercher 'équation de la
courbe lorsqu’on la rapporte au triangle ABC. o

Désignons par X, Y, Z les distances d’un point quel-
conque du plan aux trois c¢dtés du triangle ABC, on aura
les formules suivantes :

2
1 V3 3a
Y= — x4+ 12 —
(2) 2r_f‘ 2f+ 2,
1 V3 3a
\ Z:—;-l‘-l-?)"*—-——,

qui permettent, dans le cas actuel, de passer des coor-
donuées cartésiennes x, y, aux coordonnées trilatéres X,
Y, Z, et inversement.
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On déduit de ces formules

(3) X+Y+2z="2,
__3a(2X—-Y—-7Z)
p "— 2X+Y+2)
(4) _3av’§(Y—Z).
I =X +Y+X)

L’équation de la droite de 'infini est visiblement, dans
le systéme actuel,

(5) X+Y+Z=o.

La substitution des valeurs (4) dans I'équation (II) de
la courbe nous conduit a ’équation suivante:

(I1) XY+ Y'Z' + 2°X? = 2XYZ (X + Y + Z);

c'est I'équation, en coordonnées tiilatéres, lorsqu'on
prend le triangle ABC pour triangle de référence.

L’équation (III) peut encore s’écrire sous la forme
qui suit :

(0L bis) (XY -+YZ + ZX)? = 4XYZ(X +Y +Z).
3. Pour obtenir I’équation tangentielle de I'hypocy-
cloide, nous prendrons 1’équation (1II), savoir :
() XeY*+- Y22+ 22X*=2XYZ(X +Y + Z),
et nous chercherons la condition pour que la droite
(6) uX +¢Y +wZ =0

soit tangente a cette courbe.
Pour cela rappelons-nous que la condition , pour que
I'équation du quatriéme degré

AX' + {BX*Y + 6CX'Y" + 4DXY’ + EY' =0
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ait deux racines égales, est

(AE — 4BD ~+ 3C?)* = 27 (ACE + 2BCD — AD* — EB* — C*)2.

Eliminons Z entre les équations (6) et (II1), puis
appliquons 4 I'équation obtenue la relation ci-dessus, on
wrouve, pour la condition cherchée,

(1v) (40 +wP =2qu0w.

Mais les quantités u, v, w peuvent étre regardées
comme les coordonnées trilatéres de la droite (6) par
rapport au triangle ABC; et dans le systéme tangentiel
actuel les paramétres de référence sont égaux entre eux
(Géométrie analytique, n° 139); de sorte que |'équa-
tion (III) est I'équation tangentielle de 'hypocycloide :
ABC est toujours le triangle de référence. Les quanti-
tés u, v, w sont les distances des sommets A, B, C 4 une
tangente quelconque, ou ces distances divisées par un
méme nombre.

4. Démontrons de suite cette proposition importante :

Tatorime II. — Toute courbe de quatriéme ordre et
de troisiéme classe ayant la droite de Uinfini pour tan-
gente double aux points circulaires & Uinfini est une
hypocycloide & trois rebroussements. (Mémoire cité de
M. Cremona, n® 8 et 9.)

Une courbe du quatriéme ordre est, en général, de
douziéme classe; la diminution de la classe ne pouvant
provenir que de la présence des points multiples, il faut
que la courbe posséde assez de points multiples pour que
la diminution soit de g unités. Or un point triple ne
peut jamais, dans une courbe du quatriéme ordre, dimi-
nuer la classe de g unités, et, d’un autre cé6té, une courbe
du quatriéme ordrc nc peut pas avoir, avec un point
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triple, d’autre point multiple. Une courbe du quatriéeme
ordre ne peut pas avoir quatre points doubles, car une
conique, passant par ces quatre points et par un cinquiéme
point pris arbitrairement sur la courbe. rercontrerait
cette courbe en g points. Ainsi, la classe ne peut étre
diminuée de g nnités que par la présence de trois points
doubles, et le maximum de diminution aura lieu lorsque
ces trois points doubles seront des points de rebrousse-
ment, auquel cas la diminution est égale 4 g unités.
Ajoutous que ces trois points de rebroussement ne sau-
raient étre en ligne droite, car, autrement, cette droite
rencontrerait la courbe en 6 points; aucun des points
de rchroussement ne peut étre a I'infini, car alors la
courbe ne pourrait pas avoir la droite de I'infini pour
tangente double proprement dite.

Ainsi, 1a courbe en question a donc trois points de re-
broussement A, B, C, & distance finie; prenons pour
triangle de référence le triangle formé par ces trois points,
et écrivons que les trois sommets sont trois points de re-
broussement, I’équation de la courbe prendra nécessai-
rement la forme suivante :

(1°) @* Y222 + B1Z2X? 4 XY = 2 XYZ (aX + bY + ¢ Z).
Il faut exprimer maintenant que la droite de P'infini
touche cette courbe aux points circulaires a Vinfini.

Si A, B, C sont les angles du triangle de référence,
I'équation du cercle circonscrit a ce triangle est

YZsinA + ZXsinB + XYsinC = o,
etl'on a pour I'équation de la droite de I'infini
XsinA + YsinB + ZsinC =o;

I'intersection de cette derniére droite avec le cercle donne
les points circulaires a I'infini.
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Mais 1'équation générale des courbes du quatriéme
ordre touchées aux points circulaires a I'infini par la
droite de l'infini pourra évidemment se mettre sous la
forme suivante :

1 (YZ;inA + ZXsinB + XYsinC)?
. ,‘ ::(Xsin—A +YsinB + ZsinC)
& )( < (@, X2 4 b, Y + ¢,2* + a' XY + 2" X2Z
+ b0 Y X+ b"YZ+ X +"2?Y + 22 XYZ).

Identifions les équations (2°) et (1°), et remarquons que
les quantités sinA, sinB, sinC, sont positives, on est
trés-facilement conduit aux conditions définitives :

(39) a="5b=¢c, sinA =—sinB=sinC.

Il résulte de la que I'équation de la courbe satisfai-
sant a toutes les conditions énoncées est nécessairement

() XY+ YZ+ 22X =2XYZ(X + Y + Z),

et le triangle de référence est un triangle équilatéral ; ce
qui démontre cowplétement le théoréme en question.

5. Citons encore une proposition générale et remar-

quable :
Twootrime IIl. — Considérons un triangle fixe ABC,

et une transversale quelconque; si la transversale est
telle, que les perpendiculaires aux divers cétés dutriangle
aux points o elle les rencontre soient concourantes,
cette transversale enveloppera une hypocycloide & trois
rebroussements.

Soit I’équation de la transversale
(1°) uX + oY +- wZ = o3

les équations des perpendiculaires aux cétés du triangle

Ann. de Mathémat., 2° série, t. 1X. (Mai 1850.) 14
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aux points ol ils sont rencontrés par la transversale sont
respectivement
(vcosC + wcosB) x + vy + wz = o,'
uxr + (wcosA + ucosC)y 4+ wz = o,
ux + oy + (ucosB 4+ vcosA)z —o.

On exprimera que ces trois droites sont concourantes

en éliminant x, y, z eatre ces trois équations, ce qui
donne

[ F = owsin?A (¢vcosC + wcosB)
+ wusin’B (wcos A + ucosC)

( ~+ uesin?C (zcosB +vocosA)
— 2uow (1 + cosAcosBcosC) = o:

(=)

\

c'est 'équation tangentielledel’enveloppe des droites (1°).
Les coordonnées de la droite de I'infini sont
u (4 w

(3%) =

sinA~_ sinB~ smC’

or on constate immédiatement que ces valeurs satisfont
aux équations

dF _ dF _  dF

aw 2 - dw Y
la droite de 'infini est donc une tangente double. (Géo-
métrie analytique, n° 452 et suiv.)
Les points de contact de la tangente double sont don-

nés par l'équation
AF  F dF

—_— (L R— [7 . —

du’ dv; dw}

d'F d*F d*F

—+ 20w -+ 200" = 0;
duy dv, du,w, dvydw, ’

u

~+ 20
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et on trouve, dans le cas actuel,
ut 4 o + w? — 20w CcoSA — 2uwcosB — 240 cosC = o,

équation qui représente les deux points circulaires a I'in-
fini, puisque les paramétres de référence sont sinA,
sinB, sinC. (Géométrie analytique, n® 139, 297.)

La courbe (2°) étant de troisiéme classe et ayant une
tangente double, il en résulte qu’elle ne peut pas avoir de
tangente d’inflexion, ni d’autre tangente multiple; la

formule
m=n(n+1)—27r— 3

nous donne donc m=4, puisque n =3, =1, t=o.
Ainsi la courbe (2°) est de quatriéme ordre et de troi-
si¢eme classe; la droite de U'infini la touche aux points
circulaires a I'infini : c’est donc I'hypocycloide a trois
rebroussements (Théoréme II).

On peut encore se proposer de déterminer la position
des trois points de rebroussement par rapport au triangle
ABC.

On constatera sans difficulté, pour la courbe qui nous
occupe, que :

Tatoreme 1V. — L'hypocycloide est I’enveloppe -de
la droite qui joint les projections d’un point quelconque
de la circonférence, concentrique au cercle directeur et
dc rayon 2a, surles cotés du triangle équilatéral inscrit
et ayant ses sommets sur les rayons OA, OB, OC.

(La suite prockainement.)



