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SUR QUELQUES DEVELOPPEMENTS EN SERIBS;
Par M. E. CATALAN.

Soit
(1) f(z)=af(bx) + ag(x),

a, b, o é1ant des constantes données.
11 résulte, de cette relation :

af(bzx)=a*f(b'z)+ aap(br),
af(br) =af(bPx) + a’ag(b?x),

a - f(brtz) = anf(brx) + a* ' ap (b );
puis
(2) Slx)=a"f(b"x) + 2[v(x) +ag(bx)+ ... 4 a* o (b*'r)].
On trouve, par un calcul semblable,
7(5)

Vapion) = -

/
\

o) <5

Cela posé, si le produit a"f (b x) tend vers une limite A
quand n augmente indéfiniment, on conclut, de I’équa-
tion (2),

(3)

Ha)=1 ~+ alim[g(z) + ap(bz) +. ..+ av p(br=z)].
Ainsi la série
o(x) +aw(br)+ @o(blr) ...
est convergente; etl'on a

() ole) +ag(be) + agibiz) . =L =0,
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Quand, au contraire, le produit a"f(b"x) ne tend vers
aucune limite, la série est divergente ou indéterminée.

/(%)

B) e+ Lo (3) o+ o) om0,

x

De méme, si le rapport a une limite p,

Les formules (A), (B), probablement connues, per-
mettent de sommer certaines séries (*).
Applications.
Supposons que V'équation (1) soit :
1° sinz = 3 sin} x — 4 sin*}.r;

de maniére que

Slz)=sinz, ¢(z)=sin*tz, a=3, a=—4§, b=1.
On a
. . [z . _sin(3x
).:lln)[3" sin (?)]:" = lim- (3"_> = 0;
et, en conséquence,
. LT .. x .. > —sinx
(€) sm”§+3sm3—3; -4--3’sm33—3 =
.,r+l.r3 ,1.33+ 3. x
n’ 5 —+ = si — . e == =
Si d 35 [ -1—32510 r 4511131

ou plutot

. 3 .
—3—2sm3 3x +...:Zsmx.

(D)  sindz + —;— sin* 3z +

(*) Je crois avoir communique & M. Gerono, il y a quelques mois, la
formule (A).
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2° gsr = — 3coss 3+ 4cos3§

S(x) =coszx, q(z):cos“fa a=—3, a=4, &=

3

. x Al . . -
Le produit (—3)" cos = croit indéfiniment avec # (en

valeur absolue). Ainsi la série
x x £
cos* = — 3 cos’ 5= + 32cost—= —...
5 32 33
est divergente.
53 3n
3 \u

Au contraire, lim = p.= o; donc, par le chan-

gement de x en 3.1‘,

Xt 1 I 3
(E) cos'e —5 cos* 3+ - 08 32z — — cos* 3*x +-... =  cosx.

3 3 I

Cette formule résout la question 987, proposée par
M. Laisant.

3° cotz = 2 cot2x —+ tangx;

f(z)=cotz, -¢(x)=tangz, a=2, a=1, b=—a2a.

Le produit 2"cot(2"x) ne tend vers aucune limite; le

cot

rapport " a pour hmxte— donc la formule (B} est

seule apphcable. Elle donne

I 2
(F) tangr-—l— lang-v-&— lang e — ———
xr tang2.x

et, en particulier,

(G) langz—&-ltang-w—.+ltang,1-+...:a(—-—|)-
8 2 16 4 32 )
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( (1—b)x

° = ar 14 T bt
4 arctangz = arctang (b z) + arc tang‘l =

Si la constante b, supposée positive, est inférieure a
P'unité, cette relation conduit a la formule

‘ retang L0 | e tang L= 0102
(H)(a gy By Ty
( +arc!ang(—l—_b)bzz -+ = arctangux;
T b T AClneT

d’ou I'on conclut, par exemple,

4

( 1 2
0 ‘ arctangg -+ arctan{3§ -+ arc tangﬁ “+. ..
¢

n—1 T
( +arctang o ... =g

Au contraire, b étant plus grand que 1, on trouve

‘ arctang " 0% | grepang (2= 10z
(K) S T b LRy
: " (b—1)biz
+arctang-l—Tw— -+...==arccotze,
1 e .

formule qui ne différe pas de (H).

Liége, 23 février 1870.



