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COMPOSITION DE L’ECOLE NORMALE (1869);
Par M. Louis SALTEL,

Eléve du lycée de Lille, ancien eléve du lycée Louis-le-Grand.

Etant donnés un rectangle et un point P dans le
plan de ce rectangle, par le point P, on méne une
droite quelconque PQ, et l’on imagine les deux coni-
ques qui passent par les quatre sommets du rectangle
et qui sont tangentes & la droite PQ. Soient E et E!
les deux points de contact et M le point milieu de la
droite EE'. On demande I’équation du lieu décrit par
le point M, quand on fait tourner la droite PQ autour
du point P. On construira le lieu dans les hypothéses
suivantes : le rectangle se réduit & un carré dont le coté
est 2a, et, si l'on prend pour axes de coordonnées les
paralléles aux c6tés du carré menées par son centre, les

’ . a a
coordonnées du point P sont x =, y = .

4

PRELIMINAIRES.

Afin de ne rien emprunter a des théories étrangeéres
au programme du Cours de Mathématiques spéciales,
nous allons rappeler quelques notions préliminaires.

(a) DtrinitioN. — On dit que six points, se corres-
pondant deux & deux sur une droite, sont en involution
lorsqu’on peut déterminer sur cette droite un point Q
tel que l'on ait

0A XX 0A'=0B <X OB’'=0C < 0C'.

(b) Tatorkme. — Une sécante quelconque rencontre



(439 )

trois cercles ayant méme axe radical, en six points, qui
sont en involution.

Le point O étant sur I'axe radical, a méme puissance
par rapport aux trois cercles.

Donc
OA XX OA'=0B < OB'=0C < 0C'.

(c) ExempLE ALcEBRIQUE. — 8¢ l'on prend, & partir
d’une origine quelconque, des longueurs représentées
par les racines des équations

PP+ pp+q=o,
P2+P,P+q’:°,
pre+a+ip+pp+q)=o,
on a six points se correspondant deux a deux et for-
mant une involution.

En effet, prenons pour axe des x la droite sur laquelle
se trouvent les points, pour origine l'origine déja fixée
(axes rectangulaires), et considérons :

1° Les deux cercles

yi+p+pp+qg=o,
passant par A et A/,
f’+?2+Plp+q':0,

passant par B et B';
2° Le cercle

rHp+pp g+ Mr+p+po+q )=o,

passant par Pintersection des deux premiers.

On a vu que toute sécante les coupe suivant six points
formant une involution, en particulier I’axe des ue

p P q

I'on obtient en faisant y =o.

Donc

OA X OA'=0B <X OB =0€ < 0C'.
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(2) Tatorime pe Desarcues. — S8i l'on considére
une conique passant par Uintersection de deux autres,
toute sécante coupe ces trois coniques suivant six points
se correspondant deux & deux sur chaque conigue et
formant une involution.

Soient les coniques U=0, V= 0, U+2V=o0; par
I'origine, menons une sécante E = E— =p(a*+B*=1),
les distances des points obtenus a lorigine des coor-
données sont racines d'équations de la forme

p’+pp+g=o,
p'+pp+qg=o,
p+pp+g+Mp+pe+9q)=o.
Donc ils sont en involution.

(e) CororLraire. — Ily a deux coniques tangentes a
une droite donnée et passant par Uintersection de deux
coniques données.

Considérons lasécanteet les trois coniques précédentes;
pour un certain point O, on a

0A <X OA'== 0B <X OB'=0C > 0C'.

Supposons que la sécante devienne tangente a la co-
nique C, la nouvelle relation sera

0A < OA’— OB > OB' = 0C ,

relation qui donne géométriquement le point O et les
points de contact; connaissant les quatre points (AA’),
(BB'), il suffit évidemment d’appliquer la construction
suivante :

Par les points (AA'), (BB') et un point arbztrazm,
décrivez deux cercles ; tracez leur axe radical jusqu’au
point O, ot il rencontre la sécante; menez ensuite due
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point O la tangente a l'un des cercles, et décrivez du
méme point, comme centre, avec un rayon égal & la
longueur de la tangente, une circonférence qui coupera
la sécante aux points de contact.

Le point O porte le nom de point central, et les points
de contact s’appellent points doubles.

(f) DETERMINATION ALGEERIQUE DU POINT CENTRAL. —

Soient une sécante = = L = o, et les points
@ @ ps po

pP+prp+qg=o0, p’+pp+q=o.
Considérons les deux cercles
yi+p+pp+q=o,
yi+p+pe+g'=0;

.

ils passent par (AA’), (BB’); leur axe radical a pour
équation

(p=Ple+9—9 =0
équation du premier degré qui détermine le point central

'—9q
p= ;{:—? .
Si I'on applique aux deux coniques

(y) Ax’4 2Bxy +-Cy?+2Dx 4 2Ey 4+ F=o,
(8) A'a?+2Bzxy + Cy’+ 2D’z +2Ey +~F =o,
et a la sécante

xr
23

on trouve immédiatement

S F'(Aa’—i—zBaﬁ—%—Cﬁ’)—-— (A'a’+2B’ac[3+C’f3’)
p= [(Dz+ EB)(ATa'+ 2B aB+ C'B2) |
{ — (D'a—+FE') (Aa?+2BaB+ CBY))
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(¢) DETERMINATION ALGEBRIQUE DES POINTS DOUBLES.
— En transportant I'origine au point Q, les points dou-
bles sont racines de I'équation

q’—q) —q
r=(1"%) 4+ —-—~+ ;
(p~p Po—p ™%

en revenant a 'origine primitive,
(p—P)z—2(¢—q)e—pld—q)— 9 —p)=o0.

(k) Ces considérations géoméiriques et algébriques
posées, il est évident que la question proposée est un cas
particulier de la suivante.

ProsriME. — Par un point P, pris a volonté dans le
plan de deux coniques, on méne une transversale quel-
conque, on imagine les deux coniques réelles ou ima—
ginaires qui passent par leur intersection et qui sont
tangentes & la transversale aux points E et E'; on de-
mande le lieu du point milieu de la droite EE'.

(£) OrprE DE LA course. — Sur chaque sécante issue
da point P, la construction indiquée en (e) ne donne
qu’un seul point du lien; donc l'ordre de la courbe est
égal & Uordre de multiplicité du point P plus un.

(k) Orpre pE muLTIPLICITE DU POINT P. — Chercher
le degré de multiplicité du point P, c’est chercher le
nombre des sécantes donnant, pour point correspondant
du lieu, Ie point P. Cela aura lieu toutes les fois que le
point P aura méme puissance par rapport aux deux
courbes, c'est-a-dire qu’on aura

PA > PA'=PB < PP

Cette égalité montre clairement que les transversales
demandées sont déterminées par le point P et les points
communs aux deux lieux géométriques suivants :
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Par un point P pris dans le plan de deux coniques,
on méne une transversale quelconque qui rencontre les
deux coniques en des points (A A’), (BB'}; on prend
sur cette droite des points M et M/, tels que

PM =PA X PA’, PM' =PB X PB':
licux des points M et M'.

11 est évident, géométriquement, que ces lieux se com-
posent de deux coniques respectivement homothétiques
aux coniques proposées, et ayant le point P pour centre
commun.

Les sécantes demandées sont les deux rayons communs
a ces deux courbes.

Donc le lieu est du troisiéme ordre, et les tangentes au
point P sont les deux sécantes que 'on vient de déter-
miner.

Si ’on cherche, du reste, les équations des lieux pré-
cédents, le point P étant toujours pris pour origine, et
les coniques ayant pour équation (y) et (), on trouve

Az 2Bxry +Cy*'=F,
Azt 2Bzy+- Cy’=F.
Les rayons communs ont peur équation
F' (Az?’+ 2By + Cy?) =F(A'2?+ 2B zy + C'y2).

Remarquons que, sans rien particulariser, nous pou~
vons supposer que I'une des coniques (), (y) est celle
qui passe par les quatre points donnés et par le point P.
Ce que I'on exprimera en faisant soit F = o0 ou F'=o0.
Supposons F = o, les deux tangentes au point double
seront dés lors représentées par I'équation

Art+ 2Bxy + Cy=o.
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(/) DETERMINATION GEOMETRIQUE DES TANGENTES AU
POINT DOUBLE. — On construira la conique passant par
les quatre points donnés et le point Py les directions
asymptotiques issues du point P seront les tangentes.

Dés lors le point P sera :

1° Un point double réel, si la conique qui passe par
les quatre points et le point P est une hyperbole;

2° Un point de rebroussement, si la conique est une
parabole;

3° Un point isolé, si cette conique est une ellipse.

Or on sait que les régions ou doit se trouver le point P
pour donner une ellipse ou une hyperbole sont séparées
par les deux paraboles des quatre points : le probléme
du point double est donc complétement résolu.

(m) Directions asymproTiQuUES. — Pour que le point
du lieu soit a 'infini sur la sécante, d’aprés la construc-
tion géométrique indiquée, il faut et il suffit que I'axe
radical correspondant lui soit paralléle.

Il est évident, a I'inspection de la figure, que, lors-
qu'une sécante est paralléle & Uaxe radical de deux
cercles, les segments interceptés ont méme point milieu.
Réciproquement , si deux segments ont méme point
milieu, l’axe radical des deux cercles est paralléle & la
direction de ces segments.

Donc les directions asymptotiques sont déterminées
par le point P et les points communs aux deux lieux sui-
vants.

(n) LiEuX DES POINTS MILIEUX DES SEGMENTS INTERCEPTES
SUR UNE DROITE ISSUE DU POINT P ET RENCONTRANT LES
DEUX CONIQUES PROPOSEES. — En ayant égard a la défini-
tion de ces deux lieux, on reconnait immédiatement que
chacun d’eux se compose d’une conique homothétique a
la proposée, passant par son centre et le point P, ayant
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pour centre le milien du segment compris entre le point P
et le centre de la conique.

Les deux coniques se coupant en quatre points, dont
trois sont généralemert distincts du point P, on obtiént
en général trois directions asymptotiques distinctes. —
Les deux coniques dont nous venons de parler ont pour
équations

(M) Azx*+ 2Bzxy +Cy*+ Dx + Ey =o,
(N) A'z*+ 2B'zy + Cy*+ D'z + E'y =o;

les trois droites qui vont de l’origine aux points d’inter-
o]
section sont représentées par 1’équation

(D'r +Ey)(Ax*+ 2Bxy + Cy?)
— (Dx + Ey) (A’2z*+ 2B'zy + C'y*) = o.

(o) Supposons D =D', E = E’, c’est-a-dire les polaires
du point P paralléles : les deux coniques M et N sont
tangentes a l'origine suivant la paralléle a la polaire,
qui est une des directions asymptotiques de la courbe;
les deux autres directions asymptotiques sont les deux
autres sécantes communes : on sait que, dans ce cas, on
obtient facilement la sécante commune opposée a la tan-
gente.

Si les deux coniques proposées sont homothétiques,
les directions asymptotiques sont paralléles 2 la corde
commune qui reste a distance finie, et a leurs asymptotes.

Si I'on suppose enfin le point P au centre de 'une des
coniques passant par les quatre points donnés, « c’est—
a-dire sur la conique des neuf points », D=0, E=o,
les directions asymptotiques sont les asymptotes de la
premiére conique, et la paralléle a la polaire du pointP
relative a la deuxiéme conique.

(p) PoINTS SIMPLES REMARQUABLES A DISTANCE FINIE.—
4
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La construction {e) montre que les quatre points com-
muns aux deux coniques font partie du lieu.

(q) RECHERCHE DU TROISIEME POINT DU LIEU SUR LES
corpes communes. — Il suffit de mener par le point P
une paralléle & 'un des systémes de cordes; son point
de rencontre avec la deuxiéme droite de ce systéme est
le point demandé. C’est encore évident d’aprés la con-
struction indiquée en (e).

(r) Parries parasiTEs DE LA course. — Nous avons
vu que les deux coniques, passant par les quatre points
donnés et tangentes i une transversale donnée, peuvent
étre réelles ou imaginaires, le point milieu étant tou-
jours réel. 11 est donc intéressant de séparer sur le lieu
les parties qui répondent a des coniques réelles ou ima-
ginaires.

En vertu du principe de continuité, il est évident que
les limites cherchées sont les points communs 4 la courbe
et au lieu suivant :

Lieu des points de contact des tangentes issues du
point P aux coniques passant par les quatre points
donneés.

On voit & priori que ce lieu est du troisiéme ordre :
donc les points cherchés sont au nombre de neuf. On
peut prévoir qu’il y en a six 4 distance finie, a savoir :
les quatre points donnés et le point double P; et trois a
distance infinie, a savoir : les directions asymptotiques.

Nous nous bornerons a donner I'équation du lieu, sans
entrer dans de plus longs détails :

(Ar"+ 2Bxy + Cy*+ 2Du + 2By + F)(Da'+ Ey' + F')
=(A'z*+2B'xy+Cy*+2D'z2+2Ey+F )(Dx +Ey+F).

(s) Cas oV LE LIEU SE DEcOoMPOsE. — Une droite et une
conique sont rencontrées, d’aprés le théoréme de Bezout,
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I'une en trois points, I'antre en six points, par une
courbe du troisiéme degré.

Donc un lieu du troisiéme ordre se décompose s’il a
quatre points en ligne droite ou sept pvints sur une co-
nigque. :

Ce qui précéde donne l'intersection compléte de la
conique qui passe par les quatre points et le point P avec
la courbe du troisiéme ordre, a savoir : les quatre points
donnés et le point double. Ces quatre mémes points et le
point P représentent encore l'intersection compléte de la
courbe avec la conique des neuf points, lorsque le point P
appartient  cette derniére conique.

On a déja indiqué I'intersection compléte de la courbe
avec les cordes communes.

1l résulte de 1a et des considérations qui précédent que
le lieu se décompose :

1° Si le point P est sur 'une des sécantes communes
aux deux coniques : la sécante fait partie du lieu;

2° Si les deux coniques sont homothétiques: on obtient
trois droites, dont 'une toujours réelle (la corde com-
mune avec deux coniques), les deux autres pouvant étre
réelles ou imaginaires et étant représentées par les direc-
tions asymptotiques communes aux deux coniques.

Deux cercles, par exemple, donnent I'axe radical et les
deux droites x* + y*= o.

Deux hyperboles donnent les paralléles aux asymptotes
et la corde commune passant par I'intersection des deux
polaires du point P.

Deux paraboles donnent deux droites confondues, etc.

3° Si le point P est rejeté a I'infini dans une direction
donnée.

Dans ce dernier cas, toutes les constructions indiquées
se simplifient notablement. Aussi nous bornerons-nous i
donner plus loin I'équation du lien.
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(t) EQUATION DU LIEU DANS LE CAS GENERAL. — Dés
maintenant, nous pouvons écrire, & priori, I'équation du
lieu, en nous appuyant sur ce que ’ensemble des termes
de degré moindre d’une courbe qui passe par l'origine
représente, & un coefficient prés, les tangentes en ce
point, et sur ce que 'ensemble des termes du plus haut
degré donne aussi les directions asymptotiques a un
coefficient preés.

Donc I'équation du lieu est, a un coefficient prés p,

p[(D'z + E'y)(Ax*+ 2Bxy + Cy?)
— (Dx +Ey) (A'a?+ 2Bzy + C'y?)]
=F(A'z*+2B'zy + C'y?) — F (Az*+ 2Bxy + Cy?).

On achéve de déterminer le coefficient ¢ en exprimant
que le lieu passe par I'un quelconque des points trouvés,
ou, ce qui est plus simple, en exprimant que I'équation
satisfait a un é€as particulier dont on connait le résultat,
par exemple pour deux cercles. On trouve ainsi que

= 2.

On peut, du reste, obtenir trés-facilement directement
I’équation du lieu; on n’a qu’a substituer dans la for-
mule (9)

xr v

=/ r* 4 y? % == ey = —
P \/ ) y/._—T’—I-)” B Vot

on obtient

2((D'z + E'y)(Az*+ 2Bxy + Cy?)
— (Dz + Ey)(A'z*+ 2B zy + C'y?)]
=F(A'x?+ 2B'zy + C'y?) — F'(Ax?+4- 2Bzy -+ Cy?).

(u) EQUATION DU LIEU DANS LE CAS OU LE POINT EST
REJETE A L'INFINI. — Soient la direction définie par les
cosinus a, f3, et (x,, ¥,) un point du lieu : 'équation de la
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transversale correspondante est

r —r, Y—2

= B :P.

Les distances de ce point (x,, y,) aux deux coniques sont
racines de deux équations de la forme

pP’Hppt+g=o,
P’-f—p'p-{—q': 0.
Si (x,,5,) est un point du lieu, on a

OA XX 0OA'=0B X OB’;
donc
’

19=9-
Telle est la relation a laquelle doivent satisfaire les
coordonnégs x,, ¥, ; donc c’est I’équation du lieu.
Si I'on développe les calculs, on trouve

(A'a*+2B'af + C'B?)(Ax’+2Bzry + Cy*+ 2Dz + 2Ey+F)
= (Aa’+ 2Bz + Cf?)
X (A2 + 2B'xy + Cy*+ 2Dz + 2F'y + F).

(v) UN cas parTicuLiER. — Il nous resterait a étudier
les propriétés et déformations successives que subit la
courbe :

1° Lorsque le point P est successivement : point double
réel, point de rebroussement, point isolé;

2° Lorsque le lieu se décompose.

Quoique ces deux questions offrent de 'intérét, nous
ne les traiterons pas, vu la longueur des considérations
précédentes; il est cependant indispensable d’énumérer
au moins les résultats que donne le cas particulier de-
mandé au Concours d’admission.

Soient «, 3 les coordonnées du point P par rapport
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aux axes du rectangle, a et & les demi-longueurs des
cotés.
Si 'on transporte l'origine au point P, les équations
des deux coniques passant par les quatre points sont

x?+ 2ar + a'— a’*=o,
Y+ 2By +f*— b2=o;

le point double est réel s’il est dans I'intérieur du rec-
tangle ou dans les angles opposés & I'intérieur, et on
trouve pour équation du lieu

2zy (a) — B7) + (a*—a?)y) ?— (B'— b*)*=o.




