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SUR LA SOMME DES PUISSANCES SEMBLABLES BES TERMES
DUNE PROGRESSION ARITHMÉTIQUE;

PAR M. PH. GILBERT.

Posons

*n,p = f^ -+- (f* -+• a)P -h (fc -4- 2a)/» + . • . •+- (ft -4- na.)P,

n et p étant des nombres entiers. On trouve, dans tous les



(435 )
Traités d'Algèbre, une formule pour calculer çn>p au
moyen de <Trt,p_,, orn,p_8,... ,orn>1. En ouire, plusieurs géo-
mètres (*) ont donné diverses expressions de ffn^en fonc-
tion explicite de ra, mais la loi de formation des coeffi-
cients est assez compliquée. Mon but, dans cette Note,
est d'exprimer <7„>p en fonction de <x„,p_j, art>r_4,.. ;, ce
qui n'a pas été fait, à ma connaissance, et ce qui me pa-
raît offrir divers avantages, entre autres celui d'abréger les
calculs.

Si Ton pose

u = e^W--1 -h

on aura, pour x == o,

D'ailleurs, on trouve sans peine

/ta-t-- Vv / - - ï ( |*— - | jr*AH7l
2/ v -— A ?/ v h

J

«sm — =
2

et en différentiant (p •+-1) fois par rapport à x les deux
membres de cette équation, puis faisant x = o, on aura

. 7T (p -hl)

1.2.3 \ / \ J 0

-f-I)T
{/? 4- i ) - — 1 sin h - «„sm
Xr \ 2 / V/.r/0 2 \2 /

( *) M. PÜISEÜX, Journal de M. Liouville, 1846, p. 477- — M. PÉPIN, iVb«-

velles Annales de Mathématiques, i856, p. 27. — M. CATALAN, même YO-
ê  p. î 3 o , et Mélanges mathématiques, p. 110.
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Substituons à ( — J sa valeur(y/—i )'(Tn><, remplaçons

sm par zero, divisons toute I équation par \\j— i ) -*

nous trouverons enfin :

i a S i p est pair,

1.2.3.4.5 - c«,o

2° Si p est impair,

(p H- \)p(p — l) / a \ 2

2

Telles sont les formules qui donnent <7M?p en fonction
d ^ CTn p_2> &n p—*5 • • • •

ƒ/ importe d'observer que an>0 e5£ cfgaZ, toujours, à
n-hi.

Cas particuliers : i° Si l'on fait, dans ces formules,
jut = o, a = i, il vient

et les équations (1) et (2) donnent la somme des puis-



)

sances semblables des nombres naturels. Si p est pair,,

(p -\- i)p(p — Ï) i i

_ (in +if+' + if
_

si p est impair,

(in -hi

On déduit immédiatement de ces formules les proposi-
tions connues : Si Ton exprime crnjP en fonction des puis-
sances de (TI H—]* l'expression ne contiendra que des

puissances impaires, si p est pair, et que des puissances
paires, si p est impair-, si p est un nombre pair, GnfP est

toujours nul pour n = ? etc. (*).

2° Faisons p. = ~i et

2
a

2

2n>/,— if -1- 3' -h 5̂  4- . . .-h (2/1 -+- i^,

d'où

Les formules (i) et (2) se réduisent aux suivantes

I • 2 • ij

I . 2 . V

suivant que p est pair ou impair.
(*) Traité de Calcul différentiel de M. BERTRAND, p . 35o.


