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SUR LA SOMME DES PUISSANCES SEMBLABLES DES TERMES
D'UNE PROGRESSION ARITHMETIQUE ;
Pan M. Pn. GILBERT.

Posons
Onp =@ —+ (p+2)P + (g + 2a)P +...+ (g + na)p,

n ct p étant des nombres entiers. On trouve, dans tous les
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Traités d’Algébre, une formule pour caleuler g,, au
moyen de G, ,_y, Gy 53, - - - y0n 1. En outre, plusieurs géo-
metres (*) ont donné diverses expressions de g, , en fonc-
tion explicite de n, mais la loi de formation des coeffi-
cients est assez compliquée. Mon but, dans cette Note,
est d’exprimer g, , en fonction de g, ,_3, G4 pis--:, CE
qui n’a pas été fait, & ma connaissance, et ce qui me pa-
rait offrir divers avantages, entre autres celui d’abréger les
calculs.

Si I'on pose
= V= el =1 e(“"“)’\/:‘,

on aura, pour x — o,

(%5 ).=="reu

D’ailleurs, on trouve sans peine

a -3

wsin 2% — " [e(w.ﬁ;)x\/:_ e(“’ )\[:] ,
2 2y—1

et en différentiant (p + 1) fois par rapport a x les deux

membres de cette équation, puis faisant x = o, on aura

a(dPu\ . m (p4+1)pfa\*[fdr~'u\ . or
‘1’+‘)2(m>f’“;+*—,.2 )\ )0 7

L p0plp—1) <5)=<dr—m) . 3n

1.2.3 2) \@— ), 2 T
«\?[(du) . p=m e\ (p+1)m
+{p+1)|l=) {5) sin—+ (= t, sin ————
2 dr ], 2 2 2

L

(*) M. Puistux, Journal de M. Liouville, 1846, p. 477. — M. PeriN, Nou-
velles Annales de Mathématiques, 1856, p. 27. — M. CATALAN, méme vo-
lume, p. 230, et Mélanges mathématiques, p. 110.
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bstituonsa | =" leur (Y7 ) 1
Substituonsa | —— sava eur(y—1 )'a,,;, remplagons
. 2ixw . .. . . . @
sin — par zéro, divisons toute P'équation par (y—1 ) >
nous trouverons enfin :

1% Si p est pair,

(p+1)p(p—1)[a\?
(p+1)on, + -"T(_> Onp—2

(1) + 2 +r l)21)34(,)5_ I (%)‘Gn.p——‘ +.o (g)pam

n +a\p-‘+-l a\pt+!
p+nato) b=3)

3

&

2° Si p est impair,

(p+nplp—1)[a)?
e N

(3) Fean(3)

o \Pt! o \ P+t
(}L e _> - ( B ‘>
2 2 .

a

Telles sont les formules qui donnent o, , en fonction

"P
dﬁ 0',,”,_2, G,,,p._5, cee e

1l importe d’observer que a,, est égal, toujours, a
n-—41i.

Cas particuliers : 1° Si Von fait, dans ces formules,
k]
p=0,a=1, il vient

Oup =18 4+ 2P 4. . .4 nb,

et les équations (1) et (2) donnent la somme des puis-
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sances semblables des nombres naturels. Si p est pair,,

(p+1) —1)1 I
(p+ 1)+ EFDPEZD Lt L
_en a4
=t

si p est impair,

(p+1)plp—1) 1

(,) + l)cﬂ»P -+ - Un,p.-a ..

1.2.3 22
1 (2n 4 1)P+ —
+ (p +l) v Gp = Pl

On déduit immédiatement de ces formules les proposi-
tions connues : Si I'on exprime g, , en fonction des puis-

1 . .
sances de <n -+ ;)s I'expression ne countiendra que des

puissances impaires, si p est pair, et que des puissances
paires, si p est impair; si p est un nombre pair, g, , est

. 1 x
toujours nul pour n = — 5 ete. (*).
o . a
2° Faisons p = Sret

Sap =17 + 37 + 5P .. .4 (20 + 1),

a\P
Onp = ; Zp,pe

Les formules (1) et (2) se réduisent aux suivantes :

(p+1)p(p—1)
1.2.3

d’ou

(p+1)3%,p +
= 2?(n + 1)P*';

(p +1)Z,,, + (—p—f—:)’;—“;:—l—) Znp—z oo (P 1) F0,

=2°(n +1)P*,

Znpez e Eng

suivant que p est pair ou impair.

(*) TPraité de Calcul différentiel de M. BerTranD, p. 350.




