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DES INVARIANTS AU POINT DE VUE DES MATHÉMATIQUES
SPÉCIALES;

PAR M. P. DE CAMPOUX.

I. — Géométrie analytique à deux dimensions.

i° Transformation de Véquation du second degré
en coordonnées rectangulaires dans le cas des coniques
à centre rapportées à ce centre.

Nous appellerons invariant toute fonction des coeffi-
cients de l'équation du second degré qui ne change pas
de valeur dans la transformation des coordonnées. Ainsi
tout le monde sait que si dans l'équation

je substitue, au premier membre, à la place de x et de j ,

r'cosa—j'sina et x' sina -f- y' cosa,

de façon qu'il devienne

ax'7-\- h.r'y' -+- cy'2,

j'ai la relation

a -f- c = A -h C

Je dirai alors que A -f- C est un invariant dans le cas où
l'on passe d'axes rectangulaires à des axes rectangulaires
ayant même origine.

Je vais m'occuper, dans le cas des coordonnes rectan-
gulaires de même origine, de la recherche des invariants.

Soit
A je7

 -A- Bxr -t~ C y7 -4- F — o



l'équation d'une conique à centre rapportée à ce centre.
On peut toujours, comme on le sait, en faisant tourner
les axes d'un angle convenable, ramener l'équation à la
forme

M#2-j-Nr2H-F = o.

C'est de cette équation simplifiée que nous partirons. Si
nous faisons tourner les axes d'un angle CL arbitraire et
que nous désignions par xf et y1 les nouvelles coordon-
nées, nous aurons

x rrr .r' cosa —y' sin a,

y — x' sin a -f-ƒ'cosa.

Le premier membre de l'équation devient

M (.r'cosa — y' sinaj2-f- N(-r' sina -\-y' cosa)2-f- F,

c'est-à-dire de la forme

A.r/2-f-B.r'/-4-Cr*2-+-F
ou

(1) A ==. M cos2 a -f- N sin2a,

(2) B =z 1 sin a cosa (N — M),

(3) G = Msin2a

Les invariants, s'ils existent, fournissent des relations
entre À, B, C et les constantes M et N ; c'est donc dans les
résultats de l'élimination de a entre les trois équations
qui donnent A, B et C que nous devrons chercher les
invariants. Ceci nous montre qu'il ne saurait y avoir
plus de deux invariants, car chaque invariapt fournit
une relation indépendante de CL et avec ces trois équa-
tions on ne saurait former plus de deux équations dis-
tinctes ne contenant pas a. Faisons l'élimination de a
entre ces trois équations.



Additionnant les équations (i) et (3), nous avons

Nous voyons que Tune des équations résultant de l'éli-
mination de CL fournit immédiatement un invariant, et
que dans la transformation en question la somme des
coefficient des carrés des variables est constante.

Cherchons maintenant la seconde équation fournie par
l'élimination de a entre les trois équations.

Les équations (i) et (3) résolues par rapport à sin'a
et à cos8a donnent

, / N - , CM — AN
(4) sin2« =

(5) cos2a =
AM — CN

M 2 —N 2 '

Élevant au carré les deux membres de l'équation (2) et
remplaçant sin2a et cos*a par leurs valeurs tirées des
équations (4) et (5), on aura

f*\ n , 4(CM— AN)(AM — CN)(1V —M)2

(b) B-=
(M2— N')2

Supprimant le facteur commun (N — M)2 et multipliant
les deux membres par (N 4- M)2, il vient

(7) BJ(M-f-N)2=:4(CM — AN) (AM — CN).

Développant le second membre, on le met aisément sous
la forme

(8) 4[AC(M2 4- N2) — MN (A2+ C2)].

Or
(A-f-C)2— 2AC

et, comme A -H C = M 4- N, d'après ce que nous avons



démontré,

A'-4- C ' ~ (M -f- N)2 — 2AC.

Remplaçant A24-C2 par cette valeur dans l'expression (8),
nous avons

4[AC(M-4-N)2—MN(M-hN)2]
ou

4(M-f-N)2(AC —MN).

L'équation (7) se transforme donc dans l'équation

(9) B2(M -f- N)2 = 4 (M H- N)2 ( AC — MN).

Je supprime le facteur (M -f- N)2 commun aux deux
membres, et j'ai

B 2 -4AC —4MN
ou

B2 — 4 A C ~ - -4MN.

Cette seconde équation indépendante de a montre que
B2—4AC est un invariant. Si l'on passe d'un système
rectangulaire ayant pour origine le centre à un autre
système rectangulaire de même origine, le binôme
B2—4AC conservera la même valeur; car en revenant
du système où les axes de la courbe sont les axes de coor-
données au système d'axes qui font avec les premiers un
angle égal à a ou à celui des axes qui font avec les pre-
miers un angle a', on aura

B2 — 4AC = — 4MN
et

B/2—4A'C —— 4MN;
donc

B2 — 4AC = B / J — 4A'C'.

Nous avons donc finalement pour invariants

A-f-C et B2—4AC.
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II ne saurait y en avoir d'autres distincts; nous l'avons
démontré.

2° Interprétation géométrique des invariants.

Considérons d'abord le premier, A -H C.
Dans l'équation

si je fais y = o, j'ai

donc A est proportionnel à l'inverse du carré du rayon af

compté sur l'axe des x \ de même B est proportionnel à
l'inverse du carré du rayon h' compté sur l'axe des y.
Or

A + C = M+ N;
donc

Y_ F _ F F%

~ ~âr*~ ~br*~~ ~ ~al~~ T2

ou

. I I I I

a i o * a2 tr

Or
I I a"+b"

et si OA'= a', OB'= b\ A 'B '^ c1 dans le triangle rec-
tangle OA'B', on aura

2

A'B'

pour premier membre de l'équation (i), S représen-

tant - aft, c'est-à-dire la surface du triangle OA'B'. Or
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S = ^ A ' B ' x O H ' en prenant A'R' pour base et OH'

pour hauteur; donc l'invariant est égal à .. •
OH'

Par conséquent, cette propriété des coefficients

A -h C = const.

signifie que les cordes qui dans l'ellipse sont vues du
centre sous un angle droit enveloppent un cercle.

Considérons mai menant le second invariant B2—4AC.
Je trace l'ellipse représentée par l'équation

Ax2 -f- B.rj -f- Cj*-h F ~ o.

Le diamètre O A des cordes parallèles à l'axe des x a
pour équation

f, = o
ou

2A.r+ B j ~ o;

d'où Ton tire
B

'r = ~ ^ ;

portant celte valeur de x dans l'équation de la courbe,
on a

r , = - 4 A F
4AC—B^'

Or

OB'

remplaçant A par cette valeur, on obtient

—2 4F2

OB (4AC — B2)



d'oùoù

Or OB et AP sont la base et la hauteur du parallélo-
gramme construit sur les deux demi-diamètres conjugués
OA et OB. Donc le carré de ce parallélogramme est con-
stant, c'est-à-dire que le parallélogramme est constant.
On trouve ainsi le second des théorèmes d'Apollonius.

3° De Véquation en 1 au point de vue des invariants.

Si je considère l'équation en à, il est aisé de recon-
naître que les racines de cette équation sont des inva-
riants, c'est-à-dire que si l'on connaît ces racines en for-
mant l'équation du troisième degré fournie en rapportant
la courbe à certains axes, ces mêmes racines convient
dront à l'équation obtenue en rapportant la courbe à
d'autres axes. (Nous supposerons ici les axes rectangu-
laires et d'origine quelconque.)

En effet, soit F = o, F ' = o les équations des deux
coniques et Xt une racine de l'équation en A, F-h Xt F ' = o
représentera alors un système de droites réelles ou ima-
ginaires et F -+- At F ' pourra se mettre sous la forme
mX2 -f- n Y2 ] on aura donc

m et n étant des constantes, et X et Y des fonctions li-
néaires des coordonnées.

Je change de coordonnées 5 F se transforme identi-
quement en/1, si ƒ = o est l'équation de la première co-
nique rapportée au second système*, F' se transforme
en ƒ ' , y v = o représentant Véquation de la seconde co-
nique rapportée au second système; X devient x et Y,jp
La relation

F-f-X,F'=:mX2-+-wY2
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devient

ƒ•+->,ƒ'= m*» -hny>;

donc Xj est une constante telle, que la courbe représentée
par F équation ƒ-H X, ƒ ' = o est une conique passant par
l'intersection des deux courbes / = o , Jf = o et dont
l'équation peut se mettre sous la forme m.rf -f- rcy* = o;
c'est donc un système de droites réelles ou imaginaires,
et X4 est une racine de la nouvelle équation en X 5 on dé-
montrerait de même pour les deux autres racines. Donc
l'équation en X conserve les mêmes racines lorsqu'on
change de système de coordonnées.

L'équation en X provenant de la combinaison des deux
équations

Ax7-hB.ry-h Cj24-D.r-hE/ 4- F = o,

a x2 -f- bxy -f- cy"1 •+• dx -f- e y + / = o
est

(A -f- la) (E 4- ley-h (G -+- le) (D + Xr/)2

-h ( F-*-*/) (B + X ̂ )2 — 4 (A -+• Xa) (C -f- le) (F -}- \f) = o.

Or cette équation n'a pas Funité pour premier terme, de
telle sorte que les racines pourraient ne pas changer et
que les termes pourraient être cependant altérés par la
transformation des coordonnées. Je veux montrer que
les coefficients demeurent aussi les mêmes. Considérons
le coefficient du premier ternie qui s'obtient en faisant X
infini dans le premier membre de l'équation, c'est-à-dire

aé1— bde -f- cd*-+-f(b*— bac).

Je dis que c'est un invariant, et, de plus, que c'est un in-
variant quel que soit le système de coordonnées rectan-
gulaires d'origine quelconque.

Cette proposition peut s'établir d'une façon bien simple.
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Pour cela, partons de l'équation

Si nous passons de cette équation à l'équation de la
courbe rapportée à d'autres axes rectangulaires de même
origine

(i) ax?-{- bxy -f- cy2-h F = o,

il est visible que l'expression

se réduit ici à — 4MNF, car les trois premiers termes
sont nuls et ƒ = F, b*—4«c = —4MN.

Passons maintenant à d'autres axes rectangulaires
d'origine quelconque.

Pour cela, posons
x z=x' — p,

— p et — q seront les coordonnées de la nouvelle origine
par rapport au centre, et par suite p et q seront les coor-
données du centre par rapport à cette origine.

Faisant la substitution de x1— p à x et de y'— q à y
dans le premier membre de l'équation (i), nous aurons

tf.r'2-f- b.r'y' -\-cy'2— [lap H- bq) x' — (bp -h icq)y'

-4- ap2 H- bpq -f- cq* -h F ;

de telle sorte que
d — — ( 2 ap H- bq ),

ƒ — ap2 -f- bpq -+- cq*-\- F.

Or, si je représente par A l'expression

et par A'p la dérivée par rapport à p de A, j'aurai

A' = — lacb -f- b2d -f- iabe — ^acd -4- (b'x — ^ac) [p.ap H- b<j) ;

26.
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en mettant 2a en facteur dans le troisième terme, le qua-
trième et les termes (è2 — Aac) *aPi e t ^ e n facteur dans
les termes restants, nous aurons

à!p=z ia[be — icd -4- p(b7 — fac)]
4- b[bd — lae -4- q (b* — (\ac)\

Or p et q étant les coordonnées du centre de la courbe

a.r1 -h bxy -+- cj' •+- d.v -f- ey -4- ƒ = o,

on aura, par des formules connues,

4
et par conséquent

ta — icd -\- p{b2 — 4 ö r ) = o ,
>̂<f — 2fl<? 4 - <7 ( b2 = 4 « c ) = o ;

donc
ïp = ° ;

de même, on verrait par un calcul analogue que

A; = O.

Donc A, ne variant ni quand p varie, ni quand q varie,
est indépendant de p et de q. Donc

ac*— bde-^r cd*-ï-f(b>— ̂ ac) — — 4MNF,

c'est donc un invariant.
Ainsi l'équation en A

a ses racines indépendantes du système de coordonnées;
S T U

de plus, R ne varie pas. Donc — - > - * — --> c'est-à-dire

la somrae des racines, la somme des produits deux à deux



de ces racines et leurs produits sont des invariants, et.
comme R est invariable, S, T, U ne varieront pas non
plus. Donc l'équation en X a non-seulement ses racines,
mais ausbi ses coefficients invariables.

4° Des invariants dans le cas d'une origine quel-
conque.

Soit

l'équation d'une conique à centre rapportée à ce centre;
je la reporte à une origine quelconque et à des axes rec-
tangulaires quelconques. Alors

.r ~ X cos a — Y sin a,
y — X sin a -f- Y cos a,

l'origine restant la même. L'équation devitint alors

L'origine étant le point dont les coordonnées sont p et q,
on aura v

X = *'

et l'équation précédente se transforme dans l'équation

ax'*-\- bx'y'-\-cy'2-\-(lap -f- bq)x'

H- {bp-\-icq)r' -\- api-h bpq -

alors
cl =z i ap -h bq,
e =z bp -f- icq y

ƒ — ap2 H- bpq -4- ry'-f- F
et

flrrM cos2 a -f- N sin2a,

b •=. i sin a cosa(M — N),

ç r M siir'a -h N cos'a.



Les invariants ne peuvent se trouver que dans le résul-
tat de l'élimination de «, /?, q, entre ces six équations.
Or il ne peut y avoir plus de trois équations distinctes ne
renfermant pas a, p, q\ car s'il y avait quatre relations
distinctes, j'imagine la courbe rapportée à des axes rec-
tangulaires tracés dans le plan o'X', o'Y'; son équation
serait delà forme

Ax" -r- Bx'y' -h C / 2 -r- D.*' -4- E j ' -h F = o.

On peut toujours choisir F de telle façon que si l'on
applique les formules de transformation au changement
d'axes dans lequel les nouveaux axes de coordonnées sont
les axes mêmes de la courbe, on arrive à l'équation

Xz Y2

— H — i = o (cas de l'ellipse).

Alors ces quatre ielations distinctes entre A, B, C,.*. et
les axes a et h de l'ellipse que nous supposerons connus
et les deux relations fournies par deux points donnés de
l'ellipse suffiraient pour déterminer les coefficients de la
courbe.

Donc il ne peut y avoir plus de trois équations dis-
tinctes, et par conséquent plus de trois invariants dis-

a -r- c , ô2—4#c> cl("—bde-h c

( voir les nOi> i° et 3°). Donc il n'y a que trois invariants
dans la transformation générale.

{La suite prochainement. )


