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SUR LE PASSAGE DES DIFFERENCES AUX DIFFERENTIELLES ;
Par M. A. GENOCCHI,

Professeur de VUniversité de Turin.

Les raisonnements par lesquels on démontre, méme

dans les Traités les plus recommandables de calcul dif-
T . M T dr
férentiel, le théoréme général lim Y =22 me sem-
Ax" dx"
blent peu satisfaisants. On s’appuie sur un lemme
d’aprés lequel la dérivée partielle ¢, (x, «) d’'une fonc-
tion de deux variables qui est toujours nulle pour « = o
serait nulle aussi pour B = o, et I'on déduit ce lemme

de la relation connue
Slr +h)—flr)=hf (x4 6h).

Mais, en examinant la démonstration de cette rela-
tion, on ne voit pas clairement comment elle peut avoir
lieu dans le cas du lemme, car la plupart des considéra-
tions qu’on emploie deviennent alors inapplicables; d’un
autre coté, dans I’énoncé du lemme, il ne faudrait pas par-
ler des valeurs des fonctions g (x, @), ¢, (x, @),dans le cas de
a = o; mais de leurs limites, et pour I'appliquer, il fau-
drait démontrer que toutes les conditions sous lesquelles
il subsiste se trouvent vérifiées, ce qu’on ne fait pas.

Or le théoréme dont il s’agit peut étre établi d'une
maniére rigoureuse et fort simple, en supposant méme,

pour plus de généralité, que les accroissements successifs
de x soient des quantités égales ou inégales &, A, h,, etc.
Soit y = f(x), Ay = f(x + k) — f(x), en prenarit

les dérivées, on aura

{i—(;IAf;) :f'(x—i— k) —fl(r)= Af'(.z-) —a <%)’
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et de 14 on tirera, pour n quelconque,

- (d,) _d(ary)

;}; e

dx

car, en admettant cette équation et prenant les diffé-
rences des denx membres, il vient

dy d(Amy) dz
ntt f ) — —_— —_—
4 (dt)mA[ dx ]wA(d.r>’

ou l'on a fait z = A"y, et, comme

A dz\  d(Az) _ d(am+'y)
(a)- = =

il s’ensuit

A _(?Z — (i(A"""y),
dx dr

de maniére que I’équation, si elle a lieu pour I'indice 7,
a lieu aussi pour I'indice n + 1.
Maintenant, ¢ étant une quantité infiniment petite
avec h, on a par définition
Ay dy

—l[——a‘—i—a,

si h et Ay désignent les accroissements correspondants
. Ay dy

de x et y. En faisant —= = y,, =
¥ h I Gz

un deuxiéme accroissement de x, on aura pareillement

= y', et appelant %,

Ay, __dy sy _dy
—_— T — . —_ = —— 4
h, dx + h, de £
ou ¢ et ¢’ sont des quantités infiniment petites avec /;
mais, d’aprés ce quon a démontré,
rly.___ld(Ay)_lA dy
dr h dr ko \dr)’



ou
dy, Ay
dx L’
donc
7
é/{,“' % + ¢ + ¢,
savoir :
Ny dy .
/T'IZ = P —+ & -+ €,

d’ou, en passant a la limite pour h=o et hy=o0, on
déduit

. (Ay dy

lim <7[ZT> = —;17, .

On peut s'élever aux différences et dérivées d’ordres
supérieurs pour établir la formule générale

tim (A ) 4
kil i) dat

En effet, si cette formule est vraie pour 'ordre n, on
pourra écrire
ary dry

hhe T da T

¢ étant infiniment petit en méme temps que les accrois-
. Aty dy
sements i, hy,. .o by sOIL ——— = — =y’ et
PRy B SOR G S g =)
soit donné & x un nouvel accroissement 4,, nous aurons

Aya _ dr. Aty ay'
= £ g = — s,

by dr Wl bl da

€, et ¢’ étant aussi infiniment petits avec tous les accrois-

sements ; et, comme

d.yn . T d( A"“V‘
dr — hhy... ko, dr
25..
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et
diary) oY "
o A\ ) =
il viendra
Ay, d*y' ,
% = ~—d,l‘" ~+ & + &y
ou
A"'HY dn-i—iy

= i ol
Ihok,. . 4y, dx+! "

ce qui montre que la méme formule a lieu pour 'ordre
n-41. ’




