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QUESTION DE LICENCE — PROBLEME DE MECANIQUE

(voir 2° série, t. VI, p. 44);

Par M. J. GRAINDORGE,

Docteur és Sciences, a Liége.

Trouver dans un plan wvertical la courbe sur laguelle
dott étre assujetti a se mouyoir un point pesant partant
d’un point donné, avec une wvitesse initiale donnée
en grandeur et en direction, pour que la pression du
mobile sur cette courbe soit & la composante normale

. k
de son poids dans le rapport constant =



(79)

k est positif on négatif suivant que la pression et la
composante normale du poids sont dirigées dans le
méme sens ou en sens contraire. On examinera particu-
lirement les cas suivants :

k=o, k=1, k=2, k=3, k=—1.

Solution. — Prenons pour origine la position initiale
du point, et pour axe des x la direction de la vitesse ini-
tiale.

Si 6 est I'angle que fait la tangente A la courbe au
point m avec I'axe des y, la composante normale du
poids g sera gsinf, et la pression sera N = gksinf.

Les équations du mouvement

d*r

de?

— Ncos),

dy

F:—g—}—NSink,

deviennent, en remarquant que cosA = — cosf et
sinA = sin6,

d*x
der
d*y
drr

—— kg sinbcos,
(1)

— g

— — g (1 — ksin?6).
Or, on a
dx dx ds . ds

dy dy ds ds
-(7; = B; E = cosf :1';7

d’ou




( 80)

En substituant ces valeurs dans les équations (1), il vient

d’s do ds
inf — — — — — kg sinb 0
sin 6 7 -+ cosf Z @ g sin0 cosb,
d?*s do ds
S sing— = = — g (1— ksin®
cosb e sme(” o g1 sin’f),
d’ot l'on tire
d*s
o g cosf,
do ds . .
7y Ft:g(l—-—lf)sﬂw,
ds
ou, en remarquant que — = v,
i dv 0
\ o = — 8cosh
2 )
(2) d6 s
0 — = —_ .
it AL ) sin

Ces deux derniéres équations nous donnent par division

do cosf df
v (1—&)sing’

et en intégrant, et désignant par v, la vitesse initiale,

Y . . T™
c’est-a-dire la vitesse pour 6 = ~

lo = lo, — (;lsine,

1 — k)

d’'ou
1

N
(3) — (m> :
De la seconde des équations (2) on déduit

vdd v,db

(4) dt—‘(l—lr)gsinO—* 2=k’

(x— k)g(sino)‘__l“



(8r)

et, comme ds = v dt,

ol do
(5) dlc_(l——")g 34
(sing)' —* )

mais on a aussi

dr —=dssind et dy =dscosf,
d’ou
ol db

(t—4)g 2
(sing)'—4

(6) dr —

)

qu'on raméne i une différentielle bindme en posant
sinf = z
2

0? - T_ A

= 'z —KFh—z) 24z
(7) dr_(l—k)g (1—2%) 4
On a aussi
2 0do 2 "‘?’::'/E
8) dy— ‘o ® —_ % (s5ing) '*coshds,
8) @ (1—4)g 3:.; (l—/r)g‘sm) 8
(sin@)* %

d’ou, en intégrant,

2

0? . —

y =— -~ (sin6) '~* 4 const.
28

™ . .
Or, pour 6 = S y=oet il vient

2
A —m]
(o) r=2 Lo ey,
Pour obtenir I'équation différentielle de la courbe,
nous prendrons la formule

2 = tang#.
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1’équation (9) nous donnera

1—A

sinf — <—~—‘:§——> ’ :—-————u-io——l\———~a
Ty =
(vo—287) *
o2 —h)
cosf — |—~(—‘W;
donc
otk g
(10) d”r_~/0 mnpy) |;);_02( =0

sera I'équation différentielle de la courbe cherchée.
Cette expression sera intégrable lorsqu'en aura

1 . . 1 1 .
—— = entier ou bien — — = entier.
1— & 1— A 2

La premiére condition est satisfaite quand on suppose
k=o0 et k=2, la seconde pour k= —1 et k=3.

Examinons maintenant ces cas particuliers.
°® Soit k= o. Nous aurons pour la vitesse

)

v =

s’

la longueur de I’arc de courbe sera donnée par la for-
mule (5),
do

ds — -
sinf

b

g |5

dont l'intégrale est
: ]
s:i‘l.. ltang.!_o._ﬁ_ .
2g 2 sin?0
La formule (t0) donne pour I'équation de la courbe
v dy 0, dy

dr — = )
Vivi—2gy) — vt  V—2gr




(83)
et en intégrant, et remarquant que x = 0 pour y =o,
il vient

équation d'une parabole dont I'axe est I'axe des ab-
scisses.

2° Soit k=1. — Ce cas ne peut pas se déduire des

formules générales trouvées précédemment. Nous devons

reprendre les formules primitives (2) et y faire k==1;
il viendra alors

dv

FT=8 cos¥,

a9

"

La derniére nous apprend que Z—; = o0 ou § = const.
En intégrant la premiére, nons trouvons
v =9, — gt cos .
De ds = vdt, on déduit

ds = (v, — gtcos@) dt,

d’ou
t?
s=t — & cos0.
2
Enfin,
dx
1—1_; — tangé,
d’ou

r —y tango,
puisque 6 = const.

Donc, dans ce cas, la courbe devient une ligne droite,

et le mouvement est uniformément varié.
6.
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3° Soit k= 2. — La formule (3) donne, pour la vi-
tesse au point m de la courbe,

¢ = v, siné.
La formule (4) donne
v, df o, [
dt—=—"—, &ot t=-(--—0).
§ g \?2
Nous aurons aussi
ds—= — -2sin6 do, dou s= -2 cos.
& 8

Enfin, la formule (10) donne I'équation de la courbe

v tdy N Vvi —agydy
P e ——————————————— 9
Vs —2gy) — o Vagr
de — =280 dy
Vogr (vI —2gy)
C’est I'équation différentielle de la cycloide.
En posant

dr —

2 —
. . e 28y =3,
il vient
zdz

dr —=— ———————,
2
28 V2 (v, — 2)
d’ou, en intégrant,

1 0?2 40y_(72
r= —\2gy(v? —2gy) — > arc cos ~2—"*.
2g gy( [ D]) 4g ‘,;

4° Soit k=3. — Nous aurons alors, a cause de la

formule (3),
0 == 0, \/SIn6 5

i cause de la formule (5),

2
Y

2
ds = -— —=dfi, d’on s:—01’—<z_9)
29 g

5

N
Q
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l.a formule (10) donnera

(vi—28y)dr

dr =

Voo — (v —2gr)

d’ou, en intégrant, il vient

. -
= ;E Vol — (v2— 28y )",

enfin

02\ 2 ob
r* - (_y—- -—"—) = .
2g 48’
o2
Donc, dans ce cas, la courbe est un cercle de rayon —.
28

5% Soit k = —1. — La vitesse est, dans ce cas,

Yo

== H

—_—
ysimb

I'arc de la courbe sera donné par

2 2
vy B N 0

ds = ol s=—— —>cotf;
28

—_— b
2¢ sin‘0

enfin, la formule (10) donne pour la courbe

dr = e -
i—2arf—n
C’est I'équation différentielle de la chainette.
En posant

1l vient

200 280
02 —_— —_——
_ b (34 1+
3= ¢ ¢ 5
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donc I'équation de la courbe sera

2gx 28%
2 0(20 < —v-f,_ - ve
v, — 28y = e “+ e .

2

Les deux cas k=— 2 et k=—3 se raménent sim-
plement aux fonctions elliptiques de premiére espéce.
1° Soit k = — 2. — La vitesse sera donnée par la for-
mule (3),
— Yo .
— Tane’

la longueur de Varc de la courbe sera, formule (5),

vidb
ds — ———-T-—T‘_-—‘;

3 gsinb /sin*6
P'ordonnée y d'un point quelconque en fonction de
I'angle 6 est

2
00

[' — (SinO)%] ]

enfin, I’équation de la courbe est, en vertu de ’équa-
tion (10),

J':—‘z—g

vidy dy

dr — = .

Vi =g =y \/( _ 2g,>: .
5

Or, en posant dans cette derniére

20
<I———%'—-y):z,
Yo

2 2
—0 dz —v dz
(I.l' —_— 4 == L) .

28 yzt—1 28 Wiz—1)(z2+z+1)

il vient

Si maintenant on fait comme Legendre (Mémoires de



(87)
I’ Académie, 1786),

2z+1+2\/z*+z+1:q,

on trouve

do— —% % T aq _,
& VgV@—69—3 & Vayig—a)(g+§)

en désignant par a et — {3 les racines de I’équation

¢ —6¢qg—3=o,
a=2y3+3 et p:z\/g—B.
Si l'on fait dans cette derniére équation

&

7= coslqa’
on trouve
— 2 d
de = —= ¢ : ’
gyv3 V1— ctsinto
en posant
B o _
C= = —-\2—V3.
‘ \/a + 8 2 \/ v
On voit donc que k= — 2 donne une fonction ellip-

tique de premiére espéce.

2° Soit k = — 3. — Nous aurons successivement pour
la vitesse x, la longueur de'arc et I'ordonnée en fonction
de 6,

o

== 7

V/sing
vadb

— ="

4 gsin6 y/sing

M . I
e - ===}
d 28 Vsing

7

ds =
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enfin, pour I'équation de la courbe,

dr vy dy B dy

Vivi—2gr) —o \/(l _ 2g:f>‘ .,

Or, en posant

20
[ — hz.?'_z,
"0
il vient
(]J,‘:—-‘::— ‘—‘:‘g‘—‘:_ i —__._,_:(.1_5___—_._'
28 Yzt —1 28 (22 +1) (22 —1)
et si I'on fait
1
g = — N
cosg
on aura
vs de

do — —

g ——————— ]

2g\2 | B

g\/ \/I——szw
> g

formule qui nous raméne encore aux fonctions ellip-
tiques de premiére espéce.



