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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 849

(voir 2° serie, t VII, p 137),
Par M. L. PAILLOTTE,
Etudiant 2 Montpellier.
On donne une ellipse, trouver : 1° le lieu des milicux
des cordes normales ; 2° le lieu des poles de ces normales ;

(*) Le lecteur est prie de faire la figure.
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3¢ la corde normale minimum ; 4° la corde normale qui
détache le plus petit segment.

(M. Corrins, The educational Times.)

1° L’ellipse étant rapportée a son centre et a ses axes,
I'équation de la normale en fonction de son coefficient
angulaire est

2
(v) _y:mx+—————-—-—-_:n___ .
Va2 + m?b?

L’équation du diamétre correspondant aux cordes de di-
rection m est

(2) y=—— —x.

Le lieu est défini par ces deux équations, et si 'on éli-
mine le paramétre variable m entre celles-ci, on aura
I'équation du lieu.

Le résultat de ’élimination donne

(3) (a"_y’ -+ bamz) (aryz —+ b2.z.z)2 — at b‘c‘.z"_y’.

Pour avoir aisément la forme du lieu représenté par
cette équation (3), on transformera ses coordonnées rec-
tilignes en coordonnées polaires, et ’on aura

a‘bicsin’w cos’w
a*sin’cos + b*cos’w)? (a®sin?w + bfcos’w)

2

P:(

Cette équation représente une rosace a quatre feuilles; ce
lieu est symétrique par rapport aux axes de coordonnées
OX, OY, et est tangent a ces mémes axes.

Il est facile de voir que cette courbe est intérieure a
Pellipse. En effet, si I'on cherche I'équation aux ordon-
nées des points d’intersection de la courbe représentée
par I'équation (3) et de I'ellipse dont I’équation est

(4) aly? + b2z — a*b?,
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I'équation (3) devient, en tenant compte de cette der-
niére équation (4),

aSy? + bSx? = ctr2y?,
et 'équation aux ordonnées est
¢yt +2bicty’ + b*=o,
équation qui n’a que des racines imaginaires.

2° Soient (e, f3) les coordonnées du pole de la corde
normale

cim

(x y=mr -+ ————»
) Vat + m*b?

la polaire de ce point par rapport a 'ellipse aura pour
équation

- B
(2) Z}x—{—;y——l:o.
Les équations (1) et (2), représentant la méme droite,
doivent étre identiques, ce qui fournit les deux relations

(3) \/a‘+m‘b’_ m\/a’+m’b’___ ctm

a'p bia — a2br

Eliminant le paramétre variable m entre ces deux der-
niéres équations, on a I'équation du lieu.
Cette équation est

asyz -+ bSx? — ¢t I’]’z,
ou, en coordonnées polaires,

. a’sin?w -+ b%cos?e
P=—m

cisin?e cos*w

Ce lieu est une courbe & centre et 3 quatre branches in-
finies dont les asymptotes sont représentées par les équa-
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tions

3

™

r=+2 y y==t

)

I

Y
&

On voit que ces asymptotes sont extérieures a Pellipse,

ct on les construira facilement en s’aidant de la construc-

tion connue relative aux directrices de Iellipse.
L'inclinaison du rayon vecteur minimum est

b [
ange = -/ —»

ct la longueur de ce rayon est

a’ + b® N

¢t

On voit que ce rayon, dans I’angle XoY, se trouve a
gauche de la diagonale du rectangle formé par les.quatre
asymptotes, puisque le coeflicient angulaire de cette diago-

b .. . b3
nale est — quantité inférieure a —» dans le cas de
a
Pellipse.
Au point M ou le rayon vecteur minimum rencontre la

courbe, on pourra facilement construire la tangente, qui
est perpendiculaire a ce rayon.

Remarque I. — La recherche du lieu précédent re-
vient a4 la recherche de celui-ci : Trouver le lieu des
points tels, qu’en menant de ces points des tangentes a
Iellipse, I'une d’elles soit perpendiculaire a la corde des
contacts; en d'autres termes, par chaque point de 'el-
lipse on méne une normale, et par les deux points d’in-
tersection de cette normale avec 'ellipse on méne les
tangentes : trouver le lieu du point de rencontre de ces
tangentes.

Remarque 1I. — Si l'on considére une ellipse con-
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centrique a la premiére, et dont les axes soient respecti-
vement <'z :i:) s (2 g;) » et qu’on cherche le lien du mi-
lien de la portion de tangente a cette ellipse comprise

entre les deux axes de coordonnées 0X, 0Y, on trouve le
méme lieu.

3° Cherchons les équations aux abscisses et aux or-

donuées des points d’intersection de la normale
ctmn
(1) y=mz + —m———
Vai -+ mb?
avec eflipse
(2) a’y? 4 b'x? — a*bh?* = o.
Ces équations, une fois formées, on aura facilement la
fonction
F=(a'— ")+ (r — "),
(x', y'), (2", y") étant les coordonnées des points com-
muns a la normale et & 'ellipse. On trouve, toutes ré-
ductions faites,
4a*b' (n? +1)?

(a* + b*m?) (a*m? + b’)"

2 —

Egalant a zéro le numérateur de la dérivée, on obtient
une équation qui est vérifiée pour m =o et pour
. c? 4+ a?
= G
Le numérateur est toujours positif; pour que m soit
réel, c’est-a-dire pour qu’il y ait un minimum correspon-
dant a cette valeur, il faut qu’on ait ¢ > 4, et daus ce cas
¢+ a’
¢t — b?
Si ¢<Cb, la dérivée ne change de signe que pour
m =0, ce qui correspond au grand axe; elle s'annule
encore pour m = w , ce qui donne le petit axe.

il y a un minimum correspondant & m =

4° Je considére Vellipse rapportée a un systéme de dia-
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métres conjugués 0X’, oY’, dont Pun des axes oY’ est
paralléle A la normale qui détache le plus petit segment.
Soient a’, &', 6 les éléments de ce systéme de diameétres
conjugués ; en désignant par S le segment elliptique, nous
aurons, d’aprés une formule connue,
Iy

(1) S:;;sines,

s é1ant le segment circulaire correspondant au segment
clliptique S, dans le cercle de rayon a'.
En calculant s, on trouve

Va'* — z

s == a'*arcsin ; — zya't —an.
a

La relation (1) peut donc s’écrire

’

bl . . alz J— ____________\
(1) S= — sinb | a’*arcsin — —z o't = ¢ \,
a a !

Exprimons qu’au point (x, ¥), la normale a Iellipse

a*y? + bz — a* b’ =o
est paralléle a 0Y’, nous aurons la condition

a’*cos? o
(2) T =
b’ 4 a'*cos?6

Les théorémes d’Apollonius donnent les deux autres re-
lations
(3) d*=a*+ b*=a'* 4 b'?,
(4) ab = a'b’'sind.
Calculant les valeurs de x, a’, sin6 a I'aide des équations
(2), (3), (4), et portant ces valeurs dans (1), on a

b _ b3\ ldr — b1 b’ — atb?
\/d‘ 0/ — arb? d?b'? — atb? ’

S—=ab [arcsin

Prenant la dérivée de S par rapport a b’ ¢t égalant a zéro



) . ( 525 )
le numérateur de cette dérivée, on trouvera
, 2a?h?
b ———
at -+ bz
Par suite, on a

. [2ab  2abc?
S - ab arcsin 7 —_— 7‘-—- .

On calculera tangf, et  I'aide de la formule

a? b?
tangf = ey (m + ;zTn—z>

que donne I'angle de deux diamétres conjugués, il sera
facile d’avoir la direction de la normale correspondante.

Remargue. — Cette méthode aurait pu étre employée
pour la recherche de la plus petite normale inscrite dans
Pellipse. On aurait eu immédiatement ¢'; car dans ce cas
d =12y, y éant ordonnée du point ou la normale a
Iellipse est paralléele a oY’. Des calculs semblables a
ceux que nous avons effectués plus haut donneraient

6
P e

ct pour la longueur de la normale minimum

Note. — M. Kaher Bey a résolu la méme question en employant 'angle
excentrique.




