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48i

DISCUSSION DE L'INTERSECTION DE DEUX SURFACES
DU SECOND ORDRE;

PAR M. L. PAINVIN.

PRÉLIMINAIRES.

1. Soient les équations de deux surfaces du second pr-
dre

j (S) An.r
2-h

f -h 2 B , 4 ^ -h 2B23J3 H- 2B24jr' -4- 2B34 z/ = o ;

ces deux équations, prises simultanément, représentent
une courbe, intersection des deux surfaces considérées.

L'équation générale des surfaces du second ordre, pas-
sant par cette courbe, est

S 4-- XT = o,
ou

(A„ -+OIB,,).*'-*- (A224- XB22)/'-h (A334- >B33) *'

^ + 2 (A,, -h lBu).rt -j- 2(A23H-XB23)rz

H- 2 (A* -f- XB24)yt H- 2 (A34 -+- \BU) ztz=oy

à étant une constante arbitraire. L'équation (3) repré-
sente un cône, si Ton a

(4)
A2i -f- XB2t A3Î -4- XB2Î A

A8 ,-i-XB3I A3 2H-XB„ A

A4, H-XB4, A4 Î-+-\B4 2 A
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car le premier membre de l'équation (3) peut alors se ra-
mener à une fonction homogène de trois variables. Les
coordonnées des sommets de ces cônes seront fournies
par les équations

(4 bis)
Sy -f- ^ Ty ^^ O,

Si Ton développe l'équation (4), on aura une équation
en X de la forme

(5) û V + ©X3-+- 4>V-4- 0, X -f- At — o;

A et Aj sont les discriminants des fonctions S et T.
On voit par là que l'équation en X ne saurait avoir de

racines réelles ou infinies que dans le cas où Tune des
surfaces considérées se réduit à un cône.

Je ne ferai que rappeler la proposition suivante, dont
la démonstration est facile (voir mon Analytique à deux
dimensions, n° 881 ).

L'équation en 1 conserve les mêmes racines, lorsqu'on
rapporte les surfaces du second ordre à un nouveau sys-
tème quelconque de coordonnées, soit cartésiennes, soit
tétraédriques.

La situation respective des deux surfaces S et T, ou la
nature de leur courbe d'intersection, dépend complète-
ment de la pâture des racines 4e l'équation en X; la dis-
cussion de cette équation, discussion qui jusqu'à présent
n'a pas encore été faite, présente donc un très-grand in-
térêt, soit au point de vue de la théorie, soit au point de
vue des applications.

2. Si l'on suppose distinctes les quatre racines de Vé-



en A, on aura quatre cônes passant par la courbe
d'intersection^ F, des deux surfaces S et T; je choisirai,
pour sommets du tétraèdre de référence ABCD, les som-
mets distmcUckces quatre cènes. D après cela, si Aj,
A2> As9 **sont k* meines de l'équation (4), on devra avoir
pour 1 = 1^ par exemple, un cône ayant son sommet
en A, c'est-à-dire que Inéquation (3) ne devra pas ren-
fermer de termes en x$ oj | conclura de là :

Aj| At7 Àl3 __̂  A|4

Bu Bia B%j Mu

on aura de même, en écrivant que pour À = li9 l s , A4

l'équation (3) représente des cônet ayant respectivement
leurs sommets en B, C, D :

A-21 A 2 2 Aj3 A74 ^

B 2 i B22 B 3 , B 2 <

A-JI A J J A 3 3 A 1 4

B31 B 3 2 B 3 3 B 3 4

A41 A42 A43 A44

B4i B 4 Î B 4 3 B4 4

Or, d'après l'hypothèse admise, les racines A,, ^ AS, A4

sont différentes; les égalités précédentes conduise^alors
aux valeurs qui suivent :

A12 = o, A u = o , A14 = o, Aj3 = : o, A14 = o, A34=^^;

B,3 = o , B f s r^ o» Bf4 =x o , B î 3 = o, Bj4 = o, 834 = 0 .

Les équations des deux surfaces (S) et (T) se trouvent
donc ramenées à la forme

(T)

L'équation générale des surfaces du second ordre, pas-
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sani parla courbe d'intersection des deux surfaces S et T,
est alors

( ) ( < )>~o,

et l'équation en A devient

(8) (a, H- U.) [a2 H- M,)(«3 4- M8) (a, -4-Xfe4) = o.

En substituant dans l'équation ( j ) les valeurs de X four-
nies par l'équation (8), on trouve, pour les équations des
quatre cônes passant par la courbe d'intersection des
surfaces S et T :

(q) <

i (O

(C5)

( 1
(C,)

(C,)

{a,b,

(«.A,

(a, 6,

— «i * i )y

— w3 6|) a

— as b{) a

2 "H («3^1 — «C^3)

-h (a46, ~ a, 64)

-+- («4 62 Éf2 è 4 )

•4- («r4 6 , — Ö3 6 4 )

"' -4— ( /79 p , — fl. n , )

0 f

y-2

f 2 " O,

sommet

sommet

sommet

A;

B;

C;

-f (as 64 — ak bd) t
7 ~ o, sommet D.

Des équations (9) on conclut cette proposition mul-
tiple :

Lorsque Véquation en \ a quatre racines distinctes, il
y a quatre cônes du second oirlre passant par la courbe
d'intersection T des deux surfaces du second ordre con-
sidérées.

Les sommets de ces quatre cônes FOKMENT UN TÉ-

TBAXDRE ABCD CONJUGUÉ par rapport à chacune des
surfaces du second ordre; plus généralement, ce té-
traèdre est conjugué par rapport à toutes les surfaces
du second ordre qui passent par la courbe gauche Y,
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Chacun des cônes est lui-même conjugué par rapport
au trièdre dont le sommet coïncide avec celui du cône.

On voit encore par les équations [fabis) que :

La détermination des sommets des cônes du second
degréy qui passent par Vintersection de deux surfaces
du second ordre, revient à la recherche des points qui
ont même plan polaire par rapport aux deux surfaces.

Enfin, la forme sijnple des équatious (6) permet de
démontrer très-facilement que :

La courbe gauche, intersection des deux surfaces S
et T, est de quatrième ordre et de huitième classe.

3. La discussion complète de l'équation en X exige
l'examen des différentes hypothèses qui suivent :

i° Les quatre racines de l'équation en X sont réelles -,
2° Deux racines sont réelles, et deux sont imaginaires;
3° Les quatre racines sont imaginaires-,
4° L'équation en X a deux racines égales ;
5° Elle a trois racines égales;
6° Elle a deux couples de racines égales 5
70 Les quatre racines sont égales ;
8° L'équation en X a une ou plusieurs racines nulles ;
90 L'équation en X a des racines nulles et des racines

infinies;
io° Cas où l'équation en X se réduit à une identité;
I I ° Détermination des branches infinies de la courbe

d'intersection.

Il est visible que un ou plusieurs des cônes, passant
par la courbe d'intersection de deux surfaces du second
ordre, peuvent avoir leur sommet à l'infini, c'est-à-dire
peuvent devenir des cylindres. Je ferai abstraction de ces
cas particuliers dans la discussion que je vais développer;
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d'ailleurs les conclusions resteront les mêmes, et on
pourra toujours les soumettre à une analyse tout à fait
semblable à celle qui sera exposée.

§ I, — Léquation en 1 a ses quatre racines
réelles,

4. Lorsque l'équation en\a ses quatre racines réelles\
les sommets des quatre cônes C4, C,, C8, C4 sont réels.
Si les quatre cônes sont réels, la courbe d'intersection
des deux surfaces est toujours réelle; si deux des cônes
sont imaginaires, la courbe d'intersection est toujours
imaginaire ; les quatre cônes ne peuvent pas être tous
quatre imaginaires.

Les sommets des cènes qui passent par la courbe d'in-
tersection des deux surfaces sont réels, car leurs* coor-
données sont fournies par les équations (4 bis) n° 1 ; or
ces équations sont à coefficients réels, puisque, d'après
l'hypothèse, les valeurs de i sont réelles. En prenant les
sommets de ces quatre cènes pour sommet du tétraèdre
de référence ABCD, les équations des deux surfaces se*
ront, n° 2,

i (S) ax>-{- bjr* -+- es2 4-*3 = o ,
(io) |

a, b, c, «,, bi} c, étant des coefficients réels.

On déduit de là, pour les équations des quatre cônes»

(C) Ax'-f B j ' - f Cz*z=zç>,

(C)

B, ** — A, ƒ ' -h Ct> =i a,
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âpres avoir posé

A = a — aiy A, == bc{ — bk c ,
(12) B=zb—bi9 B( = cat — c,û t

C = c — cX9 Ci = abl — a t b ;

d'où résulte l'identité

(13) AA, 4- BB, -+• CC, = o.

Il est d'abord visible que :
i° Les quatre cônes peuvent être réels;
a° II peut y avoir des cônes imaginaires, mais il y en a

au plus deux.
En effet, si l'on suppose, par exemple,

A > o , B > o , C < o , A , > o , B , > o , C > o ,

l'identité (i3) peut être satisfaite, et les quatre cônes (11)
sont évidemment réels.

Cherchons maintenant s'ils peuvent être tous quatre
imaginaires 5 il faudrait d'abord que l'on eût

A > o , B > o , C > o ;

mais, pour que l'identité (i3) soit '^rifiée, il faudrait
qu'une au moins des quantités Ai, Bl9 Ci fût négative \
on voit alors qu'il y a toujours, parmi les cônes (11),
deux cônes réels et deux cônes imaginaires.

5. Si les quatre cônes (11) sont réels, les trois quan-
tités A, B, C doivent avoir des signes différents5 suppo-
sons d'abord

(i°) A > o , B > o , C < o ;

les signes de A i9 6 l 9 Ci restant arbitraires, on pourra
toujours faire en sorte que les cônes soient réels, tout en
vérifiant l'identité (i3). Nous pouvons construire la
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courbe d'intersection des deux surfaces à l'aide des deux
cônes ayant respectivement leurs sommets en A et en B,
ou, ce qui revient au même, en cherchant les inter-
sections des surfaces (10) par des plans passant par la
droite AB.

L'équation d'un tel plan sera

(2°) t=z*Z',

en substituant cette valeur de t dans les équations (10)
des deux surfaces, on trouve

ax* -4- by* -f- (c -f-a') z2 :=: o,

a,x" 4- bty
2 -+- (c, -+- a2) z* = o;

d'où, en résolvant par rapport à x1 et ƒ% et en ayant
égard aux notations (12),

Pour que la courbe d'intersection soit réelle, il faut et
il suffit qu'on puisse disposer de a de manière que les
valeurs (3°) de x et de y soient réelles.

Soit, en premier lieu, Ci > o \ il faut et il suffit que

(4°) Ba'-hA,>o, B . - A a ^ o , ou - ^ < a
2 < ^ .

Pour que cette double inégalité puisse être satisfaite,
il faut d'abord que

A R
— -n1 < T> ou AA, -h BB, > o,B A

ou enfin, d'après l'identité ( i 3 ) ,

— C C 1 > o ;
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inégalité vraie, puisque C est négatif, et Ct positif. Mais
il faut, en outre, que «* soit positif, c'est-à-dire que Ja

limite supérieure — soit positive, ce qui aura lieu, si Ton
A.

suppose Bi positif 5 or cette supposition est nécessaire,
car, si Bi était négatif, le cône C2 serait imaginaire. On
voit d'ailleurs que, dans les hypothèses actuelles, les qua-
tre cônes sont réels.

Soit, en second lieu, Q < 05 il faut et il suffit que

(5°) Ba' - f -A.O, B ^ A a ' O , ou ? i < a ' < - ^ .

Pour que cette double inégalité puisse être satisfaite,
il faut d'abord que

T < - ï P o u AA1 + BB1<o,
A U

ou enfin, d'après l'identité (i3),

— CC,<o;

inégalité vraie, puisque C et Cj sont négatifs. Mais il

faut, en outre, que a2 soit positif, c'est-à-dire que la li-

mite supérieure soit positive; or si Ai était positif,
B

l'identité (i3) exigerait que Bj fût négatif, le cône C4 se-
rait alors imaginaire^ Ai doit donc être négatif, et on
pourra toujours obtenir des valeurs réelles pour x et y.
On peut encore constater que, dans les hypothèses ad-
mises, les quatre cônes sont réels.

Ainsi, lorsqu'on suppose les quatre cônes réels, et qu'on
admet les inégalités

A > o , B > o , C < o ,

la courbe d'intersection des deux surfaces est nécessaire-
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ment réelle. U resterait à examiner le$ hypothèses

A > o , B < o , C < o ; puis À > o , B < o , C > o ,

car on peut toujours supposer À positif; mais il est évi-
dent que, pour la première hypothèse, par exemple,
nous n'aurons qu'à reproduire identiquement la discus-
sion précédente, en prenant un plan passant par BC ; et
pour la deuxième hypothèse, il suffira de prendre un plan
passant par AC.

6. Lorsque deux des cônes sont imaginaires, la courbe
d'intersection des deux surfaces est imaginaire.

Car si cette courbe était réelle, en joignant ses diffé-
rents points aux sommets réels A, B, C, D des quatre
cônes, on obtiendrait quatre cônes réels.

7. Lorsque la courbe d'intersection est réelfe, un plan
quelconque passant par les arêtes du tétraèdre ABCD
rencontre la courbe ou en quatre points réels ou en
quatre points imaginaires.

En effet, si nous prenons un plan passant par AB,
f = «z, ses intersections avec les surfaces (IO) seront
données par les équations

a.r*-\- by* + ( c -{-acr) z2 =z o,

ax x
2 -f- bty

2 -f- (e, -f- a2) z2 = o .

Or ces deux équations peuvent être assimilées à celles
de deux coniques; l'équation en fx, donnant les systèmes
de cordes communes, sera

a -h prf, o o
o b -f- o =. o.
O o e -+- pr, 4- a2(p-h i)

Les trois racines de cette équation sont réelles, quel



que soit a ; ces deux coniques se coupent donc en quatre
points réels ou en quatre points imaginaires; par suite,
les cônes correspondants se couperont suivant quatre gé-
nératrices réelles, ou quatre génératrices imaginaires;
donc, etc.

§ II. — L'équation en 1 a deux racines réelles
et deux imaginaires.

8. Lorsque V équation en\ a deux racines réelles et
deux imaginaires, deux des sommets sont réels, et les
deux autres sont imaginaires conjugués: les deux cônes
correspondant aux sommets réels sont réels, et les
deux cônes correspondant aux sommets imaginaires
sont nécessairement imaginaires. La courbe d'intersec-
tion des deux surfaces est toujours réelle.

À une valeur réelle de X correspond un sommet réel,
et à une valeur imaginaire correspond un sommet imagi-
naire, car les équations (4 bis) n° 1, qui déterminent les
coordonnées de ces sommets% sont du premier degré par
rapport à x, y, z, t et A.

Je dis maintenant que le cône correspondant à une
valeur imaginaire de X est nécessairement imaginaire;
car, si i = a -H (3 \'— i, l'équation ( 3 ) n° 4, qui repré-*
sente ce cône> devient

(S-f-aT)-f-p v^"T = o;

or, si cette dernière équation représentait un cône réel,
on aurait à la fois

S = o, T —o

pour tous les points réels du cône représenté; les équa-
tions S = o, T = o représenteraient alors toutes deux le
même cône : c'est un cas qui n'exige évidemment aucune
discussion.
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Nous verrons plus loin que les cônes correspondant

au* racines réelles sont eux mêmes réels.

9. Soient A et B les sommets réels -, désignons par CD
la droite réelle sur laquelle se trouvent les deux sommets
imaginaires conjugués. Je prendrai pour tétraèdre de ré-
férence un tétraèdre ayant pour sommets les deux points
réels A et B, et pour arête opposée la droite CD : les som-
mets C et D restent pour le moment arbitraires.

D'après les propriétés énoncées au n° 2, le choix du
tétraèdre indiqué revient à dire que le plan polaire d'uiv
point quelconque de AB, par rapport aux deux surfaces,
passe par CD, et inversement ; et, en outre, que le plan
polaire du point A, par rapport aux surfaces, passe paF
le point B, et inversement.

Prenons les équations générales (î) et (2), n° 1, le plan
polaire d'un point (x0, y0, z0, t0), par rapport à la pre-
mière surface, a pour équation

04,

•ro(Au x 4- AnX + A i 3 z + Au i

4-jrtf (A2, .r + A22y 4-A 2 3z + A24 <

H- 2U (A31 x -f- A32J H- A33 2 -h A3, i

4- r0 (A4, x 4- A42 j 4- A43 z 4 - A44 i

Les coordonnées d'un point quelconque situé sur Aft
sont (a:0, jr0, *0 = o, *0 = o)} le plan (14) doit passer
par CD, quel que soit ce point, c'est-à-dire que son équa-
tion ne doit renfermer que les termes en x et en y, et
cela quels que soient x0 ety0 ; on devra donc avoir

( l ° ) A , 3 r = o , A 2 3 r = o , A14 = O, A24 = O,

et alors les plans polaires des points de CD passeront
par AB.

Si maintenant on exprime que le plan polaire du-
point A (y0 = o, z0 = o? t0 = 0) passe par le point B, i l



en résulte

et alors le plan polaire du point B passera par le som-
met A.

Les équations des deux surfaces se présenteront donc
toutes deux sous la forme

Alt.r
2 f A 2 , ; 2 + À3s s* H-A4« f*-f- 2A34zf = o.

Les coefficients de x1 el de y * ne peuvent pas être nuls
dans ces équations, car, dans l'une ou l'autre hypothèse,
ces-équations représenteraient des cônes, et l'équation
en A aurait alors des racines nulles ou infinies. Nous pou-
vons donc supposer égaux à l'unité les coefficients de a%
et les équations des deux surfaces se ramèneront à la
forme

( (S) .r*-+- ay* -f- bz* -f et2 -+- idzt~ o,
f (T) x2-haly

2-+-biz
2-{-clt'

i-\-?.dlzt=oi

les coefficients a, b, c, d, au bu c^ //, étant des quan-
tités réelles.

L'équation en X devient alors

(16) (l~^i){a^\al)[(b-^'kbl)(c^'kct)~(d-hldiy] = o.

Nous allons maintenant déterminer les sommets des
deux cônes imaginaires, c'est-à-dire les deux points situés
sur l'arête CD et ayant même plan polaire par rapport
aux deux surfaces (i5).

Les coordonnées d'un point situé sur CD sont x0 = o,
y0 = o, z0, £05 les polaires de ce point, par rapport aux
surfaces (i5), auront pour équations

z(bz0 4- dt9)~h
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exprimons que ces deux plans coïncident, il vient, en dé-
veloppant

(17 ) (fo/, — bx d)z\ 4- (foi — bt c)*.f, -h (dct — ̂  c) t] — o.

D'après l'hypothèse admise, ces coordonnées sont ima-
ginaires; or, dans ce cas, on pourra disposer de la position
des sommets C et D du tétraèdre de référence, sur la
droite réelle CD, de manière que

(18) bci—è,c=o, et bdx — bld=dcl — dt c :

je justifierai tout à l'heure cette assertion.
Des égalités (18) on conclut

( IÖ OIS J -s— ^zz. — r~n k f (b 4— c\(d{ —— kd\ ; : O \
b c

mais on ne peut pas admettre l'égalité dx — kd*= o, car
l'équation (16) en X aurait alors deux racines égales; on
a donc

(18 fer) 6 4 - r ~ o , ^4-^1=0.

Par conséquent, les équations des deux surfaces peu-
vent être amenées à la surface définitive

(S) *2-h ay* 4- b (31 4- t7) 4- zdzt — o,
(19) (T) .*»-+.*, »4-^(^4.^)4-2rf,Zf=:O,

a, i , rf, ö t , i t , ri, étant des coefficients réels.

10. Pour justifier l'assertion sur laquelle s'appuie cette
réduction, je remarque que si, conservant les deux plans
fixes ACD et BCD du tétraèdre de référence, on prend
deux plans ABC' el ABD', les coordonnées a; et jr d'un
point ne changeront pas, mais les coordonnées z et t
prendront de nouvelles valeurs z1 et t\ Soient

2 — af = O, Z— BfirrO,
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les équations des deux nouveaux plans ABC' e| ABD', les
distances z' et t' du point (x>y^ <z, t) à ces deux plans
seront

Z — OLt . Z — B/
/ x .
( 2O) Z' =

- 2aCOSÔ y/1

0 étant l'angle des deux plans fixes ACD et BCD.
Ceci posé, si l'on a une équation telle que

(21) Mz2-h 2N*f-f-P/2 — o,

cette équation deviendra, en y remplaçant z et t par les
valeurs que fournissent les formules (20),

(21 bis) M,z'24-2N1zY-hP,f'î —o.

Or, si Ton admet l'inégalité

(22) N2 — MP<o,

qui exprime que les racines d,e l'équation (21) sont ima-
ginaires, on pourra toujours trouver pour a et /3 des va-
leurs réelles, de manière qu'on ait à la fois

(23) K, = of M,=P, .

On e&t, en effet, conduit aux deux équations de condi-
tion

24

Or, pour que les \aleurs de 9. et de (3 soient réelles, il
faut et il suffit que

après avoir posé
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en développant cette inégalité, on trouve

(25) (MP — N2)|['2N4-(M+P)cos0p-4-(M —P)?sina0J>o,

inégalité qui est toujours vraie si Ton a égard à l'hypo-
thèse (22).

H . Ceci démontré, reprenons les deux équations ré-

duites (19)

(19) * ' x+ay + {z—t)-\-i zt — o%

l'équation générale des surfaces, passant par la courbe
d'intersection de S et T, est

(26)

et l'équation en X devient

(27 ) (\ -+- 1) (a, + lu) [(ôt H- \by -h (rf, -H W)s"] = o.

Les équations des deux cônes ayant leurs sommets aux
points réels A et B sont

^2 J j (C2)

après avoir posé

Les équations des deux cônes (28) peuvent s'écrire,
en décomposant en carrés,

°̂
on voit, par là, que les deux cônes dont les sommets
sont réels sont toujours réels.

12. Nous allons maintenant constater que la, courbe
d'intersection des deux surfaces SetT est toujours réelle.
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Nous pouvons, en effet, construire cette courbe à l'aide

des deux cônes réels ayant leurs sommets en A et B, ou,
ce qui revient au même, en cherchant les intersections
des deux surfaces avec un plan quelconque passantpar AB.
Soit

l'équation de ce plan ; remplaçons t par cette valeur dans
les équations (19), il vient

j .r'-f- ay7 -u[£ (1 — a2) -f-
( 2J I
ce sont les équations de deux cônes ayant leur sommet
enD.

On peut assimiler les équations (32) à celles de deux
coniques, et l'équation en p qui correspond au système
des sécantes communes est

les deux racines de cette équation sont réelles, quel que
soit a, les deux cônes (32) se coupent donc suivant qua-
tre génératrices réelles ou quatre génératrices imagi-
naires; ainsi, un plan quelconque passant par AB ren-
contre la courbe d'intersection des deux surfaces ou en
quatre points réels ou en quatre points imaginaires.

Cette remarque faite en passant, revenons aux équa-
tions (32) : en les résolvant par rapport à x% etj^f, et en
ayant égard aux notations (29), on trouve

( ]

Or nous pouvons admettre que l'on ait, par exemple,
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el alors,

(35)

si

—

nous

] )

-- -f

posons

\ / I +

i/i-f-
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)
Y —

{•' —

D D'1

on vérifie, sans difficulté, qu'on a toujours la série d'iné-
galités

(36) h'< h </'<*•

D'ailleurs les équations (33) peuvent s'écrire

. 3 , . ;A
B-

D'après cela, il est facile de constater qu'on pourra
toujours choisir pour a des valeurs telles que les valeurs
de x* et de j * fournies par les équations (3?) soient
réelles; en effet :

A A

Si |T Ü> o et =p ̂ > o, on prendra pour CL des valeurs in-

férieures à h' ou des valeurs supérieures à h;
Si ~ ^> o et •=-, <^ o, on prendra pour a des valeurs

comprises entre h'et h]

A A
Si -r <^ o et — <^ o, on prendra pour a des valeurs

comprises entre h et kf -,

Si —• <^ o et —-, ̂ > o, on prendra pour a des valeurs

comprises entre k1 et k.

Ainsi la courbe d'intersection des deux surfaces est



( 499 )
D' D

toujours réelle, car l'hypothèse rrp <^ ~ donnerait lieu à

une discussion tout à fait semblable.

Remarque. — On ne peut pas admettre que les li-
mites A, #, h', h' deviennent égales 5 car si Ton avait, par
exemple, A ' = h, il en résulterait

D D'

mais alors l'équation en X (27) aurait deux racines égales,
ce qui est contraire à l'hypothèse.

§ l u . — L'équation en 1 a ses quatre racines
imaginaires.

13. Lorsque Véquation en\ a ses quatre racines ima-
ginaires, les quatre cônes sont imaginaires ; la courbe
<Vintersection des deux surfaces est réelle.

D'abord les quatre cônes sont imaginaires, car la dé-
monstration du n° 8 est applicable au cas actuel. Les som-
mets des quatre cônes forment deux couples de points
imaginaires conjugués : soient Cl9 C9i les deux premiers,
C3, C4 les deux autres, les droites d C* et C3 C* sont
réelles. Nous obtiendrons tous les points de la courbe
par les intersections d'un plan quelconque passant par
la droite Ct C2, par exemple, avec les deux cônes imagi-
naires ayant leurs sommets en C4 et C«. Or ce plan réçl
coupera le premier cône suivant deux droites imaginaires
non conjuguées, et il coupera le second cône suivant deux
droites imaginaires respectivement conjuguées des deux
premières : ces quatre droites se couperont çn deux points
réels, et deux seulement. La courbe d'intersectipn des
deux surfaces est donc réelle, et un plan quelconque
passant par Ct Ct ou C8 €4 ne rencontre cette courbe qu'en
deux points réels.

32.



( 5oo )
Cette proposition peut encore se démontrer comme il

suit.
Prenons pour tétraèdre de référence un tétraèdre ayant

deux de ses sommets sur la droite réelle Cj C2, et les deux
autres sur la droite réelle C3 C .̂ C'est ce que nous ferons
en exprimant que le plan polaire d'un point quelconque
de la droite Ct C, passe par la droite C3 C*, et inversement
n° 2. A l'aide d'un calcul semblable à celui qui a été fait
au n° 9, on trouve que les équations des deux surfaces se
ramènent à la forme

/ (S) axl H- by* -h cz* -f- dt7 -\- lexy -+- ifzt = o,
(38) /

f (T) tf,x2-h bty* -+-ctz
2-h dtt

2-+- iexxy -+- ifzt = o.

Les sommets des cônes situés sur CD sont imagi-
naires conjugués5 laissant fixes les sommets A et B du
tétraèdre de référence, nous pourrons déplacer Jes som-
mets C et D sur la droite CD de manière que, nos 9
et 10, d -+- c = o, àx -h Ci = o ; les équations des deux
surfaces se réduiront alors à

ax1 -h by* -V- c {z* — t'1) -+- ic xy A~ ifzt =. o,

a, xl -h b, y2 -h Ci ( z2 — t - ) H- 1 ex xy -f- if{ zt = o.

De même, laissant fixes les nouveaux sommets C'etD'
du tétraèdre de référence, nous pourrons déplacer les som-
mets A et B sur la droite AB de manière que a + b = o,
ax + fc, = o .

Donc, en définitive, les équations des deux surfaces
pourront toujours se ramener à la forme

| ( S ) a ( x y ) + c ( z t ) + z b x y + idzt=oy

a, fc, c, d, a,, bt, c,, dx étant des coefficients réels.
La courbe d'intersection des deux surfaces peut se con-



( 5oi )
slruire à l'aide de plans passant par AB, soit

(4°) t = OLZ

l'équation d'un de ces plans; si Ton substitue cette valeur
dans les équations (3y) des deux surfaces, il vient

j a (x1 — r3)-H *bxy -h[c (i -— a2) Hj
( ax (x

7 —• r2)-+- ib.xy -h[ct (i — a2)

ce sont les équations de deux cônes ayant leurs sommets
en D. Assimilant ces équations à celles de deux coniques,
l'équation en |tx qui détermine les sécantes communes est

b-\-\t.bx

— o.

Or, quel que soit a, deux des racines de cette dernière
équation sont toujours imaginaires-, donc, les deux coni-
ques (ou les deux cônes) se coupent, quel que soit a, sui-
vant deux génératrices réelles. Ainsi la courbe d'inter-
section des deux surfaces est toujours réelle.

(La suite prochainement. )


