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EXPOSE DES PRINCIPES ELEMENTAIRES DE LA THEORIE
DES DETERMINANTS,

A L'USAGE DES ELEVES DE MATHEMATIQUES SPECIALES;

Par UN ABONNE.

Notions préliminaires sur les permutations.

Considérons n lettres a, b, c,.. , k, l; on sait qu'on
appelle permutations de ces n lettres tous les résultats
différents qu’on obtient en écrivant ces lettres les unes a
la suite des autres de toutes les maniéres possibles. On
divise les permutations en deux classes de la maniére
suivante :

Comparons dans une permutation une lettre a chacune
de celles qui la suivent, on dira qu’il y a un dérange-
ment toutes les fois que la seconde lettre précéderait la
premiére dans I'ordre de I’alphabet. On appelle paires ou
positives les permutations dans lesquelles le nombre des
dérangements est pair, impaires on négatives les permu-
tations dans lesquelles le nombre des dérangements est
impair.

Ainsi la permutation

cdba,

est impaire, parce qu’elle présente cinq dérangements

cb, ca, db, da, ba,
26.
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la permutation
. cbda,

est paire, parce qu’elle a quatre dérangements
cb, ca, ba, da.

Au lieu de lettres différentes, on peut prendre la méme
lettre affectée d’'un indice variable. Par exemple, au
lieu de

a, b, c¢,..., 1,
on peut €crire

a, Q@ Qayy..., Qp

Dans ce cas, il y a dérangement toutes les fois que I'in-
dice d’une lettre est inférieur & celui d’une lettre qui la
précéde. )

Soit @; une lettre, a; une des lettres qui-viennent
aprés a; : il y aura dérangement si

i—k>o0;
il n’y aura pas de dérangement si
i— k<L o.

Remarquons que i — k ne peut étre nul, car une lettre
n’est jamais répétée deux fois dans la permutation., Il ré-
sulte de 1a la régle suivante.

Soit

aa‘) au,?' M au,,

une permutation qnelconque des lettres
Ay, Qyy..., Qy

@y @yy. « -y &, désignant les indices 1, 2, 3,..., 1 rangés
dans un ordre quelconque. La permutation des lettres ou
des indices (ce qui revient au méme) sera paire ou im-
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paire suivant que le produit

(2 — a2) (&0 — @3). o (@ — @),
(o0r — @) (@ — @),

(l) (“3"‘“")$

(“n—l_an)

sera positif ou négatif.

En effet, 4 tout dérangement correspondra un facteur
négatif dans le produit précédent, ét, par suite, le pro-
duit sera positif s’il ya un nombre pair de dérangements
et négatif dans le cas contraire.

TrtorimE. — Si dans une permutation quelconque on
échange deux indices, la permutation change de classe.

Pour démontrer cetle proposition, nous allons faire
voir que le produit (1) change de signe lorsqu’on échange
deux indices «; et «,..

Dans ce produit, se trouvent d’abord des facteurs qui
ne contiennent ni «; ni «;. Ces facteurs ne sont pas
changés.

Il y a aussi des facteurs qui contiennent soit «;,
soit &,/, avec un autre indice a;. On peut les grouper de
maniére & avoir le produit

(g — k) (o — oir) o (o; — k) (s — )
ou
(ak— @) (zer —ax) ou  (ax — &) (@ — ag),
et quand on permute ; et ;/, le produit de ces deux fac-
teurs ne change pas de signe.
Enfin, le produit (1) contient le facteur

Oy — Gty

qui change de signe par la permutation des indices. Donc
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en définitive, le produit total change de signe, et par
suite la permutation change de classe.

Corollaire. — Le nombre des permutations paires est
égal au nombre des permutations impaires.

En effet, par I'échange de deux indices quelconques
toutes les permutations changent de classe; il yen a donc
autant de paires que d'impaires. Le nombre des permu-
tations contenues dans chaque classe est

3.4.5...n.

Deéfinition du déterminant.
Cousidérons les n? lettres

)
Ay Qiay. oy Apy

y,1y (G BT Aaz,ny

N I I I

Aniy Qpage ooy Qppe
Dans le prodait
A, 82,3833+ .. Ap,ny

on laisse les premiers indices invariables et 'on permute
les seconds; on donne aux nouveaux produits ainsi ob-
tenus le signe + ou le signe —, suivant que la permu-
tation des seconds indices est paire ou impaire. La somme
de tous les produits ainsi obtenus constitue le détermi-
nant des n* lettres; ces lettres s’appellent les éléments du
déterminant. (Il est clair qu'aprés avoir formé chaque
terme, on pourra écrire ses n facteurs dans un ordre
quelconque. )

Le déterminant se représente par le produit de ses élé-
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ments placé entre denx barres

ag Qu2... «Q,
QA Ay az,n

.
an,i an,2' an,n

On voit que daus une ligne verticale ou colonne le se-
cond indice reste le méme. Dans une ligne horizontale ou
ligne, le premier indice ne change pas.

Loi de formation des termes. — Le déterminant con-
tient un nombre de termes égal 4 1, 2, 3,..., n,il ya
autant de termes positifs que de termes négatifs. Dans
chaque terme il y a un élément et un seul de chaque
ligne et de chaque colonne.

Ainsi, si dans un terme figure I'élément a,;, il n’y
aura plus d’élément de la i**" ligne, ni de la k™ colonne,
car le premier indice i ou le second indice k ne sont
jamais répétés.

Régle des signes. — On peut donner une régle géné-
rale et commode pour la détermination du signe d’un
terme.

Soit un terme quelconque

a ; a “ e a
%yl %y iy’ ’ &y 1y”

dans lequel les premiers et seconds indices ne sont
autre chose que les indices 1, 2, 3,. .., n écrits dans un
ordre quelconque. On donnera au terme le signe -+ ou
le signe — suivant que les permutations des premiers
et seconds indices seront de méme classe ou de classe
différente.

En effet, si nous permutons deux lettres, ce qui ne
change pas le produit, cela revient 2 permuter a la fois
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deux seconds indices et deux premiers indices. Donc les
deux permutations changent ensemble de classe. On peut
supposer que I'une des permutations, celle des premiers
indices, par exemple, ait été ramenée par une série d'é-
changes & la permutation

1.2.3...n,

et soit paire. Alors on donnera le signe + ou le signe —
suivant que 'autre permutation sera paire ou impaire.
On voit que c’est bien la régle que nous avons établie.

Il résulte de cette régle la conséquence suivante. Les
deux termes

a ..
1,x,* aZ,a," ’ an,o:,,’

aoc,,l’ ”ov_,,'z""’ aan,n’

se trouvent dans le déterminant avec le méme signe,
car la permutation des premiers indices dans 1'un des
termes est la permutation des seconds indices dans
Pautre. Donc le déterminant ne changera pas si 'on

échange les seconds indices avec les premiers indices. En
d’autres termes :

Un déterminant ne change ni de signe ni de valeur

quand on change les lignes en colonnes et les colonnes
en lignes.

Par exemple :

a b a ¢
= — ad — bc.
c d b d
TutoweMe. — Quand on échange deux lignes ou

deux colonnes, le déterminant change de signe sans
changer de valeur.

Fau effet, cet échange revient a 'échange de deux in-
P 8 g
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dices, et le terme qu’on obtient en faisant cet échange
doit donc se trouver dans le déterminant avec le signe

opposé.

Corollaire. — Lorsque, dans un déterminant, deux
lignes ou deux colonnes sont identiques, le déterminant
se réduit a o.

En effet, 'échange de ces deux colonnes identiques
laisse le déterminant invariable, et il devrait en changer
le signe. Donc le déterminant est nul.

Propriété essentielle. — Le déterminant est une fonc-
tion linéaire et homogeéne des éléments d’une ligne ou
d’une colonne.

En effet, nous avons vu que chaque terme doit conte-
nir un élément d’'une ligne ou d’une colonne, et un seul.

Corollaire I. — Quand on multiplie ou on divise
tous les éléments d’une ligne ou d’une colonne par un

méme nombre, le déterminant est multiplié ou divisé par
ce nombre.

Corollaire I1. — Quand les éléments d’une ligne ou
d’une colonne peuvent se décomposer en une somme de
deux éléments, le déterminant se décompose en une
somme de deux déterminants. Ainsi

. b, + ¢ a d b, a, d, ¢, a, d,
by+c, a, dy|=1| b, a, dy | +| ¢, a, d,)|.
by +c; a; d b, a, d, c; a, d

Corollaire I11. — Si I'on ajoute aux éléments d'une
ligne ou d’une colonne ceux d’autres lignes ou colonnes
multipliés par des constantes, la valeur du déterminant
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n’est pas changée. Par exemple :

| @+ mb, +nc, b, ¢
! ay +mb, + ne, b, c,
f
]

aa+mbs+nc, b, Cy

a, b, ¢ | | b b ¢ ¢ b ¢
= |a b, ¢, | +m| by by ¢; | +nlec b ¢
a; by ¢ b, by ¢ e; by ¢
a b, ¢
=l a b, c
a, b, c,

Les deux derniers déterminants sont nuls, parce qu’ils
ont des colonnes identiques.

* ¢

Formation du déterminant.

Si P'on applique la régle que nous avons donnée, on
trouve

-*
b
“ ‘:ab.——ba‘,
a, b,
a b ¢
a, b, ¢, | =ab,c;— ac, b, + bc,a,— ba,c,+ca, b, — cb,a,,
a, b, ¢, '

Dans le cas du déterminant de neuf éléments, il y a une
régle simple qui est due a Sarrus et qu’on peut énoncer
de la maniére suivante.

On écrit les deux premiéres lignes au-dessous de la



derniére
a b ¢
a, b, ¢
a, b, c,
a b ¢
a, b ¢

Les trois termes positifs sont a b, ¢; + a, b; ¢ + a, bey, et
sont donnés par les trois diagonales inclinées de gauche
a droite Les termes négatifs sont donnés par les autres
diagonales cb, a,, ¢, b,a, c, ba,, inclinées de droite a
gauche.

Voici du reste une régle qui permettra de décomposer
un déterminant en une somme de déterminants d’ordre
moindre.

Il est évident que, dans le déterminant

! a, a,... a., |
(A) ; Ay Qz2... dyp .

i ...............

! an,l Qy,2 QAn,n

(B) SRR i,

obtenu en supprimant la ligne et la colonne a laquelle
appartient I'élément a, ;. En effet, tout terme du déter-
minant (B) multiplié par a,, se trouvera dans le déter-
minant (A), etil s’y trouvera avec le signe qu’il a dans
le déterminant (B), puisqu’en plagant devant ce terme
I'élément a, ,, on n'introduit aucun dérangement.
Considérons maintenant un élément quelconque a;.
On peut échanger la colonne dont fait partie cet élément
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avec la colonne précédente, et ainsi de suite jusqu’a ce
que la k" colonne soit devenue la premiére. De méme
on peut échanger la i ligne avec la { — 1%™, puis avec
la (i — 2)®me, L’élément a;; occupera la premiére place.
On voit qu'on pourra toujours amener 1’élément a;; i la
premiére place, et il résulte dela la régle pratique sur la
démonstration de laquelle nous n’insisterons pas davan-
tage :

Le coefficientde a; est, au signe prés, le déterminant
dans lequel on a supprimé la ligne et la colonne a
laquelle appartient a,;. 1l faut prendre ce déterminant
avec le signe + si i +k est pair, avec le signe —si i +k
est impair, en sorte que sil'on désigne ce déterminant
par Ay, le coefficient de a; sera

(___ 1)1’1—5 A,'],. . 3

Il y a une régle pratique trés-simple pour avoir le
signe avec lequel on doit prendre A;. L’élément a;; ap-
partient a la 2" ligne et a la k%" colonne. On peut,
pour arriver a cet élément, partir de I'élément a,; en
suivant la premiére colonne jusqu’a la i ligne, puis
la %*m ligne jusqu’a la A" colonne. On change de signe
a chaque nouvelle ligne ou colonne, et 'on obtient en
définitive le signe avec lequel il faut prendre 4.

a,.

as,,

i,y Qjae.e Gk

Nous avons vu que le déterminant est une founction
lindaire des éléments d’'une ligne ou d’une colonne. On
pourra au moyen de la remarque précédente trouver les
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coefficients de ces éléments. Ainsi on a

'a b ¢ b 5
c a, c a
a b, ¢ | =a R P ) A s R
b, ¢ a ¢, a, b,
a, b, c,
a b ¢ d
a b e d, b, ¢, d, a, ¢ d,
—al b, ¢, dy|—b| a, ¢ d,
a, b, ¢, d, 5 4 d
e a; c
ay by, ¢ d 3 € 4 3 C3 G
Q b| d, a, b| €,
+eci{ a b, d, | —d| a, b, ¢ |y
a, by, d, a, b; ¢

P T N DR P L I RN )

On dit dans ce cas que I'on ordonne le déterminant
suivant les éléments d’'une ligne ou d'une colonne. En
prenant tous les éléments d’une ligne ou tous ceux d’une
colonne, on sera siir d’avoir le développement complet
du déterminant.

Les déterminants obtenus en supprimant un certain
nombre de lignes et un nombre égal de colonnes s’ap-
pellent déterminants mineurs.

(La suite prochainement.)



