
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

Exposé des principes élémentaires de la
théorie des déterminants, à l’usage des
élèves de mathématiques spéciales
Nouvelles annales de mathématiques 2e série, tome 7
(1868), p. 403-413
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1868_2_7__403_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1868, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1868_2_7__403_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


EXPOSÉ DES PRINCIPES ÉLÉMENTAIRES DE LA THÉORIE
DES DÉTERMINANTS,

A L'USAGE DES ÉLÈVES DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES;

PAR UN ABONNÉ.

Notions préliminaires sur les permutations.

Considérons n lettres a, &, c,. . , #, /; on sait qu'on
appelle permutations de ces n lettres tous les résultats
différents qu'on obtient en écrivant ces lettres les unes à
la suite des autres de toutes les manières possibles. On
divise les permutations en deux classes de la manière
suivante :

Comparons dans une permutation une lettre à chacune
de celles qui la suivent, on dira qu'il y a un dérange-
ment toutes les fois que la seconde lettre précéderait la
première dans l'ordre de l'alphabet. On appelle paires ou
positives les permutations dans lesquelles le nombre des
dérangements est pair, impaires ou négatives les permu-
tations dans lesquelles le nombre des dérangements est
impair.

Ainsi la permutation

cdba,

est impaire, parce qu'elle présente cinq dérangements

cb, ca, dby da, ba,
26.
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la permutation

cbda,)

est paire, parce qu'elle a quatre dérangements

cby cay ba, da.

Au lieu de lettres différentes, on peut prendre la même
lettre affectée d'un indice variable. Par exemple, au
lieu de

a, b, c , . . . , / ,

on peut écrire
0 i , « 2 , Ö 3 , . . . , an.

Dans ce cas, il y a dérangement toutes les fois que l'in-
dice d'une lettre est inférieur à celui d'une lettre qui la
précède.

Soit at une lettre, ak une des lettres qui*viennent
après ak : il y aura dérangement si

i— * > o ;

il n'y aura pas de dérangement si

1 —#<o.

Remarquons que i — k ne peut être nul, car une lettre
n'est jamais répétée deux fois dans la permutation. Il ré-
sulte de la la règle suivante.

Soit

une permutation quelconque des lettres

« , , « , , . . . , « „ désignant les indices 1, 2, 3 , . . . , n rangés
dans un ordre quelconque. La permutation des lettres ou
des indices (ce qui revient au même) sera paire ou im-
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paire suivant que le produit

(a, — a2) (a, — a3), . .(a, — a„),

(a2 — a 3 ) . . . ( a , — att),

(0

sera positif ou négatif.
En effet, à tout dérangement correspondra un facteur

négatif dans le produit précédent, et, par suite, le pro-
duit sera positif s'il y a un nombre pair de dérangements
et négatif dans le cas contraire.

THÉORÈME. — Si dans une permutation quelconque on
échange deux indices, la permutation change de classe.

Pour démontrer celle proposition, nous allons faire
voir que le produit (i) change de signe lorsqu'on échange
deux indices at- et 0Llt.

Dans ce produit, se trouvent d'abord des facteurs qui
ne contiennent ni a, ni <xif. Ces facteurs ne sont pas
changés.

Il y a aussi des facteurs qui contiennent soit ah

soit atfi avec un autre indice ak. On peut les grouper de
manière à avoir le produit

(a, — a*) (a* — a,-r) OU (a,- — a*) (a,-r — a*)

OU
(a*— a,) (afr —a*) ou (a*— a,-) (a*— a,*),

et quand on permute at et a,/, le produit de ces deux fac-
teurs ne change pas de signe.

Enfin, le produit (i) contient le facteur

qui change de signe par la permutation des indices. Donc



en définitive, le produit total change de signe, et par
suite la permutation change de classe.

Corollaire. — Le nombre des permutations paires est
égal au nombre des permutations impaires.

En effet, par l'échange de deux indices quelconques
toutes les permutations changent de classe 5 il y en a donc
autant de paires que d'impaires. Le nombre des permu-
tations contenues dans chaque classe est

3 .4 .5 . . . * .

Définition du déterminant.

Considérons les n* lettres

Dans le produit

on laisse les premiers indices invariables et Ton permute
les seconds; on donne aux nouveaux produits ainsi ob-
tenus le signe -f- ou le signe —, suivant que la permu-
tation des seconds indices est paire ou impaire. La somme
de tous les produits ainsi obtenus constitue le détermi-
nant des n* lettres; ces lettres s'appellent les éléments du
déterminant. (Il est clair qu'après avoir formé chaque
terme, on pourra écrire ses n facteurs dans un ordre
quelconque.)

Le déterminant se représente par le produit de ses éîé-



ments placé entre deux barres

On voit que dans une ligne verticale ou colonne le se-
cond indice reste le même. Dans une ligne horizontale ou
ligne, le premier indice ne change pas.

Loi déformation des termes. — Le déterminant con-
tient un nombre de termes égal à i, 2, 3 , . . . , /z, il y a
autant de termes positifs que de termes négatifs. Dans
chaque terme il y a un élément et un seul de chaque
ligne et de chaque colonne.

Ainsi, si dans un terme figure l'élément alk, il n'y
aura plus d'élément de la iième ligne, ni de la hième colonne,
car le premier indice i ou le second indice k ne sont
jamais répétés.

Règle des signes. — On peut donner une règle géné-
rale et commode pour la détermination du signe d'un
terme.

Soit un terme quelconque

dans lequel les premiers et seconds indices ne sont
autre chose que les indices 1, 2, 3 , . . . , n écrits dans un
ordre quelconque. On donnera au ternie le signe 4- ou
le signe — suivant que les permutations des premiers
et seconds indices seront de même classe ou de classe
différente.

En effet, si nous permutons deux lettres, ce qui ne
change pas le produit, cela revient à permuter à la fois



deux seconds indices et deux premiers indices. Donc les
deux permutations changent ensemble de classe. On peut
supposer que Tune des permutations, celle des premiers
indices, par exemple, ait été ramenée par une série d'é-
changes à la permutation

i . 2 . 3 . . . n ,

et soit paire. Alors on donnera le signe -f- ou le signe —
suivant que l'autre permutation sera paire ou impaire.
On voit que c'est bien la règle que nous avons établie.

Il résulte de cette règle la conséquence suivante. Les
deux termes

se trouvent dans le déterminant avec le même signe,
car la permutation des premiers indices dans F un des
termes est la permutation des seconds indices dans
l'autre. Donc le déterminant ne changera pas si Ton
échange les seconds indices avec les premiers indices. En
d'autres termes :

Un déterminant ne change ni de signe ni de valeur
quand on change les lignes en colonnes et les colonnes
en lignes.

Par exemple :

a b
c cl

a c
b d

=z ad — bc

THÉOKEME. — Quand on échange deux lignes ou
deux colonnes, le déterminant change de signe sans
changer de valeur.

En effet, cet échange revient à l'échange do deux in-



dices, et le terme qu'on obtient en faisant cet échange
doit donc se trouver dans le déterminant avec le signe
opposé.

Corollaire. — Lorsque, dans un déterminant, deux
lignes ou deux colonnes sont identiques, le déterminant
se réduit à o.

En effet, l'échange de ces deux colonnes identiques
laisse le déterminant invariable, et il devrait en changer
le signe. Donc le déterminant est nul.

Propriété essentielle. — Le déterminant est une fonc-
tion linéaire et homogène des éléments d'une ligne ou
d'une colonne.

En effet, nous avons vu que chaque terme doit conte-
nir un élément d'une ligne ou d'une colonne, et un seul.

Corollaire I. — Quand on multiplie ou on divise
tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne par un
même nombre, le déterminant est multiplié ou divisé par
ce nombre.

Corollaire II. — Quand les éléments d'une ligne ou
d'une colonne peuvent se décomposer en une somme de
deux éléments, le déterminant se décompose en une
somme de deux déterminants. Ainsi

ax

a7

a*

dt
d2
ds

—

bt at
b2 a2

bi a*

dt
d%
d,

-f-

c, at

c, a>

d{
d,

d3

Corollaire III. — Si l'on ajoute aux éléments d'une
ligne ou d'une colonne ceux d'autres lignes ou colonnes
multipliés par des constantes, la valeur du déterminant



n'est pas changée. Par exemple :

ax

; . .
1
l «3

H- mbx H-

H- w £ j -+•

-f- /W 3̂ -f-

ZZZ a,

« 3

a,

a3

ncx

nc7

ne.

bt

b,
bz

b C\

b, r,

b, c,

c7

Ci

Ci

c,

Ci

-h m

c, bx cx

c b2 c2

cs b* c3

Les deux derniers déterpinants sont nuls, parce qu'ils
ont des colonnes identiques.

Formation du déterminant.

Si Ton applique la règle que nous avons donnée, on
trouve

bi — baly

a

a

a

a

b

i bx

, b,

b

c

C\

c*

— abtc2— acx b2 tb2 — cbta7,

Dans le cas du déterminant de neuf éléments, il y a une
règle simple qui est due à Sarrus et qu'on peut énoncer
de la manière suivante.

On écrit les deux premières lignes au-dessous de la



dernière

a b c

ax b{ Ct

Les trois termes positifs sont abt c2 -h at b% c -+- at bcu et
sont donnés par les trois diagonales inclinées de gauche
à droite Les termes négatifs sont donnés par les autres
diagonales cJjfl,, Cib^a, c2bau inclinées de droite à
gauche.

Voici du reste une règle qui permettra de décomposer
un déterminant en une somme de déterminants d'ordre
moindre.

Il est évident que, dans le déterminant

\ a a

le coefficient de aifi est le déterminant d'ordre moindre

(B) : ,

obtenu en supprimant la ligne et la colonne à laquelle
appartient l'élément aiyl. En effet, tout terme du déter-
minant (B) multiplié par atii se trouvera dans le déter-
minant (A), et il s'y trouvera avec le signe qu'il a dans
le déterminant (B), puisqu'en plaçant devant ce terme
l'élément aïyU on n'introduit aucun dérangement.

Considérons maintenant un élément quelconque aik.
On peut échanger la colonne dont fait partie cet élément



avec la colonne précédente, et ainsi de suite jusqu'à ce
que la klème colonne soit devenue la première. De même
on peut échanger la iieme ligne avec la i— i"me, puis avec
la (/— i)ihne. L'élément aik occupera la première place.
On voit qu'on pourra toujours amener l'élément aik à la
première place, et il résulte de là la règle pratique sur la
démonstration de laquelle nous n'insisterons pas davan-
tage :

Le coefficient de aik est, au signe près, le déterminant
dans lequel on a supprimé la ligne et la colonne à
laquelle appartient aa. Il faut prendre ce déterminant
avec le signe -+- si i -+- k est pair, avec le signe —si i •+- k
est impair, en sorte que si l'on désigne ce déterminant
par A,*, le coefficient de aih sera

11 y a une règle pratique très-simple pour avoir le
signe avec lequel on doit prendre AiJ(. L'élément aik ap-
partient à la iieme ligne et à la kieme colonne. On peut,
pour arriver à cet élément, partir de l'élément a1?1 en
suivant la première colonne jusqu'à la iihne ligne, puis
la iieme ligne jusqu'à la kieme colonne. On change de signe
à chaque nouvelle ligne ou colonne, et l'on obtient en
définilive le signe avec lequel il faut prendre AiÂ.

Nous avons vu que le déterminant est une fonction
linéaire des éléments d'une ligne ou d'une colonne. On
pourra au moyen de la remarque précédente trouver les
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coefficients de ces éléments. Ainsi on a

I*a b c

a, b{ c{

fl2 bt ca

a b c d

a{ b{ c{ dt

#2 b, e, d7

a% b% c, J,

bx

b*

Cx

Ci
— b

ai

Ct

c7

ax

a%

bt

b2

-hc

- b

at Ci dx

d, — d

On dit dans ce cas que l'on ordonne le déterminant
suivant les éléments d'une ligne ou d'une colonne. En
prenant tous les éléments d'une ligne ou tous ceux d'une
colonne, on sera sûr d'avoir le développement complet
du déterminant.

Les déterminants obtenus en supprimant un certain
nombre de lignes et un nombre égal de colonnes s'ap-
pellent déterminants mineurs.

[La suite prochainement, )


